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PROCÉDÉ  NOUVEAU  POCJR  DÉTERMINER  LES  VALEURS  NUMÉRIQUES  DES 
RACINES  RÉELLES  DE  l' ÉQUATION  X*  +  pX  -|-  qf  =  G,  p  ET  g 
ÉTANT  DBS   NOMBRES  ENTIERS  pOSitifs  OU  négatifs. 

I.  —  Comment  se  pose  la  question. 

Dtii0  nos  travaux  {*)  sur  la  décomposition  des  nombres, 
nous  avons  eu  à  déterminer  n  à  Taide  de  deux  équations 
telles  que 

n  -^  n'  =^  p,    fin'  =  g    ou  n  —  n  =  p,    nn'  =  q . 

L'élimination  de  n,  dans  Tun  ou  dans  Tautre  cas^  conduit 
à  une  équation  du  second  degré  dont  la  résolution  donne 

n.  Mais   le  calcul  qui  exige  la   formation  du  carré  de  — 

suivie  d'une  extraction  de  racine  nous  ayant  paru  trop 
laborieux  lorsque  p  est  un  nombre  considérable,  nous  avons 
été  amené  à  chercher  une  autre  méthode.  C'est  cette  mé-- 
thode  que  nous  nous  proposons  d'exposer  aujourd'hui,  après 
nous  en  être  servi  pendant  de  longues  années. 

L'équation  œ*  +  pcc  -j-  9  =  ®>  *®  résoudra  par  le  premier 
des  deux  procédés  que  nous  allons  exposer  si,  dans  cette 
équation»  q  est  positif  et  que  les  racines  soient  réelles  ;  et, 
par  le  second  si  q  est  négatif. 


^^ 


Cl  SouveUe  Correspondance  malhémcUique^  septembre  1880,  p.  417. 
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//.  —  RéHolution  de  n  -|-  u'  =  p,     un'  =  q,     n   étant,  au 

plus,  égal  à  n. 

La  réalité  des  racines  exige  que  (-^)    soit,    au   moins, 

égal  à  q.  Mais  il  n'est  pas  indispensable  de  s'en  assurer. 

Nous  supposons  que  p  est  un  nombre  positif  eiinsi  que  q; 
mais,  s*il  était  négatif,  les  racines  seraient  toutes  deux  né- 
gatives; et  l'on  déterminerait,  de  la  môme  manière,  leurs 
valeurs  numériques,  après  avoir  fait  n  =  —  ni,  n  =  —  n\. 

Voici  la  méthode  : 

On  pose  n  =  a  -}-  n\y  a  étant  la  partie  de  n'  exprimée 
par  son  premier  chiffre,  celui  de  ses  plus  hautes  unités. 
Il  en  résulte 

n  =  p  —  a  —  n'i,     nn  ^=  (p  —  a  —  n\){a  -j-  n\)  ; 
puis         (p  —  2a  —  n\)n\  =  ^  —  (p  —  a)a  =  q. 

Si  on  fait  alors 

p  —  2a  =  p',    p  —  2a  —  n'i  =  n^, 

il  vient  n^  -f"  ^  i  =  P  >     '^i^  i  =  ^  > 

c'est-à-dire  que  Ton  obtient,  pour  déterminer  w^,  n\,  deux 
équations  semblables  à  celles  qui  sont  données  pour  déter- 
miner n  et  n.  Notons,  de  plus,  cette  concordance 

n^  =  n  —  a,    n't  =  n  —  a. 

On  pourra  donc  découvrir  le  second  chiffre  de  n ,  comme 
on  aura  découvert  le  premier,  et  ainsi  de  suite. 

Pour  trouver  a,  on  divise  q  par  p  ;  mais,  comme  pour 
avoir  la  valeur  exacte  de  n  il  faudrait  diviser  q  par  p  —  n 
et  non  par  p,  le  premier  chiffre  donné  par  la  division 
peut  être  trop  petit,  puisqu'on  emploie  un  diviseur  trop 
grand.  On  devra  donc  essayer,  successivement,  les  nom- 
bres entiers  immédiatement  supérieurs  à  ce  chiffre,  jusqu'à 
ce  qu'on  en  trouve  un  qui  serait  trop  grand. 

Dans  le  cas  des  racines  imaginaires^  on  se  trouve  immé- 
diatement averti  par  l'impossibilité  de  déterminera. 

Les  quelques  essais  auxquels  le  travail  peut  donner  lieu, 
sont  en  très  petit  nombre,  puisque,  le  diviseur  employé  p 

étant  au  moins  le  double  de  n,  le  rapport ^ — 7-,    que 

p  —  n 
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Ton  peut  mettre  sous  la  forme r-i  est  compris  entre 

I 

P 
2  et  I. 

Dans  la  dmsion  partielle  qui  suit,  on  a 

P         __  P    __  ^t  +  n\    _  I    I    _ÎLl_  I    I     '^'—O' 
p  —  n'i         nj  n^  '^i  n  —  a' 

Or  c'est   un  principe  démontré  que,  si  les   deux  termes 

d'une   fraction  (n   <  n)  varient  en  moins  d'une  même 

n  ' 

quantité,  la  valeur  de  cette  fraction  diminue.  Le  rapport 
des  deux  diviseurs  p\  p  —  n\,  sera  donc  plus  près  do 
l'unité  que  celui  des  deux  diviseurs  p,  p  —  n  ;  et  ainsi 
de  suite  pour  les  divisions  partielles  qui  suivent.  Ainsi, 
dans  l'application  du  procédé,  les  diviseurs  successifs  ^^ 
ic  —  v'  tendent  vers  l'égalité. 

On  peut  voir,  dans  l'exemple  qui  suit,  la  marche  et  la 
simplicité  du  calcul. 


n  -f-  n  —  3842 

3 

nn' —  1330945 
10626 

3542 
3 

26834 
25296 

'T 

i5385 
i5385 

3162 

0 

8 

3082 

5 

3077 
n   =  385, 

n  =  3457, 

Si  les  racines  n'étaient  pas  des  nombres  entiers,  on  pourrait 
poursuivre  l'opération.  Ce  sera  l'objet  du  paragraphe  IV. 

///.  —  Résolution  de  n  —  n  =  p,  nn  =  q. 

Les  lettres  p  et  9  représentent  toujours  des  nombres  en- 
tiers positifs;  mais  si  p  était  négatifs  on  aurait,  en  changeant 
les  signes,  n  —  n  =  —  p  ;  et  l'application  du  procédé 
resterait  la  môme. 
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On  pose,  comme  précédemment,  n  =  a  -j-  n\,  et  il  vient 

(a  +  n\)[p  +  a  +  n\)  =  g, 
(p  +  2a  +  72't)n\  =  17  —  a(/)  +  a)  =  q\ 
de  sorte  que,  si  Ton  fait  p  +  2a  =p',  p  +  2a  +  n'^  =  ni, 
on  trouve  %  —  n'i  =  p',  n^n'i  =  q. 

La  seule  difficulté  qui  se  présente  alors  est  de  trouver 
a,  c'est-à-dire  le  premier  chiffre  de  la  valeur  de  n'.  La  rai- 
son en  est  que,  p  pouvant  différer  beaucoup  de  p  -f**  ^  »  1^ 
division  de  q  par  p  ne  peut  pas  toujours  donner  a  avec 
une  approximation  suffisante,  comme  dans  le  paragraphe 
qui  précède. 

Voici,  dès  lors,  le  moyen  auquel  on  aura  recours. 

On  fera,  successivement,  dans  (p  +  ^*)  ^i  =  g,  n  =x  lo, 
100,  looo  ...  etc.,  jusqu'à  ce  que  Ton  trouve  que  n  est  com- 
pris entre  lo*  et   lo* 

On  cherchera,  er suite,  entre  quels  termes  de  la  série 
i.io'*,       2.IO*,       3.10*  ...  etc. 
se  trouve  comprise  la  valeur  de  n. 

Si  elle  est  comprise  entre  6io*  et  (b  -f-  O'^*,  6io«  sera 
la  valeur  de  a.  Le  calcul  se  poursuivra  alors  comme  dans  le 
cas  précédent. 

Ainsi,  pour  avoir  le  second  chiffre  de  n,  on  divisera  q  par  p. 
Seulement  le  chiffre  obtenu  peut  être  trop  grand,  puisqu'on 
emploie  un  diviseur  trop  petit  p'  au  lieu  de  p'  +  n^,  tandis 
que,  dans  le  paragraphe  II,  c'est  le  contraire  qui  avait  lieu. 

Les  essais  à  faire,  s'il  y  en  a,  se  réduisent  à  fort  peu  de 
chose,    puisque    le   rapport    des    deux   diviseurs,  qui    est 

V                             ï  .  ï 

—Tjj— r- ou   ; ,  est   compris   entre — eti, 

^  + T 

p  +  2a 
n    étant  moindre  que  a. 

Pour  les  divisions  partielles  qui  doivent  donner  les  outres 
chiffres,  le  rapport  des  deux  diviseui's  que  l'on  a  successive- 

TT  I 

ment  à  considérer,  n  et  n  +  V,  est  ; — r-  ou  ■  ■  «■       — 


I  -f- 


Or  ce  rapport  se  rapproche  constamment  de  Tuaité^  et  môme 


-1  — 

très  rapidement,  puisque,  d'une  opération  à  Tautre,  v  dimi- 
nue, tandis  que  ic  augmente.  Il  en  résulte  que  ces  deux  divi- 
seurs tendent  constamment  vers  l'égalité. 

Soit  pris  pour  exemple  n  —  n  =  1002,  nn  =  9874123. 
On  a  (1002  -J-  n)  n  =  9874123;  et  l'on  trouve  d'abord  que 
n'est  compris  entre  1000  et  loooo.  On  trouve,  ensuite,  que 
sa  valeur  est  comprise  entre  2000  et  3ooo.  Ainsi  a=  2.10'. 
Voici,  dès  lors,  le  calcul  : 

1002  9S74  1^3 

2  0004 


3oo2  38701 

2  336i2 

5oo2  50892 

6  5o256 


56o2  6363 

6  6363 


6202 
8_ 

6282 
8_ 

6362 
I 

636F 


IV.  —  Du  cas  ow,  n  n'étant  pas  un  nombre  entier^  on  veut 
poursuivre  l'opération  pour  déterminer  les  premiers  chiffres  de 
la  partie  décimale. 

Le  calcul  se  poursuit,  dans  les  deux  cas,  de  la  manière 
indiquée  pour  chacun  d'eux.  Mais  l'observation  faite  aux 
paragraphes  II  et  III  sur  les  diviseurs  it,  it  qp  v',  trouve, 
ici,  une  application  heureuse. 

En  effet,  puisque  ces  diviseurs  tendent  vers  l'égalité,  il 
doit  venir  un  moment  où,  suivant  le  degré  d'approximation 
que  l'on  veut  obtenir,  on  peut  terminer  le  calcul  par  une 
dernière  division,  en  divisant  par  ir,  ce  qui  est  une  grande 
simplification. 

Seulement  il  devient  nécessaire  de  se  rendre  compte  de 
la  différence  qui  peut  exister  entre  le  quotient  que  l'ou 


—  8  — 

obtient  en  divisant  un  nombre  donné  N  par  x,  et  celui  que 
Ton  obtiendrait  si  on  le  divisait  par  tt  —  v'  ou  par  tt  +  ^  • 

La  différence  serait 

N                 N                  Nv' 
^i  = ' =  "77 T 

N  N  Nv' 

ou  A,  = -j—r  =  ' 

Soit  pris,  au  lieu  de  v',  le  nombre  exprimé  par  son  pre- 
mier chiffre  augmenté  de  i,  et  soit  v/  ce  nombre.  Comme 
v'i    est  plus   grand  que  v'  et,  par   conséquent  aussi,  plus 

grand  que  — ,  la  différence  des  deux  quotients  sera  moin- 


V 

7w 
Vi  * 


dre  que — ;-.  Et,  si  l'on  prend,  au  lieu  de  tc  ip  v',  le 

TT  zp  V 

nombre  tc,  exprimé  par  le  premier  chiffre  de    t:,   on  aura 

définitivement,    pour     apprécier    l'erreur     commise,  Tex- 


pression  très  simple  E  <  — — . 

L'exemple  suivant  fera  voir  Tavantage  considérable  qui 
résulte  de  cette  modification  au  procédé,  avantage  d'autant 
plus  marqué,  on  le  comprend,  que  t:  sera  plus  grand. 

Appliquons  à  n  -j-  ^'  =  237,  nn  =  1 1453,  la  méthode 
du  paragraphe  II.  Nous  trouvons; 

237  101,78 

6  5 


177 

6 

117 
7 

IIO 

7 

io3 

6 

102, 

* 

■t 

lOI  , 

,8 

I 

lOI  . 

.79 
I 

lOI 

5 

ICI 

»770 
3 

lOI 

^7697 
3 

lOl 

.7694 
2 

lOI 

,76938 
2 

ICI 

,76936 
6 

lOI 

,769354 
6 

loi .73 
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1 1433 
io62 

833 

63 
61,44 

1,56 
1,0179 
0,5421 
508875 

o,o33225 
3o53o9i 

0,00269409 
20353876 

0,0006587024 
610616124 

0,000048086276 

On  aurait  donc  n'=  67,615326. . .  n  =  169,384673... 

On  voit  que  le  calcul  se  complique  parce  que  le  diviseur 
augmente  d'un  chiffre,  d'une  division  à  l'autre. 

Mais,  si  Ton  s'arrête,  dans  le  travail,  au  chiffre  i  des 
centièmes,  que  donne  la  division  de  i,56  par  101,79,  ^^ 
que  Ton  continue  la  division  du  reste  0,5421  par  ce  divi- 

2'  4 

seur,    l'erreur    sera   moindre   que —  ou 


I 00 . I o'  I 000000 

C'est-à-dire  que  Terreur  très  faible  ne  pourra  porter  que 
sur  le  sixième  chiffre  décimal  après  la  virgule.  Voici  cette 
division  finale  de  0,5421  par  101,79. 

54,21  10179 

54,210  o,oo5325 

3,3i5o 

o,26i3o 

0,057720 

Ces  chiffres  décimaux  complémentaires  auraient  donc 
donné  n  =  67,615325,  au  lieu  de  n' =  67,615326. . . 

Avec  une  valeur  un  peu  plus  grande  pour  ir,  il  suffirait 
généralement  de  s'arrêter,  dans  le  premier  travail,  au 
chiffre  des  dixièmes. 
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*   I*  w  r- 


NOTE  DE  COSMOGRAPHIE 

Par  M.  li.  B. 


Etant  données  la  décUnaison  d*une  étoile  et  la  latitude  d'un 
lieu,  calcule!*  la  durée  de  la  présence  de  Vétoile  au-dessous  de 
Vhx)rhon  du  lieu,  en  temps  sidérai 

Prenons"pour  plau  horizontal  le  plan  de  l'horizon  du  lieu, 

pourplan  vertical  celui 
p  du  méridien.  La  ligne 

de  terre  SN  est  la  mé- 
ridienne. Soit  T  la 
Terre,  TP  la  droite 
allant  au  pôle  nord,  et 
située  sur  le  plan  ver- 
tical; l'angle  PTN  est 
la  latitude  du  lieu.  Soit 
TE  la  droite  allant  de 
la  Terre  à  Tétoile  au 
moment  de  son  lever, 
ET?  est  le  plan  horaire 
de  rétoile;  ses  traces 
sont  TE  et  TP.  L'angle  de  ce  plan  avec  le  méridien  (plan 
vertical),  converti  en  temps  à  raison  de  i^  pour  i5**,  mesure 
la  demi-durée  de  la  présence  de  l'étoile  au-dessous  de 
l'horizon.  Soit  ô  oet  angle,  dont  la  figure  indique  la  cons- 
truction ordinaire  ;  rabattons  le  plan  dans  le  plan  horizontal 
autour  de  TE.  Le  triangle  bb'a\  donne 

b'a\ 


cos  0  = 


ba\ 


(*) 


Or,  dans  le  triangle  Ta'b'^  on  a 

ba  =1  6'ai'  =  Ta'  tg  X; 
puis,  par  le  triangle  T6Ai,  on  a 

bk\  =  ba\  =  TA',  tg  ETPi  =  Ta  tg  ETP^. 
Or,  l'angle  ETP,  est  la  distance  polaire   de  l'étoile,  c'est- 
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à-4ire  le  complémeni  de  la  déclinaison;  donc 

subsliittâni  dans  l'équation  (1),  on  trouve 

cos  ô  =  tg  X  ig  S. 

La  discussion   se  ferait  comme  on  Ta  déjà  vu    dans   un 
artiole  précédemment  publié  (4*  Année^  p.  443). 

La  même  figure  permet  de  calculer  Tazimuth  de  l'étoile 

à  son  lever,   azimuth  représenté  par  l'angle   NTE.  Car   le 

T6' 
triangle  6fe'T  donne     cos  kz  = 


On  a  d'autre  part  T6  = 

T6'  = 
En  sobsiituant,  on  trouve 

cos  kz  =3 


T6 
Ta' 


cos  X 
Ta 

sin  ^ 


sin  0 


cos  X 

Pour  une  déclinaison  nulle,  on  trouve 

cos  kz  =  Oy        kz  =  90**. 

Pour  une  latitude  complémentaire  de  la  déclinaison,  on 
trouve  cos  X  =  sin  8, 

d'où  cos  A«  =  I,         A«  =  G. 

En  effet,  l'étoile  affleure  alors  l'horizon,  sans  se  coucher. 

Lorsque  X  <  90  —  D,  cos  kz  est  plus  grand  que  i  ; 
donc  Az  est  imaginaire;  en  effet,  dans  ce  cas  Tétoile  reste 
toujours  au-dessus  de  l'horizon. 

Si  on  substitue  au  temps  sidéral  le  temps  soUire,  on 
trouve  la  demi-durée  de  la  nuit,  c'est-*à-dire  l'heure  du  lever 
du  soleil  (heure  vraie).  On  admet  alors  que  la  déclinaison 
et  la  vitesse  du  mouvement  en  ascension  droite  restent 
constantes  pendant  toute  la  durée  du  jour. 

Etant  données  deux  des  quatre  quantités:  latitude,  dé- 
cliaaison  du  soleil,  azimuth  au  lever  et  heure  du  lever,  on 
peut,  avec  les  deux  formules  précédentes,  ou  directement, 
calcaler  les  deux  quantités  inconnues. 
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NOTE  D'ARITHMÉTIQUE 

Par  M.  P.  A.  G.  Colombier^  professeur  à  Sainte-Barbe. 


DÉTERMINATION  d'uNE  LIMITE  SUPÉRIEURE  DU  NOMBRE  DES  DIVISIONS 
A  EFFECTUER  DANS  LA  REGHERGHË  DU  P.  6.  G.  D.  DE  DEUX 
NOMBRES. 

1.  Théorème.  —  Si  deux  nombres  entiers,  A  et  B,  ont 
pour  diviseurs  communs  les  nombi^es  a,  f>,  y,...  quelconques, 
deux  à  deux,  le  plus  petit  multiple  commun.  M,  de  ces  diviseurs 
est  un  diviseur  du  p.  g.  c,  d.  D  de  A.  et  B. 

Démonstration.  —  Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  Ton 
ait  a  ==  2'  .  7% 

^  =2'  .  3*, 
Y  =  2*  .  II'. 
On  en  déduit  immédiatement  que 

M=  2'^  .  3*  .  7«  .  II». 
Par  hypothèse,  les  quatre  nombres  2',  3*,  7*,  11»,  sont 
des  diviseurs  de  a,  p,  y,  lesquels  sont  des  diviseurs  communs 
de  A  et  B;  donc  ces  quatre  nombres  sont  des  diviseurs 
communs  de  A  et  B;  par  suite  ces  quatre  nombres  sont  des 
diviseurs  du  p.  g.  c.  d.  D  de  A  et  B.  Mais  ces  quatre 
nombres  sont  premiers  deux  à  deux,  donc  D  est  divisible 
par  le  produit  M  de  ces  quatre  nombres;  c.  q.  f.  d. 

2.  Corollaire.  —  A  et  B  étant  des  multiples  de  D,  ^^ 
D  étant  un  multiple  de  M,  d'après  le  paragraphe  i,  il  s'en- 
suit que  A  et  B  sont  des  multiples  de  M. 

3.  Théorème.  —  Si,  dans  la  recheîxhe  du  p.  g.  c.  d.  D> 
de  deux  nombres  entiers  A  ef  B  (A  >  B),  on  prend  chaque 
restej  inférieur  à  la  moitié  du  diviseur  qui  Va  fourni^  et  si  on 
désigne  par  n  le  nombi*e  des  divisions  effectuées,  on  aura 

on  —  1   <--  

Démonstration.  —  Désignons  par 

R^,     R,,     •  • .     Rn  —  29     R«  —  i>     Bf^ 


—  la- 
ies n  restes    successifs   do  ces  n  divisions.  Il   est  évident 
que  Ton  a  R»  =  o,  R»  -  <  =  D, 

qae  chacun  des  autres  restes  est  moindre  que  la  moitié  du 
diviseur  qui  l'a  fourni,  et  que  Tavant- dernier  reste,  R»  —  < 
seul,  est  égal  ou  inférieur  à  la  moitié  du  diviseur  Rn  -  s 
qui  lui  correspond.  Cela  posé,  on  a 

B 


R.  < 
R,  < 


Ri 


Rn  —  2  < 
Rn  -  1    OU   D    < 


Rn- 


2 
Rfi  ~  2 


2 

Afullipliant  ces  relations  membre  à  membre  et  réduisant 
il  vient  D  < , 

2»»  —  1 

d'où  2»  -  <   <  -^,  c.  q.  f.  d.       (1) 


4.  Discussion.  —  l**  L'inégalité  (i)  contient  deux  in- 
connues, n  et  D.  On  peut  toujours  déterminer  D  en  décom- 
posant A  et  B  en  facteurs  premiers;  alors,  si  on  désigne 
par  B'  le  quotient  de  la  division  de  B  par  D,  Tinégalité  (i) 
pourra  être  mise  sous'  la  forme 

2»  -  <  <  B'.  (2) 

2"  Il  peut  se  faire  qu'on  ne  veuille  pas  déterminer  D  par 
le  moyen  que  nous  venons  d'indiquer.  Alors  on  examinera 
si  A  et  B  ont  ou  n'ont  pas  des  diviseurs  communs  appa- 
rents. —  Si  A  et  B  ont  des  diviseurs  communs  apparents 
ï»  P»  Y>*"-  ^®  décomposition  des  nombres  en  facteurs 
premiers  donnera  le  plus  petit  multiple  commun  M  de  ces 
diriseurs  apparents  ;  et  les  propositions  exprimées  dans  les 
paragraphes  I  et  II  permettront  d'écrire 

B  =  UB% 
D  =  MD'; 
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des  lors  Tin  égalité  (1)  pourra  être  remplacée  par 

comme  D''  est  uue  inconnue  et  que 

D^>   I, 

il  s'ensuit  qu'on  aura   2»  -  *  <  B',  (3) 

inégalité  où  il  n'y  a  que  la  seule  inconnue  n.  —  Si  A  et 
B  n'ont  pas  de  facteurs  communs  apparents,  comme  on  a 

D  >   I, 

on  pourra  remplacer  l'inégalité  (4)  par  la  suivante 

2»»  -  ^  <  B,  (4) 

inégalité  où  il  n'y  a  que  la  seule  inconnue  n. 

5.  Observations.  —  Quelle  que  soit  celle  des  inéga- 
lités (2),  (3),  (4)  que  Ton  considère,  on  voit  que  pour 
trouver  une  limite  supérieure  de  n,  il  faut  chercher  l'ex- 
posant de  la  plus  haute  puissance  de  2  qui  est  contenue 
dans  un  nombre  entier  donné.  —  Il  est  avantageux  que 
ce  nombre  donné,  qui  est  une  limite  supérieure  de  2**  ""  S 
soit  le  plus  petit  possible,  afin  que  la  limite  supérieure  de 
n  —  I  soit  aussi  la  plus  patite  possible.  Comme  on  a  gé- 
néralement B'  <  B"  <  B, 

on  voit  que  l'inégalité  (2)  est  préférable  à  l'inégalité  (3), 
et  que  cette  dernière  est  préférable  à  l'inégalité  (4). 

6.  Théorème.  —  Si  2*  est  la  plus  petite  puissance  de 
2,  qui  nest  pas  inférieure  à  B,  le  nombre  entier  a  est  une  limite 
supérieure  du  nombre  des  divisions  à  effectuer. 

Démonstration.  —  Par  hypothèse,  on  a  ; 

2«  —  1  <  B  <  2«  ; 
si  on  a  égard  à  l'inégalité  (4),  il  vient  : 

2°  -  ^  <  2«, 
d'où  n  —  I  <  3t 

ou  bien  n  <  i  -(-  »;  (3) 

par  suite  n  <_  a 

ce  qui  montre  que  a  est  une  limite  supérieure  du  nombre 
des  divisions  à  effectuer. 

7.  Historique.  —  La  formule  (6)  est  due  à  J.  Binet.  Elle 
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suppose  que  tous  les  restes  sont  moindres  que  les  moitiés 
desdiyiseurs  correspondants.  On  obtient  toujours  ce  résul- 
tat en  prenant  certains  quotients  par  excès. 

8.  Théorème.  —  Si  E  désigne  le  nombre  des  chiffres  de  B, 
e'est-àrdire  du  plus  petit  des  deux  nombres  donnés  A  et  B,  on  aura 

n  <   I  +  -y-  K.  (6) 

Démonstration,  —  On  a     B  <  lo^  : 
par  suite  l'inégalité  (4)  donne 

2^  -  ^  <  lo^^  ; 
on  peut  vérifier  que  lo*  <  2*®; 

ces  deux  dernières  inégalités  donnent  respectivement 

2«(n  -  4)  <^   lo'k 

dVu  2»l»  -  ^)  <  2*0^^  ; 

par  suUe  3(n  —  i)  <  lok  ; 

résolvant  cette  inégalité  par  rapport  à  n,  on  trouve  la  rela- 
tion à  démontrer  (6). 

9.  Corollaire.  —  La  formule  (6)  montre,  spontanément, 
que  le  nombre  des  divisions  à  effectuer  ne  peut  surpasser  la 
partie  entière  du  nombre 

i+-y-K; 

par   conséquent  la  partie  entière   de  ce  nombre  est  une 
limite  supérieure  des  divisions  à  effectuer. 

10.  Théorème.  —  Dans  la  recherche  du  plus  grand  comm  u 
diviseur  de  deux  nombres  A  ef  B  (A  <  B),  te  nombre  des  divi- 
sions à  effectuer  ne  peut  surpasser  cinq  fois  le  nombre  des 
chiffres  K  du  plus  petit  nombre  B  des  deux  nombres  donnés. 

Première  démonstration,  —  On  a,  identiquement, 

or  ^  S^ 

|-<K; 

d  oh  I  4-  —  <  zK  : 
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donc  I  -| r—  K  <  5K 

el  si  on  a  égard  à  la  formule  (6),  on  pourra  écrire 

n  C  5K;  c.  q.  f.  d.  Ct) 

Deuxième  démons  ira  t  ion,  —  La  formule  (0)  peut  être  mise 

3 
sous  la  forme  —  (n  —  i)   <  5K, 

ce  qui  revient  à 

n  +  -îi-=^  <;  5K,  (8) 

2 

K  est  un  nombre  entier,  au  moins  égal  à  l'unité,  donc  5K 

est  au  moins  éççal  à  5.  Gela   posé,   si  n  est  égal  à  un  des 

trois  nombres  i,     2,     3, 

on  a  évidemment  n   <  5K, 

et  si  n  :     3, 

n  —  3 
on  a  >  o 

2 

et  la  formule  (8)  donne,  a  fortiori, 

n  <  5K. 

li.  Historique.  —  La  formule  (7)  est  due  à  G.  Lamé. 
Elle  a  été  établie  par  ce  savant  dans  Thypothèse  ou  tous 
les  quotients  sont  pris  par  défaut. 

12.  Théorème.  —  Si  on  désigne  par  a  le  nombre  des  divi 
sions  à  effectuer,  pour  trouver  le  p.  g.  c.  d.  de  deux  nombi'es 
A.  et  B  {k>  B),  et  par  K  fe  nombre  des  chiffres  du  plus  petit 
de  ces  deux  nombres,  on  aura  la  relation 

n  <  I  +  4!^» 
c'est-à-dire  que  quatre  fois  le  nombre  des  chiffres  du  plus  petit 

des  deux  nombres  considérés  est  une  limite  supérieure  du  nombre 

des  divisions  à  effectuer. 

Démonstration,  —  Si  on  se  reporte  à  la  formule  (4),  et  à 
rhypolhèse,  on  pourra  écrire: 

2»-^  <  B        <    ro*=    <  2**; 
d'où  2«  -  1  <  2**  ; 

par  suite  n  —  i   <  4K 

ou  H  <  I  -|-  4K;  c.  q.  f.  d. 
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13.  Première  application,  —  Supposons  que 

A  =  2904, 

B  =  1 122. 

Je  remarque  que  ces  deux  nombres  sont  divisibles  par  2, 

3  et  1 1 ,  et  comme  ces  trois  nombres  sont  premiers  deux  à 

deux,  il  s'ensuit  que  les  nombres  A  et  B  sont  divisibles  par 

66.  De  plus,  si  on  décompose  A  et  B  en  facleUrs  premiers, 

on  reconnaît  que  66  est  le  p.  g.  c.  d.  de  A  et  B  ;  et  que 

B'  =  17. 
Cela  posé  : 

1®  Si  on  considîfre  la  formule  (2),  et  la  méthode  exposée 

dans  le  paragraphe  6,  ou  trouve 

2**  -  ^  <  17  <  23  ; 

d'où  n  —  I  <  5 

ou  n  <  6; 

donc  5  est  une  limite  supérieure  du  nombre  des  divisions  à 

effectuer. 

Le  calcul  direct,  appliqué   aux  quotients  44  et  17,  des 

Dombres  A  et  B  par  66,  ce  qui  ne  change  pas  le  nombre  des 

divisions  à  effectuer,  donne  : 

n  =:  4. 

2*  Si  on  considère  les  formules  (2)  et  (6),  on  trouve 

n  =  7,  6  ... 

donc  7  est  une  limite  supérieure  du  nombre  des   divisions 

à  effectuer. 

3*  Si  on  considère  les  formules  (2)  et  (7)  on  trouve  : 

n  <  10  : 

donc  9  est  une  limite  supérieure* 

+»  Si  on  considère  les  formules  (2)  et  (9)  on  trouve  que 

n  <   9  ; 

donc  8  est  une  limite  supérieure. 

ihaxième  application.  —  Supposons  que, 

A  =  1729 
B  =  682. 
Les  nombres  A  et  B  n'ont  pas  de  diviseurs  communs  appa^ 
lents. 

1*  Si  j'applique  la  formule  (4),  et  la  méthode  exposée  dans 
le  paragraphe  6,  on  trouvé    n  <   11; 

HtmMAL  OB  KATB.   1881.  3 
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donc  10  est  une  limite  supérieure  du  nombre  des  divisions  à 
effectuer. 

Le  calcul  direct  montre  que  le  nombre  des  divisions  est 
égal  à  6. 
2®  Les  formules  (4)  et  (6)  donnent, 

n  <   1 1  : 
donc  10  est  une  limite  supérieure. 
3®  Les  formules  (4)  et  (7)  donnent, 

n  <  i5: 
donc  14  est  une  limite  supérieure. 
i^  Les  formules  (4)  et  (9),  donnent, 

n  <  1 3  : 
donc  12  est  une  limite  supérieure  du  nombre  des  divisions 
à  effectuer. 


QUESTION  224. 

^latioB  par  M.  Paul  Boulogne,  élève  du  Lycéa  de  Saint-Quentin. 


Comtrmre  un  triangle  connaissant  les  côtés  des  deux  carrés 
inscrits. 

Soient  :  a  Thypoténuse  ;  6,  c  les  côtés  de  l'angle  droit;  h  la 

B 


hauteur  correspondante  à  Thypoténuse,  a  et  ^  les  côtés  des 
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carrés  donnés.  Nous  avons    o"  =  6*+  c*  (1) 

ah  =  6c.  (â) 

Les  Inangles  semblables  BAC,  lÀH  donnent 

—  = ,  d'où  h  = ; 

a  hr  —  a  a  —  a 

par  suite  (2)  devient 


a*x 


=  bc,  (3) 


a  —  a 
De  même,  à  cause  de  la  similitude  des  triaug;les  BAC  et 

BDE,ona  ^=-£—=JL±±, 

d'oîi  (4)  6c  =  &(6  +  c). 
Mutipliantpar  2  les  deux  membres  de  (3)  et  ajoutant  à  (1), 

2a     \ 

on  a  o*  (i  H )  +  (6  +  cl*. 

a  —  a  / 

Élevons  (4)  au  carré  et  remplaçons  6c  et  6  -(-  c  par  leur 

valeur,  on  a     ( )  =  a'6*(  i  H | 

\o  —  a/  '  a  —  a/ 

ou  a*(p*  —  a*)  =  a»f>« 

et  a 


/^ 


0!» 


condition  de  possibilité  p  >  a. 

Dès  lors  6  et  c  sont  racines  de  l'équation 

X*  V  6«  —  a»  (p  —  V  P*  —  a*)  —  a»pX  +  a«^«  =  o. 
Le  problème  a  toujours  une  solution  et  une  seule,  pourvu 
que  a  <  p. 

Nota  :  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Monterou,  à  Pau  ;  Marin,  à  Agen. 


QUESTION  231. 

Molatlon  par  M.  Giroud,  élère  au  Lycée  de  Marseille. 


Sur  les  trois  côtés  d'un  triangle  ABC,  on  constt^uil  les  carrés 
ABBD,  ACGF,  BCHI. 

Connaissant  les  points  de  rencontre  des  droites  ED,  FG,  HI, 
'construire  le  triangle. 
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Les  deux  droites  GC,  BB'  sont  déterminées  par  la  relatiou 

CG  C'A' 


et 


CH 
BI 


C'B' 
G'B' 


BE  B'A' 

Pour  les  construire  il  suffit  d*élever  des  perpendiculaires 
sur  les  côtés  du  triangle  A'B'G'et  dans  le  rapport  déterminé 


par  le  rapport  précédent.  En  menant  par  les  sommets  des 
perpendiculaires  des  parallèles  aux  côiés,  celles-ci  vont  se 
couper  en  des  points  de  GG'  et  BB',  et  pour  avoir  BC  il  suffit 
alors  d'inscrire  un  carré  dans  le  triangle  B'H'C'.  Le  problème 
proposé  est  dès  lors  ramené  à  un  problème  connu.  On 
achève  la  construction  en  menant  par  les  points  B  et  G  des 
parallèles  à  B'A'  et  G'A'. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  môme  question  :  DfM.  Mangeot,  à  Nancjr;  Roubault. 
à  Melun;  Daguillorl,  lycée  Henri  IV;  Huet.  à  Orléans;  fiénard,  à  Ghâteauroux; 
Arnat,  à  Saint-Omer;  Tricon,  à  Marseille;  Yaii  Aubel,  &  l'athénée  de  Liège; 
de  Prat,  à  Lille. 


QUESTION  238. 

SUlvIlon  par  M.  Mayon,  élè^e  du  Lycée  Henri  IV,  classe  de  M.  Colas. 


Construire  un  tnangk  connaissant  un  angle,  le  cercle  circon' 
bcril  et  le  point  de  concours  deè  hauteurs. 

Supposons  le  problème  résolu  ;  soient  :  ABC  le  triangle 
cherché,  H  le  point  de  concours  des  hauteurs,  0  le  centre 
du  cercle  circonscrit. 
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L'angle  B  étant  connu,  la  xorde  40  est  déterminé^  au 
moins  de  longueur,  sinon  de  position* 

Abaissons  du  point  0  les  peq)endicu}aires  Ofl,  OL  et 
menons  les  hauteurs  CI,  BK,  puis  joignons  R|j  ;  les  deux 
triangles  BOL,  BI(G  étant  semblables  comme  ayant  leurs 
côtés  parallèles  et  dirigés  en  sens  contraire;  donc 

RL    _    QL    _  j_ 

BC    "^    BH    ^    2  ' 
d'oîi  BH  =  2oL. 

Dès  lors  BH  sera  connue  si  OL  est  connue. 

De  là  la  construction  suivante  : 

Sur  la  circonférence  circonscrite  donnée,  prenons  un 
segment  capable  de  l'angle  donné;  avec  un  rayon  égal  au 
double  de  la  distance  du  centre  0  à  cette  corde  et  de  H 
comme  centre,  décrivons  une  circonférence  qui  coupera 
généralement  la  circonférence  donnée  en  deux  points  B  etB'. 
L'an  ou  l'autre  de  ces  deux  points  est  le  sommet  du 
triangle  cherché.  Puisque  BH  est  une  hauteur,  pour  avoir 
la  base  du  triangle   décrivons  de  0  ;  avec  la  distance  OL, 


Fig,  4. 


une  circonférence  concentrique    à  la   circonférence  0,  et 
menons  perpendiculairement    à  BH  une  tangente   à    cette 
petite  circonférence.  En  joignant  ses  extrémités  A  et  G  h 
B,  on  a  le  triangle  cherché. 
On  aurait  un  second  triangle  en  joignant  le  point  B'  çiux 
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extrémilés  de  la  tangente  parallèle  à  celle   que  nous  avons 
déjà  considérée. 

Remarquons  que  si  l'angle  B  donné  était  obtus,  il  faudrait 
joindre  B  aux  extrémités  A,  G  do  la  tangente  la  plus 
rapprochée  du  point  B  ;  le  triangle  serait  alors  A'BC. 

Discussion.  —  Nous  avons  considéré  le  point  H  à  Finlérieur 
delà  circonférence;   il  aurait  pu  être  donné  à  rexlérieur. 
Si  A'  est  l'extrémité  du    diamètre  AHA'  la  plus  rapprochéo 
de  H,  et  ?•  le  rayon  de  la  petite  circonférence,  on  a 
2r  >  HA,  pas  de  solution  ; 
2r  =  HA,  une  solution  ; 
HA  >  2r  >  HA',  deux  solutions  (symétriques   par  rapport 

à  AA'); 
2r  =  HA',  une  solution  ; 
2?'  <  HA',  pas  de  solution. 

Cas  particulier,  —  Si  le  point  donné  H  est  sur  la  circon- 
férence, il  devra  être  à  la  fois  un  sommet  du  triangle  et  le 
point  de  rencontre  des  hauteurs  ;  le  triangle  sera  alors 
rectangle,  c'est-à-dire  que  l'angle  donné  doit  être  droit,  ce 
qui  rentre  dans  la  construction  générale,  puisque,  r  étant 
nul,  le  rayon  de  la  circonférence  HB  l'est  aussi. 
•  Si  le  point  H  se  confond  avec  le  point  0,  la  distance  du 
point  de  rencontre  des  hauteurs  au  sommet  du  triangle  est 
évidemment  R;  la  base  du  triangle  sera  donc  perpendicu- 
laire au  milieu  du  rayon  B'O  et  le  triangle  est  équilatéral. 
L'angle  donné  est  donc  de  ôo». 

Dans  ce  cas  il  y  a  une  infinité  de  solutions. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question:  MM.  Montereau,  à  Pau  ;  Mangeot,  à 
Nancy  ;  Popineau,  à  Niort  ;  BonneviUe,  à  Toulouse  ;  Daguillon,  lycée  Henri  IV; 
Marit,  Callas,  lycée  Louis-le-Grand  ;  Huet,  à  Orléans  ;  Malcor,  à  la  Seyne, 
près  Toulon. 
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QUESTION  239. 

HoIbUob  par  M.  Blessel,  piqueur  des  Ponts  et  Chaussées. 


Résoudre  un  quadrilatère  inscriptible,  connaissant  les  diagonales 
et  deux  côtés  opposés. 

Soit  le  quadrilatère  ABCD.  Posons  AG  =  d,  BD  =  d\ 
AD  =  a,    BC  =  6.    AB  =  x, 
CD  =  y. 

On  a  d'après  les  théorèmes 
de  Ptolémée  : 

dd  =  xy  -{-  ahy 

d    aoî  -j-  6j/ 

d  ay  -{-  bx  ' 

De  ces  deux  équations  on  tire 
xy  =  dd  —  ah 
X    ad  —  bd\ 

y  ad  —  bd  ' 

Le  problème  est  ramené  à  déterminer  deux  quantités»  con- 
naissant leur  produit  et  leur  rapport. 

Connaissant  les  quatre  côtés  du  quadrilatère  on  pourra 
déterminer  les  angles  que  chaque  diagonale  fait  avec  les 
côtés,  le  rayon  du  cercle  circonscrit,  les  segments  et  Tangle 
des  diagonales,  ainsi  que  la  surface  du  quadrilatère. 

Nota.  —  M.  Joly.  de  Tarbes,  a  résolu  la  même  question. 


QUESTION  240. 

par  M.  Louis  Sicaro,  élève  au  Lycée  de  Lyon. 


On  donne  les  côtés  égaux  et  l'une  des  bases  A  dun  trapèze 
mscèle  :  que  doit  être  la  seconde  base  pour  que  le  volume  engen- 
dré  par  la  révolution  de  la  figure  autour  de  la  première  base 
«on  maximum? 
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Les  perpendiculaires  CE,  DF  étant  menées  des  sommets 

G  et  D,  il  est  facile  de  voir   que  le  volume  demandé   se 

composera    de    deux    cônes 

égaux  et  d'un  cylindre  ayant 

même  base    que  ces   cônes. 

Si  l'on  pose  EB  =  a?,  la  base 

cherchée  aura  pour  expression 

a  —  2X\  dès  lors 

__       27rGE*.a;  ,     -,_^, 

V  = 5 f-wGE«(a— 20?) 


ou  3V  =  ttGE*  (3a  —  ^x) 

ou  en  remplaçant  GE  par  sa  valeur  c*  —  ac*,  on  a 

3V 

=  (c*  —  jr*)(3a  —  4cc)  =  (c  +  x){c —  x){ia  —  4  .t). 

f  k 

Pour  trouver  le  maximum  de  (c  -|-  x)(c  —  aî)(3a  —  4a:)  on 
a  à  résoudre  Téquation 

I  I  4         

c  -\-  x         c  —  X         3a  —  40; 
ou  après  réductions 

1 2a:*  —  6ax  — 4c*  =  o; 

_   3a  ±  /gg»  +  48c' 

12 

Les  deux  valeurs  à!x  donnent  deux  solutions.  En  effet, 
en  prenant  la  valeur  positive  la  base  donnée  sera  la  plus 
grande  des  deux.  Si,  au  contraire,  on  prend  la  solution  né- 
gative, c'est  la  base  cherchée  qui  sera  la  plus  grande  des 
deux. 

Nota.  — Ont  résolu  la  même  question  :  MM.Buttin,àLons-le-Saulnier;  Bou- 
logne, Broyon,  Legrain,  à  Saint-Quentin;  Bois,  à  Monlauban;  Joly,  à  Tarbes; 
Simon,  à  Lyon;  Bonneville,  ^Toulouse;  Gallon,  au  lycée Louis-le- Grand;  La- 
can, à  Toulon  ;  Payeux,  à  Verdun  ;  Lesoille,  à  l'école  de  Cluny  ;  Mayon,  au  lycée 
Henri  lY  ;  de  Prat,  à  Lille. 


d'où  enfin 


—  is  — 
QUESTION  258. 

flolaflom  par  M.  Tikbl,  Lycée  Corneille,  à  Rouen. 


Dans  un  triangle  ABC  on  mén^  les  deux  bissectrices  kk\  BB' 

qui  coupent  les  côtés  opposés  respectivement  en  A!  et  B'  et  se 

rencontrent  e^  0.  Démontrer  la  relation 

AA' .  OB'         AC  .^  . .,  , 

bFToF  =  BG-  (^'^^'-^ 

Par  le  point  O  et  le  point  A  menons  OF  et  AP  perpendi- 
culaires sur  BG  et  soient  également  OQ'  et  BQ  perpendicu- 


laires sur  AC.  Les  triangles  A'OF  et  A'AP  étant  semblables 

AA'  AP 

donnent  -ÔT^-ÔF"' 

de  même  à  cause  de  la  similitude  des  triangles  B'OQ'  et  B'BQ 

BB  BQ 

donnent  -^_  =  __. 

Divisons  terme  à  terme  ces  deux  égalités  en  remarquant 

que  OQ'  =  OP',  il  vient 

AA'  .  OB'  _   AP 

BB'.OA'  ~"    BQ   ' 
mais  les  triangles  rectangles  BCQ  et  CAP  qui  sont  semblables 
,  AP         AC 

donnent  IQ  =  Ic'  ' 

AA' .  OB'         AC 

•'""''  PB- .  OA'  =  BG- 
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Nota.  —  Ont  résolu  la  niéme  question  :  MM.  (iino-Loria.  à  Mantoue;  Marin. 
à  Ag(Mi  ;  Daguillou.  nu  l,\cée  Henri  IV  ;  Bonipard,  collège  Stanislas  ;  Huet,  à 
Orléans;  H.  Bourget,  à  Aix;  Gallon,  au  lycée  Louis-le-Grand ;  Boulogne, 
Broyon,  à  Saint-Quentin  ;  Chaulet,  à  Montauban  ;  Brachat,  à  Vitry  ;  Joly,  à 
Tarbas;  Houssette,  à  Amiens;  Cardot,  à  Nancy;  Jourdan,  à  Rouen. 


QUESTION  259. 

Molution  par  M.  Daguillon,  élève  du  Lycée  Henri  IV. 


On  donne  une  circonférence  0  et  un  point  fixe  A  dans  son 
plan  ;  on  joint  le  point  A.  à  un  point  quelconque  B  de  la  circon- 
férence; la  bissectrice  intérieure  de  Vanqle  AOB  rencontre  la 
droite  AB  en  un  point  M  dont  on  demande  le  lieu  quand  le  point 
B  décHt  la  circonférence.  Ce  lieu  rencontre  le  diamètre  en  P; 
démontrer  que  G  étant  le  point  de  la  circonférence  le  plus  voisin 
de  A,  sur  la  droite  OA,  les  quatre  points  0,  B,  P,  A  forment 
une  division  harmonique. 

D'après  la  propriélé  foiidanieiUalc  de  la  bissectrice,  on  a 

AM   _   MB  _         AB 
A0~  ""    OB    ""  OA  +  OB  ' 


et  si  d  désigne  la  distance  AO  et  R  le  rayon  de  la  circonférence 

A ]VI^  _        d 

ÂB    ""    d  +  R  ' 
ce  qui  montre  que  le  lieu  est  une  circonférence  homothétique 
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d 
à  la  première,  A  étant  le  centre  et  -r— — —  le  rapport  d'ho- 

molhétie. 

Cela  posé,  remarquons  que  si  par  le  point  M  on  mène  MD 
parallèle  à  OB,  le  point  D  est  le  centre  du  lieu.  Or,  le  triangle 
ODM  est  évidemment  isoscèle;  donc  la  circonférence  du  lieu 
passe  par  le  centre  du  cercle  donné. 

D'ailleurs  DP  =  DM  =      ^^ 


DCr^R— OD  =  R— - 
DA==d— 0D  = 


d  +  R' 
Rd  R' 


(/  +  R         (/  +  R 


d-f-R 

Par  suite  DG  X  D  A  =— 5!^1—  =  DP^ . 

(d  +  K)* 

ce  qui  montre  que  les  points  0,  G,  P,  A  forment  une  division 
harmonique. 

Nota.—  Ont  résolu  la  même  question:  MM.  Joly,  à  Tarbes;  Monlerau, 
CalloiL.  au  lycée  Louis-le-Grand  ;  Marin^  à  Âgen  ;  Bompard,  au  collège  Sta- 
nislas; Boulogne,  à  Saint-Quentin;  Prost,Perriei*,  à  Lons-le-Sauinier;  Chrétien, 
au  Havr.*;  Hou^sette,  école  primaire  supérieure,  à  Amiens  ;  Cardot,  à  Nancy; 
<iiao-1x»ria,  à  Mantoue. 


QUESTION  260. 

Solution  par  M.  Daguillon,  élève  du  Lycée  Henri  IV. 


On  joint  un  point  fixe  A,  intérieur  à  une  circonférence,  à  un 
point  B  de  la  courbe;  on  prend  sur  AB  un  point  M   tel  que 

AM 
-^^-  =  K.  On  joint  chacune  des  extrémités  du  diamètre  qui 

passe  par  le  point  A  au^  points  M  et  B,  ces  droites  se  rencon  tirent 
«i  deux  points  N  et  N'  autres  que  A  et  B. 

Démontrer  :  4^  que  la  ligne  NN'  partage  MB  en  defwx  parties 
dmt  le  rapport  est  constant  ;  ^  que  la  ligne  qui  joint  les  milieux 
de  MB  et  de  NN'  passe  par  le  centime  de  la  circonférence  donnée; 
fl»/în  trouver  le  lieu  des  points  N  et  K. 

i*  La  figure  CNBN'DM  est  un  quadrilatère  complet,  donc 
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la  diagonale  BM  est  divisée  harmoniquement  par  les  deux 

autres  NN'  et  CD  ;  on  a  donc  :  ■  ,1,    =  —rr=r-  =  K. 

EB  AB 

2®  Dans  une  telle  figure, 
les  milieux  des  trois  dia- 
gonales sont  en  ligne 
droite.  Or  O,  centre  du 
cercle,  est  le  milieu  de  la 
diagonale  CD;  il  est  donc 
sur  le  prolongement  de  la 
droite  qui  joint  les  milieux 
de  MB  et  de  NN'. 

3<»  Par  le  point  A  menons 
AF  parallèle  à  CN',  les 
triangles  semblables  BMN'. 
BAF  donnent  : 

-;  (*) 


BN' 


BM 


NT  MA  K 

d'ailleurs  CN'D  et  AFD  donnent  : 

NT         CA         r  +  d 


(2) 


N'D         CD  2r 

En  posant  OA  =  d;  multipliant  membre  à  membre  les 
relations  (1)  et  (2), 

BN    _   (i-K)(r  +  ^) 
N'D    ""  2Kr 


il  vient 


DN' 


2Kr 


2Kr 


ou 


DB    ■"  (ï— K)(r-f-d)-f2Kr        (i  +  K)r  +  (i  — K)(i 
Ce  qui  montre  que  le  point  N'  décrit  une  circonférence 
bomothétique  à  la  circonférence  donnée,  D  l^taqt  le  centre 

et  ,    ^^  '^i^        ,,,.  le  rapport  d'homothélie. 
(i  +  K)r  -|-  (i  —  K)a  ^^ 

Par  une  raison  semblable  on  verrait  que  le  lieu  du  point 
N  est  une  circonférence  homotbétiqiie  à  la  circonférence 
donnée,  G  étant  le  centre  et 

2Kr  2Kr 


(i  —K)(r  —  d\  +  2Kr 
le  rapport  d'hqmothétie. 


(i  +K)r  — (i  -K)cl 
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L'es  deux  circonférences  sont  laDgeiites  à  la  circonféreuce 
0  aux  points  D  et  G. 

Nota.—  Onl  résolu  la  même  question  :  MM.  Bompard,  collège  Stanislas- 
Boolf^ne,  à  Saint-Qaenlin  ;  Rlyard,  au  Mans  ;  Marin,  à  Agen  ;  Houssette,  école 
prioiaire  supérieure  à  Amiens  ;  Chrétien,  au  Hayre;  Prosf,  Perrier,  à  Lons-le- 
Sjulnier  ;  Cardot^  à  Nancy. 


NOTE  DE  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 

Pu-  M.  M«al9«i  éière  de  i'Éoole  normale  supérieure. 


Soil  la  surface  du  second  ordre  rapportée  à  ses  axes  : 
La  normale  au  point  (x,  y,  »)  de  la  surface  a  pour  équa- 

"-  (4-  -  ■>■ = (-f  -  ■>■ = (4  -  ■>■• 

Si  on  cherche  les  pieds  des  normales  issues  d'un  point 
P  (;,  Ti,  î)  à  la  surface,  on  exprimera  que  la  normale  passe 
par  ce  poîni»  ce  qui  donnera 

(4  -  •>• = (-t  -  ■>■ = (4  -  ■>••  o 

Ces  équations  jointes  à  Téquation  (1)  définissent  les  pieds 
(les  normales  issues  du  point  P  à  la  surface. 
Ces  dernières  relations  se  mettent  sous  la  forme  suivante: 
X  ==  (6«  —  c*)yz  +  c'Ç»  —  b\z.=  o.       .  ) 

Z  =  (o*  —  b^)xy  -f  bhiX  —  a*iy  =  o.  )  • 
Une  quelconque  des  équations  (8;  rentre  dans  les  deux 
autres.  Les  cylindres  X  =  o,  Y=o,  Z=o  projettent  sur 
les  plans  de  coordonnées  une  même  courbe  gauche  dont 
les  traces  sur  la  surface  sont  précisément  les  pieds  des 
normales  cherchées. 

L'équation  XX  -|-  [*Y  -f-  vZ  =  o 

représente   une   surface  du   second  ordre   passant  par  la 
courbe  proposée.  Faisons  en  particulier 
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il  vient 

a*(6«  —  c^)lyz  +  6*(c*  —  a^hzx  +  c«(a«  —  b*)^xy  =  o.  (4) 

Ce  cône  du  second  ordre  a  son  sommet  à  l'origine.  Il  con- 
tient la  courbe  considérée  et  passe  aussi  par  le  point  P. 
de  sorte  que,  si  0  est  le  centre  de  la  surface,  OP  est  une 
génératrice  du  cône  (4). 

En  vertu  des  équations  (2),  x,  y,  z  sont  proportionnels  à 
a\x  —  $),  6«(.v  —  r,),  c\z  —  C);  en  substituant  dans  Téqua- 
tion  homogène  (4)  et  supprimant  le  facteur  a'6*c*,  on  trouve 
(6»  -  c«)5(î/  -  r,)[z  -  Ç)  +  (C  -  a^Hz  —  Ç)(x  -  Ç) 

+  (a«  ~  b%{x  -  \)(y  —  r.)  =  o.  (S) 

L'équation  (5)  représente  un  cône  qui  passe  également 
par  la  courbe  considérée,  qui  a  son  sommet  au  point  P  et 
contient  l'origine  et  par  suite  la  droite  OP.  Les  cônes  (4) 
et  (5)  sont  du  second  degré,  ils  ont  la  génératrice  OP  com- 
mune, ils  se  coupent  donc  suivant  une  courbe  gauche  du 
troisiëme  ordre.  Cette  courbe  est  précisément  celle  dont  les 
traces  sur  la  surface  sont  les  pieds  des  normales  issues  du 
point  P  à  cette  surface. 

Il  y  a  donc  2X3  =  6  pieds.  Et  par  suite  : 

On  peut  d'un  point  de  Vespace  abaisser  six  normales  sur  une 
surface  du  second  ordre. 

Le  cône  (S)  contient  évidemment  les  six  normales,  puisqu'il 
contient  leurs  pieds  ainsi  que  le  point  P,  qui  est  son  sommet. 
Donc  : 

Ces  six  normales  sojit  bur  un  même  cône  du  second  degeé. 

Les  cônes  (4)  et ^5)  ont  comme  génératrices  :  le  premier, 
les  axes  de  la  surface;  le  second,  des  parallèles  à  ces  mêmes 
axes.  De  plus,  puisque  0  et  P  sont  leurs  sommets,  la  courbe 
gauche  doit  y  passer.  Ceci  montre  donc  que  : 

La  courbe  gauche  du  troisième  degrés  ou  cubique  gauche,  çwi 
passe  par  les  six. pieds  des  normales  issues  d'un  point  à  tiWi? 
surface  du  second  ordre,  contient  ce  point,  le  centre  de  la  sur- 
face, et  admet  pour  ses  directions  asymptotiques  les  trois  axes 
de  la  surface, 

2**  Ayant  rapidement  établi  ces  résultats  déjà  bien  connus, 
j'aborde  la  question  que  je  me  suis  proposé  de  traiter  et  qui 
est  la  suivante  : 


—  31  — 

Etant  donnée  une  surface  du  second  ordre ^  tracer  sur  cette  sur- 
face une  courbe  du  quatrième  degré  (provenant  de  l'intersection 
(Tune  seconde  surface  du  second  degré),  de  telle  sorte  qu'il  existe 
sur  cette  courbe  un  groupe  de  six  points^  dont  les  normales  con- 
courent en  un  même  point. 

L  équation  XX  -}-  [J^ Y  +  ^Z  =  o  représente  une  série  de  sur- 
faces passant  par  la  cubique  gauche,  c'est  même  leur  équa- 
tion générale. 

L'équation  H  -|-  XX  4.  [xY  -|-  vZ  =  o  sera  donc  l'équation 
générale  des  surfaces  du  deuxième  ordre  menées  par  les  six 
pieds  des  normales  issues  du  point  P  à  la  surface  H  =  o. 

Or,  si  on  considère  dans  cette  équation  Ç,  r,,  C  comme  des 
indéterminées,  on  voit  sans  peine  que  XX  +  jxY  +  vZ  peut 
toujours  être  identifié  avec  l'expression 

2ByZ  -^-  2B'Zx  -}-  2B'xy  +  2Cx  +  2G'i/  -f  2C'z. 

Ainsi  on  voit  que  l'équation  générale  des  surfaces  du 
second  ordre  qui  coupe  la  proposée  suivant  une  courbe  du 
quatrième  ordre,  satisfaisant  à  l'énoncé,  peut  s'écrire  : 

-^  -f  -^-f-  ^  -  1  +  2Byz  +  2B';ïa;-f-  2B'xy 

-|-   2CX  +  2Cy  +   2C"J5   +  O.  (6) 

Appelons  tétraèdre  principal  de  la  surface  le  tétraèdre 
formé  par  les  trois  plans  principaux  et  par  le  plan  de  l'infiDi. 
Nous  voyons  que  l'équation 

2Bys  4-  2B'zx  +  2B"xy  +  2CX  +  2C 1/  +  2c"z  =  o 
est  l'équation  générale  des  surfaces  du  second  ordre  circon- 
scrites à  ce  tétraèdre.  Mais  cette  surface  passe  par  la  courbe 
(rauche  d'intersection  de  la   surface  générale  (6)  et  de  la 
proposée.  Donc 

Pour  que  sur  une  courbe  gauche  du  quatrième  ordre,  tracée 
sur  une  surface  du  second  ordre^  on  puisse  trouver  un  groupe 
^  six  points  dont  les  normales  concourent  en  un  même  point , 
ii  faut  et  il  suffit  que  par  cette  courbe  on  puisse  faire  passer  une 
surface  du  second  ordre  circonscrite  au  tétraèdre  principal  de  la 
première. 

Dans  un  prochain  article  nous  ferons  quelques  applications 
<lece  théorème  important. 
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SUR  LES  PERMUTATIONS  DE  n  LETTRES 

Par  M.  Kdehlcr. 


Soient  n  lettres  a^  a^,  a,,  . . .,  ^n  alTectées  d'iiidices  crois- 
sants; je  me  propose  de  déterminer  le  nombre  des  permu- 
tations dans  lesquelles  aucune  lettre  n'occupe  le  ran^  que 
lui  attribuerait  son  indice. 

Ce  problème  est  connu;  M.  André  Ta  résolu  dans  un  mé- 
moire sur  la  détermination  du  terme  général  d'une  série 
(Annales  de  VEcole  Normale).  On  arrive  beaucoup  plus  sim- 
plement à  la  solution  en  s'appuyant  sur  le  lemme  suivant  : 

Si  Ton  désigne  par  S  la  somme  «i  +  a,  +  •  •  •  "h  ««»  1® 
coefficient  de  aia,..  .On  dans  le  produit 

(S  —  a,)(S  —  a.)  ...  (S  —  On  ) 
est  précisément  le  nombre  de  permutations  de  res{)ëce  in* 
diquée  plus  haut.    , 

Faisons  lé  produit  (S  —  ai)(S  —  a,)  en  ayant  soin  de 
donner  dans  chaque  terme  la  première  place  à  la  lettre  prise 
dans  le  facteur  S  —  a^  ;  on  formera  ainsi  tous  les  produits 
des  n  lettres  deux  à  deux  oii  a^  n'occupe  |)a3  la  première 
place  et  où  a,  n'occupe  pas  la  seconde.  Cela  est  évident, 
puisque  a^  ne  figure  pas  dans  S  —  di  et  que  a,  ne  figure 
pas  dans  S  —  o^.  Multipliant  ensuite  par  S  —  03,  on  for- 
mera tous  les  produits  trois  à  trois  dans  lesquels  a,  n'occupe 
pas  la  troisième  place,  ni  a,  la  seconde,  ni  a^  la  première  ; 
et  ainsi  de  suite.  Lorsqu'on  aura  employé  n  facteurs,  toutes 
les  permutations  considérées  se  trouveront  écrites,  et  pour 
avoir  leur  nombre  il  sufRt  de  calculer  directement  le  coeffi- 
cient du  terme  aja,.  ..On  dans  (S — a^XS  —  a,)... (S — On  )• 

Or  ce  produit  peut  s'écrire 

Sn  — .  s»  -  ^23a|  +  S*»  -  «2a,-  a*  —  S«  -  »Ea;  an  ai 

+  ...  +  (—  i)"  a^ai.,.an  . 

Dans  S^  le  coefficient  de  a^a^, .  Mn  est  n!;  de  même  dans 
S«  -  iSoi  qui  n'est  autre  chose  que  S»* . 

Dans  S'*  -  «  le  coefficient  du  produit  de  n —  2  lettres  dilié- 


pour  coefficient  (n  —  2)!—-^^ ~  ou 
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rentes  quelconques  est  (n  —  2j!;   en  faisant  la  multiplica- 
tion par  Hat  a*  ,  il  est  évident  que  le  terme  aia^.,.an  aura 

n(n  —  I  )  n! 

ou  — T-. 

1.2  2! 

De  même  dans  S«  -  *Sa»  ait  a/  on  trouvera 

(n  —  3)! ^~ — - — i-  ou  bien  -rr-. 

1.2.3  3! 

En  continuant  ainsi,  on  arrive  à  la  formule 

"C-v  +  ir-ir+-+^] 

qui  exprime  le  nombre  des  permutations  cherché. 


NOTE  SUR  LES  RACINES  MULTIPLES 

DE  l'Équation   en  s 

Par  M.  £.  AMkîguem, 

Professeur  de  mathématiques  spéciales  aa  Lycée  de  Marseille. 


1.  —  Nous  nous  proposons  d'étudier  les  racines  multiples 
de  réquation  du  troisième  ordre  à  laquelle  conduit  la  théo- 
rie des  plans  principaux.  A  la  vérité,  M.  Laurent  a  déjà 
traité  le  cas  de  l'équation  plus  générale  que  Ton  rencontre 
à  l'occasion  d'autres  théories,  et  notamment  dans  la  méca- 
nique céleste  à  propos  des  excentricités  des  orbites.  Mais 
le  cas  simple  que  nous  allons  examiner  et  la  méthode  élé- 
mentaire qui  s'y  adapte  seront  peut-être  plus  directement 
utiles  aux  élèves  de  mathématiques  spéciales. 

L'équation  est  la  suivante  : 

A  — S    B^  B' 

B'  A— S    B 

B'  B  A''  —  S 

2.  —  On  remarque  tout  de  suite  que  f{S)  est  une  fonc- 
tion composée  de  S  et  que  sa  dérivée  est  la  somme  de  trois 
parties  :        —  /"'(S)  =  (A'  —  S)(A"  _  S)  —  B« 

+  (A'  ^  S)(A  —  S)  —  B'« 
+  (A-  S)(A'-S)—  B'». 

iOCanAl  DE  MATH.  1881. 


/(S)  = 


=  G. 
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Par  ou  on  voit  que  si  upe  valeur  de  S  annule  tous  les 
mineurs  du  déterminant,  elle  annule  en  particulier  les  mi- 
neurs principaux  et  par  suite  /"(S),  et  aussi  le  déterminant 
c'est-à-dire  /"(S). 

Donc  toule  valeur  S  qui  annule  tous  les  mineurs  est  racim 
double  de  V équation  en  S. 

Réciproquement»  toute  racine  double  de  l'équulion  en  S  annule 
tous  les  mineurs . 

En  effet,  désignant  par  P,  P',  P*'  les  mineurs  principaux, 
on  a  —  f  (S)  =  P  -f  P'  +  P". 

Par  eonséquent,  toute  racine  double  de  l'équation  en  S 
satisfait  à  Téquation 

p  ^-  F  ^  F  =  o  (4) 

et  par  suite,  en  multipliant  par  P,  à  l'équation 

P«-f  PP'-f  PP'  =  o.  (âi 

Or,  on  a  identiquenteni 
PP'  =  (A"  —  S)  [(A  —  S)  (A'  —  S)  (A'  —  S)  —  (A  —  S)B« 

—  (A'  —  S)B'«3  +  ^  B'« 
ou  bien  encore 
PF  =  (A*  —  S)  f  (S)  +  (A"  —  S)*B'«  —  2BB'B'  ^A'  -  S) 

+  B*  B'«  ; 
d'où  on  tire  pour  toute  racine  simple  ou  double 

PP'  =  [(A"  —  S)B^  —  BB']* . 
Par  analogie      PP'  ~  {(A  —  S)B'  —  BB^\ 

Portant  ces  valeurs  et  celle  de  P  dans  l'équation  (2),  ou  a 
pour  toute  racine  double  : 

[(A'  —  S)  (A"  —  S)  —  B-i]«  +  [(A"  —  S)B'  —  BB']« 
+  [(A  —  S)B'  —  BB^*  =  o, 
c'est-à-dire,  puisque  la  valeur  de  S  est  réelle,  que  chaque 
carré  est  nul.  Gela  fait  trois  mineurs  nuls. 

Mais,  au  lieu  de  multiplier  l'équation  (1)  par  P,  on  pour- 
rait la  multiplier  par  F  ou  par  P*  et  on  verrait  que  les  six 
autres  mineurs  sont  nuls. 

3.  -^  Sur  les  neuf  mineurs,  six  seulement  sont  différents. 
On  a  donc  six  conditions,  encore  même  ne  sont-elles  pas 
distmctes.  Voici  ces  conditions  : 

(A  —  S)(A'  —  S)  —  B'«  =  o, 
(A  —  SXk"  _  S)  —  B«  =  o. 
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(A*  —  S)(A  —  S)  —  B*  =  o, 
(A.  —  S)B  —  BB*  =  o, 
(A'  —  S)B'  —  BB'  =  o, 
(A'  —  S)B'  —  BB'  =  o. 
1*  Si  aucun  des  rectangles  n'est  nul,  on  peut  tirer  des 
trois  dernières  (A  — S),  (A'  — S),  (A'  —  S);  et,  portant  ces 
valeurs  dans  les  trois  premières,  on  obtient  des  identités 
Les  conditions  nécessaires  et  sufSsantes  sont  donc  : 

B'B' 


A  — S  = 


A  — S  = 


B 
BB" 

B' 
BB' 


A        5»-      p.    • 

^  Si  un  recl^L^gliB  est  2}ul,  les  iroia  4^r^iJèr^3  éq^jBi^oQS 
exigent  qtt'aft  second  rectangle  spit  quI*  Soit  B'  =  0'" 
=  0.  Les  coA(J^itions  ci-dessus  deyienneut  ; 

(A  -  SX4'  -  S)  =  o, 

(A'  —  SXA*  —  S)  —  B«  =  o, 

(A"  —  S)(A  —  S)  =  Q, 

(A  —  S)B  =  Q. 

Supposoos  B  ^  o.  Alors  S  =  A  et  Ja  saule  condition  qui 

ne  soit  pas  une  identité  est,  avec  B'  =  o  et  B'  =  o, 

(A'  —  A)(A'  —  A)  —  B»  =  o. 
^  Reste  à  examiner  le   cas  oU  les  trois  rectangles  sont 
nuls.  Les  trois  dernières  conditions  sont  alors  des  identités 

r 

el  les  trois  autres  s'écrivent 

(A  —S)iX'  —  S)  =  o, 

(A'  —  S)(A'  —  S)  =  o, 

(A'  —  S)(A  —  S)  =  G, 
c  esi-à-dire  A  =  A'  ou  une  des  x^ondiiions  analogM^es. 

4^  Pour  étudier  les  racines  triples,  prenx)ns  la  dérivée  se- 
conde. On  a 

-i-'(S)  =  /-(A  -  S)  +  (A'  -  S)  +  (A-  -  S). 

Par  où  on  voit  que  si  tous  les  mineurs  du  second  ordre 
sont  nuls  pour  une  valeur  de  S,  cette  valeur  annule  f  (S)  ; 
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et  aussi  les  mineurs  de  premier  ordre,  et  par  suite  /"(S);  et 
aussi  le  déterminant,  c'est-à-dire  /"(S). 

Donc  toute  valeui'  de  S  qui  annule  tous  les  mineurs  du  second 
ordre  est  racine  triple. 

Réciproquement,  toute  racine  triple  annule  tous  les  mineurs 
du  second  ordre. 

Car  une  pareille  racine  annule  /"(S)  et,  étant  double,  elle 
annule  aussi  les  mineurs  du  premier  ordre.  Elle  est  donc 
racine  commune  des  équations  suivantes  : 

(A  -  S)  +  (A'  -  S)  +  (A''  -  S)  =  o, 

(A  —  S)  (A  —  S)  =  B"% 
(A'  —  S)  (A'  —  S)  =  B\ 
(A' —  S)  (A  —  S)  =  B\ 
Élevant  la  première  au  carré,  et  remplaçant  les  doubles 
produits  par  les  valeurs  tirées  des  trois  autres,  on  a 
(A  —  S)»  +  (A'  —  S)*  +  (A"  —  Sy  +  2B»  +  2B'»  +  2B'«  =  o. 
Ce  qui  exige,  puisque  la  valeur  de  S  est  réelle,  que  tous 
les  mineurs  du  second  ordre  soient  nuls.  On  a  alors  une 
sphère. 

On  remarquera  que  la  racine  triple  ne  peut  être  nulle, 
sans  quoi  on  aurait 

A=o    A'  =  o    A'  =  o    B  =  o    B'=:o    B"=:o 
et  la  surface  se  réduirait  è  un  plan. 


NOTE  DE  GEOMETRIE  ANALYTIQUE 

Par  M.  G.  de  liOng^champu. 


Lorsqu'une  équation    du   quatrième  degré   f(Xj  j/)  =  o, 
représente  deux  cercles,  on  peut  se  proposer  de  décomposer 
cette  équation  en  deux  facteurs  du  second  degré.  Voici  une 
solution  simple  de  ce  problème  très  élémentaire. 
i.  Soient  (axes  rectangulaires) 

œ«  +  i/^  +  P  =  o 

x^  +  y'  +  Q=  o 

les  deux  cercles  cherchés,  P  et  Q  désignant  bien  entendu. 


-ai- 
des fonctions  du  premier  degré. 

P  =  «^  +  py  +  Y 
Q  =  a'a;  +  py  -j-  y. 

On  aura  donc, 

/•(x,  y)  =  (x*  +  y»  +  P)(x«  +  i/«  +  Q). 

Ce  qui  prouve  d'abord  que  Tensemble  des  termes  du  qua- 
trième degré  de  l'équation  /*  =  o  doit,  à  une  constante 
^res,  former  le  carré  parfait  de  (x*  +  y*)  ;  cette  môme  égalité, 
donne  encore  pour  l'ensemble  des  termes  du  troisième 
degré,  (œ»  +  »»)[(«  +  «•)aj  +  (p  +  p')yl 

ce  qai  démontre  que  l'ensemble  des  termes  du  troisième 
degré  de  l'équation  f  =  o  doit  être  divisible  par  (x*  -j-  y*), 
NoQs  pouvons  donc  énoncer  déjà  la  proposition  suivante, 
d'une  évidence  immédiate: 

Pour  quvne  équation  du  quatrième  degré  puisse  représenter 
deux  cercles,  il  est  nécessaire  :  4^  que  Vensemhle  des  termes 
du  quatrième  degré  forme  le  carré  parfait  du  binôme 
(i*  4"  y*)  ;  ^  Ç^^  l'ensemble  des  termes  du  troisième  degré  soit 
divisible  par  (x*  +  y*)* 

La  première  chose  à  faire,  quand  on  se  trouve  en  présence 
d'une  équation  du  quatrième  degré  qu'on  soupçonne  repré- 
senter Vensemble  de  deux  cercles,  est  de  vérifier  que  les  con- 
ditions précédentes  sont  remplies.  Il  nous  reste  à  expliquer 
comment,  /  remplissant  ces  conditions,  on  peut  toujours 
la  décomposer,  si  vraiment  elle  représente  deux  cercles. 

2.  L'équation  proposée  pourra  s'écrire,  dans  cette  hypo- 
thèse,      f  =  (x*  +  y»)*  +  R(a5*  +  j/«)  +  (p  =  o 
R  étant  de  la  forme  kx   -}-  By;  <f  désignant  un  polynôme 
du  second  degré  ;  ou  encore 

f  =  (x^  +  yr  +  (R  +  X)(aî*  +  î/*)  +  4.  ==  o     (1) 

en  posant  'f  =  ?  —  ^(^*  +  J/')- 

D'autre  part  on  a,  si  /*  est  l'ensemble  de  deux  cercles, 
^  =  (x«  +  y«  -f  P)(x«  +  y'  +  Q) 
ou         /•=  (X*  +  {/*)«  +  (x*  +  j/«)(P  4-  Q)  +  PQ  =  G    (2) 

ou  en  posant  a;*  +  j/"  =  U 

U»  +D(P  +Q)+PQ  =  o. 
La  quantité  soumise  au  radical,   dans   cette  équation  du 
second  degré  en  U,  est  un  carré  parfait  ;  mais  (1)  et  (2)  sont 
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des  équations  identiques  et  si  Ton  suppose  que  Ton   a  pris 

l'arbitraire  X  égale  à  (y  -}-  y  )>  ûlors 

P  +  Q  =  R  +  X 

et  PQ  =  +, 

donc  V  =  (R4-^)*  — 4+  sera  un  carré  parfail.  Hêcipro- 
quementf  si  Y  est  carré  parfait,  la  décomposition  a  lieu.  De 
ceci  on  déduil  la  règle  suivante  : 

Étant  donnée  une  équation  du  quatrième  degré  à  deux  variables 
f(x,y)  =  o  qu'on  soupçonne  représenter  l'ensemble  de  deux 
cercles ,  pour  le  vérifier  et  trouver  ces  calculs  on  doit  d'abord 
constater  que  l'équation  f  =  o  remplit  les  deux  conditions 
d'-deêsus  énoncéeSé 

Ces  conditions  étant  remplies,  on  écrira  cette  éqiuition  sous  la 

forme  (x«  +  y  V"  +  (»'  +  7  *)(R  +  ^)  +  +  =  o 
\étanêun  paramètre  arbitraire;  R(x*  -|-  J)*  l'ensemble  des 
termes  du  troisième  degré;  ^^  une  fonction  du  second  degré  seu- 
lement. On  résout  alors  VéqiMtion  par  rapport  à  (x*  -J-  y*)  ;  on 
obtient  sous  le  radical  une  fonction  du  second  degré  seulement ^  et 
on  détei*minera  X  de  façon  que  [celle-ci  devienne  un  carré  par- 
fait. 

S'il  existe  une  valeur  de  X  remplissant  cette  condition,  f  =  o 
représente  deux  cercles  et  la   décomposition  est  effectuée;  sinon 
î  :rs:  0  ne  représente  pas  deux  cercles. 
3.  Appliquons  ce  théorème  h  un  exemple  numérique,  doit 
/•  =  ap*  -f  2xY  +  »*  +  3i»3  —  4x*y  +  3xy^  —  4j/» 
-f-  5a;"  -}-   6t/"  —  yxy  -\-  5x  —  5j^  +  ^  =  ^  5 
OB  peut  récrire,  conformément  à  la  méthode  précédente, 
(x«  +  yr  +  (x'  +  t/*)(3x  ^  42/  +  X)  +  (5  -  \)x^ 

+  (6  —  %•  —  yxy+5x—    5t/  -f-  2  =  o, 
laquelle,  résolue  par  rapport  à  (a?*  +  2/*)»  donne  : 

/42/*  (X—   2)  +   4xy 

1/     (5— 2X)y  +  2(3X— io)a? 
T      +  x«  —  8. 

Il  faut  maintenant  déterminer  X,  de  façon  que  la  quantité 
soumise  au  radical  soit  un  carré  parfait,  lï  est  donc  nécessaire 
(mais  non  suffisant)  que  les  termes  en  i/*,  xy,  x*  forment 
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eux-mêmes  un  carré  parfait.  On  a  donc  pour   déterminer  X 
réqaation  4  —  4  (X  —  2)  (4X  —  1 1)  =  o 

4X*  —  1 9A  +  2 1  =0 

n 

qui  donne  deux  valeurs  :     V  ==  3,  A'  =  — . 

4 
On  doit  alors,  se  rappelant  que  la  condition  exprimée  est 

nécessaire,  maïs  non  suffisante,  essayer  successivement  X'    et 

W  On  trouve  Ici  que  X  =  3  rend  la  quantité  sanitiise  au 

radical  carré  parfait;  mais  non  la  quantité  X'.  II  est  d'ailleufs 

évident  que  si  l'une  des  racines  effectue  la  tr^nsforrÈtation 

de  la  quantité  sous  le  radical  eu  carré  parfait,  Tautre  fie 

peut  pas  faire  cette  transformation. 

On  a  ici,  finalement, 

2(0;*  +  1/*)  =  (42/  —  3x-  —3)±(2y  +  x  —  i), 

ce  qui  donne  les  deux  cercles  : 

^*  "f-  2/'  —  3j/  -f"  ^  4"  2  =  o, 

ûc*  +  y*  —  2/  +  2X-  -(-  ï  =0. 

4.  Nous  proposerons  aux  jeunes  lecteurs  de  ce  journal, 
et  comme  application  du  théo- 
rème précédent,  rexercice  sui- 
vant (*). 

Soient  ox,  oy  deux  axes  rec- 
tangulaires ;  c  le  centre  d'un  cercle 
tangent  à  oy;  on  prend  un  point 
M  sur  le  cercle  et  Von  mène  MP 
parallèle  à  OC;  P  étant  le  point 
de  rencontre  de  cette  parallèle 
avec  oy,  on  mène  par  P  une  droite 
PQ,  parallèle  à  ox,  laquelle  ren- 
contre le  cercle  décrit  du  point  0, 
comme  centre,  avec  OM  pour  rayon 
en  un  point  I.  Le  lieu  du  point 
I  tu  Fensemble  de  deux  cercles. 

On  propose  de  le  reconnaître 
aussi  par  la  géométrie  élémentaire. 


('}  Question  proposée  dans  le  Manuel  d9$  candiàaU  à  i'Hcoh  pohfkchnique, 
de  M.  CaUilan. 
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ÉTUDE  SUR  LES  COORDONNÉES  TANGENTIELLES 

ET   LEURS   APPLICATIONS 
Par  M.  B.  S.  Boqael. 


Définitions.  —  L'équation  de  la  ligne  droite  en  coordon- 
nées rectilignes  (ou  cartésiennes)  étant  Ace  +  By  +  ^  =  o, 
on  voit  que,  si  a  et  b  représentent  en  grandeur  et  en  signe 
les  segments  déterminés  par  cette  droite  à  partir  de  l'origine 
sur  les  axes  de  coordonnées,  son  équation  prendra  la  forme 

oc  V  II 

connue 1 7—  =  i .   Si  Ton  pose =  w  et  — r-  =  v, 

a  b  a  b 

cette  équation  devient      ux  -{-  vy  =  i  ;  (1) 

tt  et  t;  étant  des  constantes  données,  l'équation  (1)  établit 
entre  les  coordonnées  cartésiennes  ac  et  j/  d'un  point  du 
plan  une  relation  exprimant  que  ce  point  appartient  à  la 
droite  particulière  définie  par  les  constantes  u  et  v. 

Si,  au  contraire,  on  regarde  a?  et  t/  comme  des  quantités 
données,  et  ur,  comme  des  variables,  l'équation  (i)  établira 
entre  u  et  v  une  relation  exprimant  que  les  droites  (1)  pas- 
sent toutes  par  le  point  donné  {x,  y), 

u  et  v  définissant  une  droite  particulibre  du  plan,  comme 
flc  et  y  définissent  un  point  particulier  du  plan,  nous  appel- 
lerons ces  quantités  les  coordonnées  de  la  droite,  de  même 
que  ce  et  2/  sont  les  coordonnées  du  point. 

Si,  entre  les  coordonnées  w  et  i;  de  la  droite,  on  établit 
une  relation  /"(u,  v)  =  o  de  forme  quelconque  (pourvu  que 
f  soit  une  fonction  continue)  et  que  l'on  choisisse  l'une 
d'elles  pour  variable  indépendante,  l'autre  coordonnée  sera 
une  fonction  continue  de  la  première  et  variera  avec  elle 
d'une  manière  continue,  suivant  les  lois  de  l'analyse,  c'est- 
à-dire  suivant  la  nature  de  /".  Au  système  de  valeurs  corres- 
pondantes de  u  et  de  t;  correspondra  une  certaine  droite  du 
plan,  et  un  accroissement  infiniment  petit,  donné  à  celle  des 
deux  coordonnées  qui  a  été  prise  pour  variable  indépen- 
dante, déterminera  un  accroissement  infiniment  petit  corres- 
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pondant  pour  l'autre,  de  sorte  qu'il  en  résultera  un  dépla- 
cemcLjt  infiniment  petit  correspondant  pour  la  droite 
considérée,  et  qu'en  définitive  la  droite  se  mouvra  d'une 
manière  continue  dans  le  plan.  Les  positions  successives 
qu'elle  occupe  ainsi  peuvent  être  envisagées  comme  les 
tangentes  successives  d'une  courbe,  et  Ton  comprend  dès 
lors  que  l'équation  f{Uy  v)  =  o  puisse,  dans  le  nouveau  sys- 
tème de  coordonnées  que  nous  adoptons,  représenter  une 
courbe  considérée  comme  la  succession  de  ses  contacts  avec 
toutes  ses  tangentes,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  comme 
la  succession  des  points  d'intersection  des  tangentes  infini- 
ment voisines. 

Dans  la  courbe  définie  par  l'équation  /"(a?,  y)  =  o  en 
coordonnées  cartésiennes,  une  tangente  est  formée  par  la 
droite  qui  joint  deux  points  infiniment  voisins  sur  la  courbe. 
Dans  la  courbe  définie  par  l'équation  /"(u,  v)  =  o,  un  point 
est  formé  par  la  rencontre  de  deux  tangentes  infiniment 
voisines  qui  se  coupent  alors  sur  la  courbe.  Dans  les  deux 
cas,  ce  langage  revient  à  dire  qu'un  arc  infiniment  petit  de 
la  courbe  se  confond  avec  un  élément  infiniment  petit  de 
la  tangente  autour  du  point  de  contact. 

Cette  considération  des  courbes  comme  enveloppées  par 
des  droites  se  déplaçant  d'une  manière  continue  dans  le 
pian  suivant  une  certaine  loi,  a  fait  donner  aux  coordon- 
nées u  et  V  de  la  droite  le  nom  à^  coordonnées  tangentielles  (*). 

L'emploi  des  coordonnées  tangentielles  dans  l'analyse 
géométrique  remonte  à  Pliicker;  elles  ont  fourni  un  précieux 
moyen  d'investigation  et  mis  algébriquement  en  évidence  le 
principe  de  dualité,  en  vertu  duquel  les  propriétés  résultant 
de  la  jonction  des  points  se  transportent  à  l'intersection  des 
droites  par  une  simple  réciprocité  dans  les  énoncés. 

Le  travail  que  nous  commençons  actuellement  a  préci- 
sément pour  but  de  faire  connaître  et  apprécier  les 
nombreuses  applications  du  nouvel  instrument  dont  Pliicker 
a  enrichi  l'analyse. 


<.*i  Clebsch  les  appelle  aussi  coordonnées-ligneSy  par  opposition  aux  quanti- 
^  ï  et  y,  qu'il  appelle  coordonnées-points. 
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Équ-atlon  du  point  d^inlersection  de  deux  droites.  — L'équation 
lix  •■\-  vy  =  i  étaût,  comme  nous  Tavons  dit,  la  relation 
existant  entre  les  coordonnées  w  et  i;  de  toutes  les  droites 
c(ui  passent  par  un  môme  point  (x,  t/),  nous  rappellerons 
Véquation  du  point,  de  même  qu'en  coordonnées  cartésiennes 
elJe  est  Téquation  de  la  droite,  parce  qu'elle  établît  une 
rclfittion  entre  les  coordonnées  cartésiennes  x  et  y  de  tous 
les  points  situés  sur  une  même  droite.  Soient  (u<>  Vq)  et  (W|  v^) 
deux  droites  données.  Pour  que  ces  droites  passent  par  le 
point  {Xy  y),  il  faut  qu'on  ait 

UoX  +  Voy  —  I  =  o 
et  u^x  -f-  ^\y  —  I  =  o. 

Une  droite  quelconque  passant  par  ce  point  aura  pour 
équation  ux  -^  vy  —  ï  =  o. 

Si  l'on  tire  des  deux  premières  conditions  les  valeurs  de 
X  et  de  y,  et  qu'on  les  reporte  dans  la  troisième  équation, 
on  aura  entre  u  et  v  une  relation  exprimant  qtie  la  droite 
lix  -\-  vy  —  I  =  o  passe  par  le  point  d'intersection  des  deux 
droites  (uo  Vq)  et  (Ui  v^),  c'est-à-dire  l'équation  de  ce  point. 
Oi-,  le  calcul  dont  il  s'agit  est  l'élimination  de  x,  t/,  t  entre 
les  trois  équations  linéaires  et  homogènes 

UqX  -(-  VoÎ/  —  l  =  o 
u^x  -\-viy  —  t  =  o 
ux  -{-  vy  —  t  =  o 
ei  son  résultat  est  le  déterminant 


'0 


u,    r,     I 


=  o 


àotil  Tanalogle  est  complète  avec   l'équatîoh  de  là  droite 
qui  joint  les  deux  points  (x*ot/o)  et  (x^y^), 

Xo    1/0     1 

Xi    yt     I     =0 

X     y      I 

Coordonnées  tangentielles  homogènes,  —  De  môme  qu'eu 
coordonnées  cartésiennes  il  y  a  le  plus  souvent  intérêt  à 
employer  des  coordonnées  homogènes,  en  remplaçant  dans 

X  li 

les  calculs  X  et  y  par —  et  -~-,  en  coordonnées  tangentielles 
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Dous  ferons  aussi  très  souvent  usage  de  coordonnées  homo- 

gènes,  en  remplaçant  u  eiv  par  —  et  — .    Les    résultats, 

^      tv         w 

en  fonction  de  il  et  t;  seulement,  se  déduiront  des  résultats 

en  «,  V,  Wy  par  Thypothèse  w  =  i. 

L'équation  du  point  devient,  dans  ce  cas,  wx  -f-  vy  =  w, 

w        w 
et  alors  ce  sont  les  quantités  —  et  —  qui  représentent  en 

grandeur  et  en  signe  les  segments  déterminés  par  chaque 

droite,  à  partir  de  Torigine,  sur  leâ  axes  des  coordonnées. 

Quand  on  considère  une  droite  donnée  souâ  la  forme  gêné- 

raie  ordinaire  Ax  +  Bu  +  G  =  o,  on  a  donc r-  =  — i 

A  u 

C  ;/' 

DéfitiHion  d'un  faisceau  de  droites.  —  Coordonnées  d'un  rayon 
(juelconque  d'un  faisceau.  —  On  appelle  faisceau  de  droites 
l'ensemble  des  droites  qui  tournent  autour  d'un  point  fixe; 
l'une  quelconque  de  ces  droites  porte  le  nom  de  rayon  du 
faisoeaUf  et  le  point  fixe  en  est  le  centre. 

L'équation  du  point  d'intersectioli  de  deux  droites  (Uq^o)  ^^ 

u      V      i 
t/^,    t?o     I      =  o, 

il  est  évident  que  cette  équation  devient  Identique  quand 


iWit'i)  étant 


on  y  fait  u  = 
identiquement  : 


et  V  = 


u. 


Va 


M,      i\ 


I 
I 
I 


^0  +  ^i 


I  +  X 


On  a,  en  effet, 


i  +  X 
I 
I 


I 


i+X 

i+X 

a. 

»« 

I 

«1 

V, 

I 

(t  -f-X)  =  o. 


On  peut,  d'ailleurs,  observer  aussi  que  Téquation  générale 
des  droites   passant  pfiir  le  point  d'intersection   des  deux 
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droites  UqX  -f-  ^oî/  —    i  =  o   et  u^x  +  v,t/  —  i  =  o   est 
VqX  -f-  v^y  —  I  +  l{uiX  -f-  ^\y  —  i)  =  o,  c'est-à-dire 

(T  H T-^ —  y  —  I  =  o. 


I  +  X  '         I   +  ^ 

Les  coordonnées  de  Tune  quelconque  de  ces  droites  sont 

donc        u  =  — - — ■ =—  V  = 


I   +  X  I  +  ^ 

Cette  remarque  est  utile  en  ce  qu'elle  va  nous  permettre 

d'interpréter  le  paramètre  A  au  point  de  vue  géométrique. 

Interprétation  géométrique  de  A.  —  Soient  OAq  et  OA^  les 
deux  droites  {n^  v^)  et  {u^  Vj),  et  soit  OA  l'une  quelconque 
des  droites  du  faisceau  dont  le  centre  est  en  0,  correspon- 
dant à  une  valeur  particulière  de  A. 

M(a;,  y)  étant  un  point  quelconque  de  OA,  tiieaons  les 
perpendiculaires  MPo  et  MP^  sur  les  deux  rayons  fixes  OA^ 
et  OAi  ;  on  a  : 

_   u^x  +  i\y  —  I  u,x  +  t;,y  —  I 

^'  "  /  et  MP,  =  /  .    ,■    , 


\/u\  +  v] 


Donc  -^^  =    ^^0'^  +  ''^y  "  '     X         , 

MPi  ii,x  +  v^y  —  i  j  ,   ■      2 

yt/o  -f-  Vo 

Mais  l'équation  de  OA  étant 

u^x  +  Voî/  —  I    +  M^i  CD  +  Vl  y  —  i)  =  o, 


MPo  \'^i  -\-  '^'? 

il  en  résulte  -^ft: —     =  —  ^ 

MPi 


d'oîi  X  =  — 


y  M?  +  l'i 
y  ^'0  +  V 
MP,       V^T+t^ 


MPi 


y  wî  +  v'i 


MP 
Le  rapport    ^„^^  ■  est  le  même  pour  tous  les  points  du 

MPi 

rayon  OA  ;  et  l'on  voit  que  le  paramètre  X  ne  difTfere  de  ce 

lia  -|-  l'n 

rapport  que  par  le  facteur  constant  ' 
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Rapport  anharmonigue  de  quatre  rayons  (l*un  faisceau.  — 
Si  Ton  considère  un  autre  rayon  du  faisceau,  X  étant  la 
valeur  du  paramètre  qui  lui  correspond,  on  aura,  comme 

r       f   1  j. 


précédemment 


D'oïl 


_         MT,  /uo  +  t^ 

*      y  wi  +  v, 

X  MPo      .      M'P'o 


X'  MPi      •      MT\ 

Ce  rapport,  qui  ne  dépend  que  de  la  position  relative  des 
quatre  rayons  considérés,  porte  le  nom  de  rapport  anhamw- 
nique  de  ces  quatre  rayons. 

C'est  un  élément  très  important,  dont  M.  Chasles  a  fait  un 
merveilleux  usage  en  géométrie  pure,  et  que  nous  aurons 
souvent  l'occasion  de  considérer  dans  la  suite  de  ce  travail. 

On  peut  en  donner  une  expression  simple,  en  fonction  des 
angles  que  font  entre  eux  les  rayons  considérés.  On  a,  en 
effet, 

MPo  =  OM  sin  (OAo,  OA),  MP,  =  OM  siu  (OA,  OAJ 

M'P',  =  OM'  sin  (OAo,  OA),  MT\  =  OM'  sin  (OA',  OAJ 

Donc 

MP,    ^    sin    (OAq,    OA)         MT'p    ^    sin  (OAp,  OA) 

MP^    ~     sin    (OA,    OAi)    ®    M'P;    ""    sin   (OA',  OA,) 
et  par  conséquent  : 

J_  __    sin   (OAp,  OA)      .      sin  (OAp,  OA) 
A     ~    sin    (OA,  OAj)      •      sin  (OA',  OA  J  " 
Dans  récriture  des  angles,  nous  plaçons  toujours  le  pre- 
mier le  rayon  que  nous   considérons  comme  le   rayon   du 
départ,  et  nous  supposons  toujours,  comme  pour  les  seg- 
ments, que  Ton  fait  la  convention  (OAp,  0A)= — (OA,  OAp). 

Le  rapport  anharmonique  est  projectif,  —  L'observation 
précédente  établit  immédiatement  que  le  rapport  anharmo- 
nique est  projectif  ;  car  une  transversale  quelconque  ren- 
contrant les  quatre  rayons  d'un  faisceau  est  divisée  par  eux 
en  quatre  segments  de  mômes  signes  que  les  angles  corres- 
pondants du  faisceau,  et  si  l'on  considère  les  quatre  points 
déterminés    sur  la  transversale  par  les  quatre  rayons   du 


faisceau,  on  voit  que  le  quotient  du  rapport  des  distances  de 

deux  de  ces  points  à  Tun  des  deux  autres  par  le  rapport  des 

distances  des  deux  mêmes  points  à  l'autre  point  du  second 

couple,  est  égal  au  quotient  des  rapports  des  sinus  des  anjgles 

formés  par  les  rayons  qui  joignent  ces  points  au  centre  du 

faisceau  (*).  Dès  lors,  pour  que  le  théorème  soit  évident,    il 

suffit  d'avoir  préalablemeQt  défini  le  rapport  anharmonique 

de  quatre  points  en  ligne  droite,  comme  Ta  fait  M.  Chasles  ; 

mais  nous  n'insisterons  pas  sur  ce  point  qui  est  du  domaine 

de  la  géométrie  pufe. 

(A  suivre.) 


QUESTIONS   PROPOSEES 


X 


Mathématiques   élémentaires. 


284.  —  Résoudre  le  système  : 

a?'  -f-  v*  121 

as»  -f-  ^  ï3  '    ^ 

285.  —  Si  a,  p,  y  sont  trois  angles  différents  satisfaisant 
à  l'équation 

X  séc  X  '\-  \L  coséc  a?  -|-  V  =  o, 
prouver  que  Ton  a 

sin  (f3  +  y)  4-  sin  (y  -f-  a)  -f-  sin  (a  -|-  fi)  =  o. 

286.  —   Établir  une   relation    entre   les   coefficients  de 

réquation      ox*  +  bx^  -\-  cic^  -^  dx  -\-  f  =^  ^ 
pour  (ju'on  puisse  la  mettre  sous  la  forme 

(aa;«  +  ^^x  +  y)2  -f  p  {axt  +  p^;  +  y)  +  ç  =  o. 

287.  —  On  donne 

x  —  y  =  a;  xy  =  b. 
Exprimer   x^   —    t/»  en    fonction  de  6  et  de  a  pour   une 
valeur  entière,  positive  et  quelconque  de  n. 

[*)  J'ai  donné  la  démonstration  générale  de  ce  fait  dans  mes  Leçons  de  géo- 
métrie anaPylique,  aa  §  2  du  cha[)itre  qui  traite  de  la  tiiéorie  des  projections. 


28S'  —  Soit  un  triangle  ABC,  et  0  le  centre  du  cercle 
circonscrit.  On  joint  OA,  OB,  ÛG  qui  rencontrent  la  circon- 
féreuce  en  M,  M'  et  M*';  on  mène  MD  perpendiculaire  sur 
BG,  MV  perpendiculaire  sur  CA,  et  M*D"  perpendiculaire 
sur  AB.  Démontrer  que  les  droites  AD,  B'D',  CD'  concou- 
rent en  un  même  point. 

289.  —  On  donne  deux  cercles  qui  se  coupenl;  par  l'un 
des  points  d'intersection,  on  fait  passer  une  corde  commune 
aux  deux  cercles  ;   trouver  le  lieu  du  milieu  de  ces  cordes. 

290.  —  Étant  donnés  deux  pomis  A  et  B  sur  nue  droite 

infinie,  on  sait  qu'il  y  a  deux  points  C  et  D  qui  divisent  A0 

TU 
dans  DU  rapport  donné  - — .   Dan»  quel  rapport  }e  point  0, 

/• 

milieu  de  CD,  divise-4-il  la  ligue  AB?  Le  point  0  estr41  enine 
A  et  B,  ou  en  dehors  de  ce  segment  ? 

291.  —  On  donne  une  parabole  ;  soit  M  un  point  de  cette 
coarbe  :  on  projette  ce  point  sur  la  directrice,  et  du  point  C, 
projection  de  M  sur  la  directrice,  on  abaisse  une  perpendi- 
cttitire  sur  le  rayon  ¥ecteur  FM.  Trouver  le  lieu  du  pied  £ 
4e  cette  perpendiculaire.  (De  Longchamps.) 

292.  —  On  donne  une  parabole;  par  le  pied  0  de  la  direc- 
trice, on  mené  une  sécante  à  la  parabole  ;  soient  A  et  B  les 
points  d'intersection  et  C  le  milieu  de  AB.  On  projette  le 
point  C  sur  la  directrice  et  de  cette  projection  on  abaisse  une 
perpendiculaire  DI  sur  la  sécante  OAB.  Trouver  le  lieu  du 
point  I.  (De  Longchamps,) 

Mathématiques  spéoialeB. 

293.  —  Trouver  Téqualion  du  système  de  perpendiculaires 
abaissées  du  point  (x',  y')  sur  les  droites, 

ax*  +  2hxy  -\-  by*  =  o 
les  axes  étant  rectangulaires.  (Université  de  Dublin.) 

294.  ^  Les  lignes 

X*  =r  o,  y  =  o,  ce  -|-  my  -f-  ^i  ==  o,  mx  —  y  -^  7i  =  o 
forment  un  quadrilatère   inscriptible  ;  trouver  le  rayon  du 
cercle  circonscrit.  (Ibid.) 
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295.  —  Le  pôle  étant  placé  au  centre  de  similitude  du 
cercle  p*  —  2pa  cos  (ô  —  a)  +  û*  =  r* 

et  du  cercle  de  rayon  mr^  trouver  l'équation  de  Taxe  radical, 
et  celle  du  cercle  coupant  orlhogonalement  les  deux  cercles 
donnés,  et  dont  le  centre  a  pour  angle  polaire  p, 

(Université  de  Dublin.) 

296.  —  Trouver  la  relation  qui  doit  exister  entre  les 
coefficients  p,  g,  r  de  Téquation  du  troisième  degré 

œ*  —  px*  -{-  qx  —  r  z=i  o 
pour   que  les   racines   soient    les    sinus   des   angles    d*uu 
triangle.  (Ibid,) 

297.  —  Si  a,  f>,  Y,  S  sont  les  racines  de  Téquation  du 
quatrième  degré  f  {x)  =  o,  on  peut  exprimer  la  somme  f  (i) 
^  f  (^^)  ^  f  (y)  -(-  f    (8)    SOUS    la  forme  d'un  produit  de 

trois  facteurs. 

298.  —  Si  Ton  cherche  toutes  les  équations  du  quatrième 
degré  telles  que  les  carrés  de  leurs  racines  soient  eu 
même  temps  racines  de  la  môme  équation,  on  obtient  seize 
équations  satisfaisant  à  cette  condition.  1®  Former  ces 
équations.  2^  Il  y  en  a  dix  dont  les  coefficients  sont  réels; 
démontrer  qu'aucune  n'est  irréductible,  c'est-à-dire  qu'on 
peut  les  décomposer  en  d'autres  équations  de  degrés  moin- 
dres ;  trouver  leurs  racines.  3**  Des  six  équations  dont  les 
coefficients  sont  imaginaires  et  qui  satisfont  à  la  question, 
il  y  en  a  trois  qui  sont  les  conjuguées  des  trois  autres; 
démontrer  a  priori  qu'il  doit  en  être  ainsi. 


Le  Rédacteur-Gérant, 
J.  KŒHLER. 


ISiPKIMKRlK   GliMKALK    DES   CIlElliNN     HE    FKH.    —    A.     CHAIX    ET 
RUb    UKRCÈKE,   SO,   A   PARIzî.    —    (t64-i. 
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NOUVELLE   METHODE 

POUR  LB  CALCUL 

DU  RAPPORT  DE  LA  CIRCONFÉRENCE  AU  DIAMÈTRE 

Par  Ij«  CScoiTroy» 

Répétiteur  à  l'École  Centrale,  Professeur  au  Collège  Chaptal. 


Les  procédés  exposés  en  géométrie  élémentaire  pour  cal-- 
culer  le  nombre  ir  reviennent,  en  principe,  à  considérer  la 
circonférence  comme  la  limite  vers  laquelle  tend  le  périmbtre 
d'un  polygone  régulier  inscrit  on  circonscrit  dont  le  nombre 
des  côtés  augmente  indéfiniment. 

On  ne  parait  pas  s'être  préoccupé  jusqu'ici,  de  considérer 
la  limite  d'une  ligne  polygonale  irréguliëre,  bien  qu'on 
démontre  généralement,  que  la  limite  ne  dépend  pas  de  la 

loid'inscription. 

Nous  nous  proposons  d'ex- 
poser, dans  cette   note,  une 

méthode  oii  la  loi  d'inscrip- 

tion  est  différente  de  celle 

employée  dans  les  méthodes 

dites  des  périmètres  et  des 

isopérimëtres. 

Lemme.  —  Considérons 
une  circonférence  de  rayon 
R  =  I ,  menons  la  tangente 
en  E,  prenons  sur  la  circon- 
férence, un  arc  quelconque 
AB,  et  traçons  les  rayons  OA, 
OB  qui  déterminent  sur  la 
tangente  considérée,  un  seg- 
ment CD.  Comparons  la  corde 
AB,  à  ce  segment. 

Pour  cela,  abaissons  01  perpendiculaire  sur  AB.  Les 
triangles  OAB,  OCD  qui    ont  un  angle  commun,    satis- 

joumal  ob  math.  1881.  4 
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font    à    la    relation: 

Tr  .  OAB  _  QA  .  PB 
Tr  .  OCD  ""   OC  .  OD 
Mais,  si  on  évalue  les  aires  de  ces  deux  triangles,  on  aura  : 

AB.  01 


Tr  .  OAB  = 


fv 


Tr  .  OCD  = 


2 

tlD  .  OE 


on  a,  par  conséquent  : 

OA  .  OB         AB  .  01 


OC  .  OD         CD  .  OE 
d'où,  en  remarquant  que  le  rayon  est  égal  à  i, 

AB   _  I 

CD    ~  OC  .  OD  .  01 
SI  nous   remplaçons    01  par  i,  et  OD  par  OC,  nous  dimi- 
nuons  le  second  membre  de  la  précédente   égalité,   et  par 

AB  I        / 

d'autre  part,  nous  avons 

AB  1 

CD     ^    0D«  ^  ^ 

ce  qui  revient  à  démontrer  que  — r; pr^r prr-   est   plus 

uL«  •   uJJ   .   01 

petit  que  -^ 

ou  qu'on  a  r.n     m     < 

ou  enfin 


I  I 

OC  .  01     ^  '"ÔD 
1  01 


OC      ^     OD 

Cette  dernière   inégalité    se   vérifie   immédiatement,   çu 
menant  AM  parallèle  à  CD.  On  a  en  effet 

OA     _    OM 

OC     "  "ÔD" 
or  OA=i,        etOM<OV<OI 

I  01 


Donc  ^ 

OG      ^    OD 

L'égalité  (4)  est  par  conséquent  démontrée.  Nous  avons, 
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eu  résumé,  la  suile  d'inégalités  : 

I  AB 


< 


< 


(3) 


0G«  AC  OD* 

Si  Ton  suppose  que  AB  tende  vers  zéro,  il  en  sera  de  même 

de  CD  et  on  aura      lim  = 

car  OO  et  OD  se  confondent  à  la  limite. 


Calcul  (Tune  valeur  approchée  de 
Prenons  sur  la  tangente  EP  =  i  ;  joignons  OP,  l'arc  EH 


7C 


est  égal  à  — ^,  puisque  le  rayon  du  cercle  est  i . 
4 
Pour  obtenir  une  va- 
leur approchée  de  cet 
arc,  partageons  EP  en 
n  divisions  égales ,  et 
unissons  les  points  de 

division  au  point  O.  Ces 

droites     déterminent , 

sur  la  circonférence,  les 

sommets    d'une    ligne 

brisée    irrégulière 

EFABH.  Le  périmètre 

de  cette  ligne  se  rappro* 

chera  d'autant  plus  de 

Tare  -^  que  n  sera  plus 

4 
grand. 

Soit  AB  un  élément  de  ce  polygone,  Télément  correspon- 

EP  I 

dant  CD  de  la  tangente  a  pour  valeur =  —  :      nous 

avons  d'après  le  lemme  précédent 

AB  I 


n 


n 


CD    ^   OD* 
or  OD*  =  I  +  ED« 

Soil  p  le  nombre  de  divisions  égales  comptées  de  E  en  D, 

on  aura  BD  ==  p*  >  CD  =  ;  donc  en  remplaçant,  il 


tiendra  AB 


—  o-i  — 

1              1 

P' 

H'- 

n 

n'-f  p' 

OU  AB 

par  suite  le  périmètre  P  de  la  ligne  inscrite  est  plus  pclil 

nue  la  somme  des  fractions  de  la  forme  — : — ; -,  lorsque  p 

*  11*  +  p* 

varie  de  o  à  »  —  i 

donc    P     :  Il  ( ; ' -—, 1 7—; z 1 ,    ,    mT 

-f  . . .  +  -7-1 — ^ — A  <  *> 
'     w'  +  (n  —  II-/ 

P  se  confond  à  la  limite  avec  Tare  EH,  lors-juc  n  croit  au 

delà  de  toute  limite,  on  peut  donc  écrire 

—  =  lim  II  ( . ■ : — ; — — 

4  \    »i»      ^   n*  +  I      '      n*  +  2« 

+  n«  +  3«   +•••+  n«  +  (ii-.  nO  ^"^ 
D'autre  part,  nous  avons  établi  l'inégalité 

AB     ^    _i 

CD     ^      0C« 

on  a  0C«    =  I  +    EC*  =  i  +   ^^  "^  '  ^' 

doue,  il  viendra 

AB  :.    CD 


,  ^pL  +  ')« 


n* 


AB> 


n'  +  (p  +  ir 

en  faisant  la  somme  des  inégalités  analo*,'ucs  à  la  i)rccc- 
dente  de  p  =  o,  à  />  =  7i  —  i.  On  aura 

l'  :    n  ( \ 1 \ h  ...  H ? "^  (<^) 

\n*  +  I    ^    „«  -(-  2*    ^  ^   n«  +  »»'  /  ^ 

On  voit  qu'en  rapprochant  les  inégalités  (4)  et  (6),  on  peut 
calculer  deux  valeurs  approchées  Tune  par  excbs  l'autre  par 
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défaut  du  périmètre  P.  Ces  deux  valeurs  ue  diffëcent  que  de 

^  r_j i_i  _     i 

L     »*  2  M*    J  2/1 

elles  tendent  toutes  deux  vers  -^. 

4 
On  pourra  donc,  en  prenant  n  suffisamment  grand,  avoir 

deux  valeurs  approchées  de  — »,  différant  aussi  peu  qu'on  le 

Toudra. 
Nous  indiquons  ici  le  résultat  du  calcul  ciTeclué  pour  n  =10. 
La  formule  (4)  donne  : 

\  100      ICI      104      109      116      125 

^  i36  ^  149  ^  i6^  ^  181  ; 

enefTecluant  on  trouve: 

P  <  0,8097  ...  environ, 
la  formule  ((5)  donne  ; 

\  ICI  104  200  / 

p  >  0,7597  ,..  environ. 
Ces    deux    résultats    comprennent   enlre    eux   la    valeur 

—  =  0,785   . . . 

Développement  de  la  valeur  de  —  en  série. 

Reprenons  la  formule  (5). 
Nous  avons  trouvé  : 

Ck)nsidérons  dans  la  parenthèse  la  fraction  de  rang  quel- 

Si  on  efTectue  la  division,  on  aura  : 

I      _j PL  A.  Il pI-lJîL  — 

n^  +  p*   ~  n»         71*   "^  n*         n»     '    n*« 
Si  on  développe  de  cette  manière  chacune  des  fractions 


de  la  parenthèse,  ou  aura  : 
I  I 

n*         n* 
I  I  I      .      I 


n«  + 


I  n*  n*     '     n*  n®    "^ 


I  I  2*  2*  2* 


n*  -|-  2'  n*  n^         n^  n* 

I  I  3^     .     3*  3« 


n*  +  3*         n«  n*   "*"    n«  ri»    "^  '  " 


^  ^  ' (n-i)-^        (n~i)^        (n^i)« 

n»4-(n— ij«       n*  n*         '         ?i»  n"      "^ '" 

en  ajoutant  par  colonnes  verticales,  et  en  multipliant  par 
n,  on  aura,  en  désignant  par  Sj,  Sj,  Sj,  etc.,  la  somme  des 
puissances  deuxième,  troisième,  etc.,  des  {n  —  i)  premiers 
nombres  entiers. 

—  =  lim  I  I — — — ...  I  (  1 

4  \  n^    ^     n"»    ^     n?     ~    n^  ) 

S        S 
'Pour  calculer  ce  que  deviennent  -^,  — ^,  etc.,  à  la  limite 

nous  établirons  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Sachant  que  la  somme  Sp  des  puissances  p"'*'' 
des  n  —  I  premiers  nombres  entiers  est  une  fonction  entière 
du  degré  (p  +  i),  de  n  considéré  comme  variable,  démontrer 
que,  lorsque  n  augmente  au  delà  de  toute  Umiie,  on  a 

r  Sp  I 

Itm rr-  = ; —  • 

nPH-<  p  +  I 

En  effet,  développons  le  binôme  (a  +  0^  +  ^  et  rempla- 
çons successivement  a  par  i,  2,  3,  etc.,  ...  (n —  i),  nous 
aurons 

'^'^'^'1.2  12.3 
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IIP  -f  i  =  (?i  —  i)p  -î-  i  ^  (p  -^  i)(n  —  i)  p 
(d  +  i)»  , 

1.2 

En  ajoutant  et  sîmplîfianl  on  aura 

nP  +  «  =  I  +(p  +  i)Sp 

,    (P  +  t)P  g           ,     (>+  Op(p—  0  c  , 

+  ~r:i       ^^p-^+  ^7773 Sp  _,  +  ... 

Divisons  les  deux  membres  par  nJ>  +  i  ;  les  polynômes 
Sp  _  i,  Sp  _  2»  Sp  _  3,  etc.,  sont  des  fonctions  de  n,  du 
degré  p,  p  —  i,  etc.,  par  suite  les  quotients 

^p  -  ^         ^P  -  a         ^P  -  3         . 
nP  +  ^  '      nP-^^  '      nP  +  ^  '  ' 

s'annuleront  pour  n  =  oo  ,  puisque  le  degré  du  numérateur 
par  rapport  à  n,  est  inférieur  au  degré  du  dénominateur. 
On  aura  donc  à  la  limite 

I  =  (P  4-  i)  hm ■ — , 

vr    r     /  7iP  +  ^ 

d'où   lim ? 


Si  nous  reprenons   maintenant  la  formule  (7)  et  si  nous 
remarquons  qu'on  a,  d'après  le  théorème  précédent, 


lim 


Sj  I 


n3  3  • 


lim  -1-  =   ±.,  etc  , 

il  Tiendra  -^  =  i — | — = 1 ,  etc. 

4  3     '     5  7  9 

Nous  obtenons  ainsi  le  développement  indiqué  dans  tous 

les  traités  de  calcul  intégral. 

(A  suivre.) 
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NOTE  D'ARITHMETIQUE 

Par  M.  Buir*  Marin,  élève  au  Lycée  il'Agen. 


On  est  quelquefois  amené  à  chercher  le  plus  pelit  commun 
mulliple  (Vunc  suite  assez  considérable  de  nombres.  L'opé- 
ration qui  consisterait  à  les  décomposer  en  facteurs  premiers 
est  toujours  très  longue  ;  la  méthode  suivante,  que  nous 
croyons  peu  connue,  nous  semble  plus  avantageuse  au  point 
de  vue  de  l'écriture,  cl  elle  est  aussi  prompte  que  la  méthode 
ordinaire. 

Règle. —  On  écrit  les  nombres  donnés  sur  une  même  ligne 
horizontale  en  barrant  ceux  qui  sont  diviseurs  des  autres  (1). 
On  prend  un  diviseur  n  de  Tuu  des  nombres  non  barrés,  et 
on  cherche  parmi  les  nombres  restants,  ceux  qui  sont  divi- 
sibles par  n;  au-dessous  de  chacun  d'eux,  on  écrit  le  quotient 
correspondant. 

Parmi  les  nombres  non  multiples  de  n,  on  prend  ceux  qui 
ont  un  facteur  commun  avec  n,  et  on  les  divise  par  ce  facteur, 
en  écrivant  le  quotient  correspondant  sous  le  nombre  qui  Ta 
formé. 

On  écrit  une  seconde  fois,  sur  une  même  ligne  horizontale 
les  divers  quotients,  et  les  nombres,  non  employés,  premiers 
avec  n;  on  obtient  ainsi  une  seconde  ligne  de  nombres  sur 
lesquels  on  opère  comme  précédemment,  jusqu'à  ce  que  l'on 
-n'arrive  qu'à  des  nombres  premiers  entre  eux.  Le  produit  des 
nombres  contenus  dans  la  dernière  ligue,  et  des  différents 
diviseurs  n,  n,  n'  ...  est  le  plus  petit  commun  mulliple 
cherché. 

Proposons-nous,  par  exemple,  de  trouver  le  plus  pelit 
commun  multiple  des  nombres 

24,   16,  6,  20,  4,  8,  10,  3o,   12,  25. 


(1)  Ptir  suite  de  difficultés  d'impression,  ici,  au  lieu  de  barrer  ces  nombres, 
nous  les  soulignons,  ce  qui  revient  au  même  (AMI. 
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En  appliquant  la  règle,  on  dispose  les  calculs  comme  il 
suil:        12  I     24     16     6^    20    4    8     10     3o    j_2     25 

245  5  25 

Le  plus  pelit  commun  multiple  est 

4  X  25  X  12  =  1200. 
Eu  cffel,  tout  nombre  divisible  par  24  Test  aussi  par  4,  6, 
8,  12,  sous-muUiples  de  24;  on  peut  donc  négliger  ces 
nombres;  pour  la  même  raison,  on  négligera  10,  qui 
divise  20;  la  question  est  donc  ramenée  à  trouver  le  plus 
petit  commun  multiple  entre  les  nombres 

24,  16,  20,  3o  et  25. 
Prenons  un  diviseur  d'un  de  ces  nombres,  12  par  exem- 
ple, qui   est    un  diviseur  de    24.  Le  plus    petit    commun 
multiple  devant  contenir  le  facteur  24,  contiendra  12  avec 
le  facteur  2,  quotient  de  la  division  de  24  par  12;  de  pïus 
12  fournit  le  facteur  4,  qui  divise  20  et  16;   le  facteur  6, 
qui  divise  3o.  Il  ne  reste  plus  à  prendre  pour  compléter  ces 
nombres  que  les  quotients  de  16  par  4,  de  20  par  4,  de 
3opar  6,  25  étant  premier  avec  12,  on  l'écrit  de  nouveau 
tel  quel. 
On  obtient  ainsi  la  seconde  ligne  de  nombres 

2    4    5     5     25 
Nous  supprimons  2  comme   diviseur  de  4,  et  5    comme 
diviseur  de   25.    Il  reste  4  et  25,  qui  sont  des    nombres 
premiers  entre  eux  ;  le  produit  de  ces  deux  nombres,  mul- 
tiplié par   12,  est  le  plus  petit  commun  multiple  cherché. 

Application.  —  1 .  Trouver  le  plus  petit  commun  multiple 
de^  nombre» 

14     16    40    5o    55     25     8    9    64 

On  dispose  l'opération  comme  il  suit: 

10 1  14     16    40    5o    55    25    8^    9    64 

7  4,     A    '  '       ^  9^2 

Le  plus  petit  commun  multiple  est 

7X5XIIX9X32X  10=  1 108800 

2.  Trouver  le  plus  petit  commun  multiple  des  nombres 

27    24    6     i5     5    9     126 
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La  règle  doimc 

9  I  27     24    6     i5     5     Q     126 

2  I  3       8  5  ^      14 

345  7 

Le  plus  petit  commun  multiple  est 

3X4X5X7X2X9  =  7560. 

Cette  méthode  est  surtout  avantageuse  et  préférable  à  la 
méthode  ordinaire  lorsque  les  nombres  ne  sont  pas  Irès- 
considérables.  Elle  peut  servir  souvent  pour  la  réduction 
des  fractions  au  môme  dénominateur. 


SUR   LA  SOMME  DES  NOMBRES  PREMIERS 

A  UN  NOMBRE  DONNÉ  M  ET  COMPRIS  ENTRE  ZÉRO  ET  p. 

Par  A,   Mlnlne 

[Société  mathématique  de  Moscou,  sénnce  du  îl  octobre  iSSO). 


Nous  désignerons  la  somme  des  nombre»  premiers  à  n  el 

compris  e.ilre  o  et  p  par  le  symbole  (  ^\    (pn 

Prenons  dans  tout  ce  qui  va  suivre  n  >  i,  supposons 
d'abord  p  >  n  et  divisons  p  par  n.  Si  nous  admettons  que 
le  quotient  de  cette  division  est  m  et  le  reste  A*,  alors  /) 
sera  égal  kmn  +  k  et 

(2  «):=  (2  (4""  '  ' 

Avant  de  commencer  la  recherche  de  cette  somme,  faisons 
les  remarques  suivantes  : 

1®  Si  le  nombre  p  est  premier  à  n,  le  nombre  mn  +  p  ^^^ 
aussi  premier  à  n. 

/  \mn 

2«  i^^{n)\    ==  m.(p(n)(*) 

3®  wicp  (n)  représente  un  nombre  pair  excepté  lorsque  n  =  2 
et  que  en  môme  temps  m  est  impair. 

(•)  Voir  mon  article  «  Du  nombre  qui  ettprime  combim  il  y  a  de  nombres 
premiers  à  un  nombre  donné  n  et  compris  entre  zéro  et  p  ».  (JourM^  "^ 
mathématiques,  juin  1880») 


—  m  — 

-l"  /1.9  (71)  =  cp  in*) 

En  cousidéranl  la  suite  des  nombres  : 
I,  2,  3,  4.  .  .  n  .  .  .  mn,  mn  -f-  i»  *»»  +  2,  .  .  .  .  w»  +  *» 
Nous  voyons  que  le  problème  de  la  déterminalion  de  la 

somme  {\\  (p))  peut  être  partagé  en  deux  : 

\^  La  détermination  de  la  somme  des  nombres  premiers 
à  n  et  compris  entre  o  et  mn. 

2^  La  détermination  de  la  somme  des  nombres  premiers 
à  n  et  compris  entre  mn  et  mn  +  k. 

En  commençant  la  résolution  du  premier  problème,  excep- 
tons de  ce  problème  pour  un  instant  le  cas  dans  lequel  ?i  =  2 
en  même  temps  que  m  est  un  nombre  impair.  Écrivons  tous 
les  nombres  premiers  à  n  et  compris  entre  o  et  mn, 

»«»  If  P,  p'y  p' 

\h\       mn —   I,      mn — p,      mn — p\      wn  —  p' 

D'après   la  troisième  remarque,  nous  concluons   que   le 

nombre  des   termes  de  la  suite  (a)  est  égal  à  celui   des 

lermes  de  la  suite  (h);  c'est  pourquoi,  en  faisant  l'addition 

i\i'  ces  deux  suites  des  nombres,  nous  trouvons  que 


(2 


\mn 


(p)  \    =z  mn  -{- mn  -\-  mn  -{■  . 

n       /o 

mn 


é  (^  ^»»)ô 


OÙ  mn  est  répété  v       /o   fois,  et  pour  cela,  en  vertu  de  la 

2 
seconde  remarque,  nous  aurons 

Il  est  facile  de  démontrer  que  cette  formule  renferme  aussi 
le  casque  nous  avons  exclu.  En  effet,  la  somme  des  nombres 
de  la  suite 

I,  p,  p',  p^  .  .  w  .  .  .  2m  —  p',  2m  — p',  2m  —  p,  2ni  —  î 
qni  contient  tous  les  nombres  premiers  à  2  et  compris  entre 
0  et  3m  (m  est  un  nombre  impair)  est  déterminée,  comme  on 
peut  le  conclure  facilement,  par  la  formule 


(s 


2/0  2  2 
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qui  est  idcnlique  au  cas  parliciilicr  de  la  formule  (I)  pour 
n  =  2. 

En  passant  à  la  résolution  du  second  problème,  c*csl-à- 
dire  à  la  détermination  de  la  somme  des  nombres  premiers 
à  n  et  compris  entre  mn  et  mn  -f-  A",  remarquons  que  daus 

la  suite  mn  +  i,  wn  -f-  2,  mn  -[-  3, mn  -f-  fc,  les  seuls 

nombres  premiers  h  n  sont  ceux  qui  se  composent  de  wn 
et  d'un  nombre  premier  à  h.  Il  y  a  autant  de  ces  nombres 
qu*il  y  a  de  nombres  premiers  ù  n  daus  la  suite  des  nombres 
entre  o  et  A*;  par  celte  raison  leur  somme  est  égale  ù 

'»«(?(n))*+(2/P))* 
On  a  donc  la  formule  générale 

(2ip)  1  =  —  ^  c»')  +  '""  (  *  ("))  +  (2  jp)  ).'■' 

Cette  formule  nous  montre  que  la  question  de  la  délcr- 
mination  de  la  somme  des  nombres  premiers  à  n  et  compris 
entre  o  et  mn  +  k  est  ramenée  à  la  délermiuation  de  la 
somme  des  nombres  premiers  à  n  et  compris  entre  o  et  A*. 
Si  A*  n'est  pas  grand,  la  dernière  somme  peut  être  détermi- 
née sans  peine  à  l'aide  de  l'addition  ordinaire.  Si  k  diflerc 
peu  de  n,  alors  pour  cette  somme,  on  peut  de  la  somme  des 

©  (n») 
nombres  premiers  et  non  supérieurs  an,  égale  à ,  sous- 

traire  la  somme  des  nombres  premiers  à  n  et  compris  entre 
k  et  n.  Le  calcul  peut  être  difficile  seulement  lorsque  A\ 
étant  un  grand  nombre,  diffère  trop  de  n.  Appliquons  la 
formule  (2)  à  quelques  cas  particuliers. 

1®  Si  n  est  un  nombre  premier,  alors  tous  les  nombres 
entre  o  et  k  sont  les  nombres  premiers  à  n;  leur  nombre  est 
égale  à  A,  et  la  formule  (2)  se  reduil  à 

(p))  =  —  ?  (w*)  +  ^nk  +  k         y  (3) 

n     /o  2  2 

2®  Si  k  est  plus  petit  que  le  moindre  des  nombres  qui 
composent  n,  on  a  aussi 

= 9  (n*)  +  mnA  +  * ' (^' 


( 


2M. 
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;|*  Si  A'  r;:^  O,  OU  a 

4*  Si  A -f"  o»  *^  =  '  »  0^  û 

Supposons  luaiDlcuant  p  <  n. 

Si  nous  considérons  dans  ce  cas  le  nombre  p  comme 
cianl  la  diiférencc  entre  net  A*,  nous  obtiendrons  facilement 
la  formule  suivante: 

Si  nest  premier,  cette  formule  se  réduit  à 

A  étant  moindre  que  le  plus  petit  multiple  du  nombre  n, 
la  même  formule  (7)  donne 

Appliquons  nos  formules  à  quelques  exemples . 

Exemple  /.  —  Soient  n  =  lo,  p  =  54  =  5. 10  +  4«  La 
formule  (2)  donne 

2  w)o  ""  (S/o'^Vo  =  —  ?(io^)  +  5. 10(9(10) j^ 

+  (SiP>)l="T^^'""^^   (2-^-2)   +   5.10.3+    I    +    3 

=    25.20  +    100  -f-  4  =  604 

Exemple  2,  —  Soient  71=  1 5,  p  =  47  =  3 . 1 5  +  2.  La  for- 
mule (4)  donne 

+  (I  +  2).  —  =  -^  (9  —  3)  (25  —  5)  +  90  +  3  =  633. 
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Exemple  S.  —  Soient  ?i  +  î2,  p  =  24  =  2. 12.  La  formule 
(o)  donne 

=  2.6.8  =  96. 

Exemple  4.  —  Soient  n  =  2 1 ,  p  =  1 2.  La  formule  (7)  donne 
(9  —  3). (49 — 7)  -    , 

=  2£ L.iZ:i i 21.5    4-    20   =   41 

2 

Exemple  5.  —  Soient  /i  =  1 5,  p  =  1 3  =  1 5  —  2.  La  formule 
(9)  donne     (j]  (p))"=  ?    '^''^^'^  —  i5  +   i  =  46. 
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APPLICATIONS  DE  LA  TRIGONOMETRIE 

Par  M.  Cilno-Ijorla 


Cette  étude  a  pour  but  la  recherche  de  relations  cnXre  les 
éléments  de  figures  liées  à  un  triangle,  ou  bien  entre  les 
éléments  d'un  quadrilatère  ou  d'un  polygone.  De  plus,  neus 
nous  proposons  la  résolution  par  la  trigonométrie  de  quelques 
questions  de  maximum  ou  de  minimum.  On  voit  donc  que 
cette  note  peut  servir  de  complément  à  un  article  public 
dans  le  Journal  de  maihémaliqMea  sous  le  titre  de  Formules 
de  trigonométrie  (Voir  4^  année,  p.  201,  246,  W7,  493). 

Ces  questions  ne  nous  appartiennent  pas;  pour  la  plupart 
nous  en  avons  trouvé  les  énoncés  dans  le  traité  de  trigono- 
métrie rectiligne  de  M.  Todhunter,  ou  dans  les  excellents 
recueils  d'exemples  de  MM.  Reidt  et  Wrigley,  Les  lettres  T, 
R,  Wy  mises  à  côté  de  ces  questions,  en  indiquent  la  source; 
celles  qui  ne  portent  pas  d'indications  proviennent  de  nos 
propres  recherches;  pour  les  autres,  nous  avons  donné 
seulement  la  démonstration  de  questions  signalées  dans 
des  ouvrages  justement  appréciés  en  Allemagne  et  eu 
Angleterre. 
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Nous  emploierons  des  notatious  usitées  dans  tous  les 
Irailés  modernes  de  trigonométrie,  et  en  particulier  dans 
l'ouvrage  dû  à  M.  Desboves,  et  intitulé  :  Questions  de  trigono- 
riiétrie, 

I 

RELATIONS   ENTR£    LES   ÉLÉMENTS   DS   FIGURES   DÉDUITES 

d'un  TRIANGLE 

l.  —  (fl.)  Trouver  le  rapport  de  l'aire  d'un  triarigle  à  Vaire 
du  cercle  circonscrit  en  fonction  des  angles  et  du  nombre  r., 
Eq  appelant  C  Taire  du  cercle  circonscrit  on  aura  : 

S  ""    S     "~   16  S^    "  16.  s        s       s" 

a*  b*  c*  ab    '   ac   '   bc 

Mais  on  a 

2S  =  aé  sin  C  =  oc  sin  B  =  6c  sin  A 
On  en  tire  immédiatement 

C ^t 

S  2  sin  A  sin  B  sin  C 

2.  —  (T)  Même  question  pour  le  cercle  inscrit. 
Appelons  V  Taire  du  cercle  inscrit,  nous  aurons 

(p  —  a){p—b)(p  —  c) 


r 

s  ~ 

P 

—  C) 

yjpip- 

■a)(p  —  b){p 

d'( 

>u  l'on 

p(p  —  «) 

-b)(p- 
tire 

r 

S    *"" 

1/ 

■c)    f    [p 

p(p  —  6) 
—  c)  (p  —  a) 

1/       P(P-C) 
f   (p  —  a)(p^ 

61 

• 

BOlg , 

2 

,      B 

,  colg , 

2 

cotg    ^ 

3.  —  On  trouverait  de  même,  en  appelant  Fa,  Va,  l\  les 
aires  des  cercles  ex-inscrits. 

S  ^      A    ^      B  c" 

cotg  --  tg-—  tg  — 


—  64  — 

T~~k.      ,     B  ,    c 
Ig— colg— Ig— 


S  ^      A   ^      B        ^       C    ' 

On  en  tire  facilement 

Va  \\  Te 


tg«  — -         lg«  -—         tg»  — 


2  2  2 

4.  —  (R)  ÏAB  médianes  d'un  triangle  forment  chacufie  avec  les 

côtés  du  triangle  deux  autres  triangles  ;  appelons  r^,  r, r, 

les  rayons  des  cercles  inscrits^    R^,  R, R,  les  rayons  rfe.s 

cercles  circonscrits  à  c^s  triangles  ;  on  a  les  relations  : 

Rj  R,  Rj  =  R,  R4  Rj 

-  +  -+-  =  -  +  -  +  -. 

^•i  ^'8  n  ^1  ^^  »*e 

Soient  ma,  m^,  me  les  médianes;  en  remarquant  que  Taire 
de  chacun  des  triangles  formés  est  la  moitié  de  Taire  du 
triangle  donné,  on  a 

^'  =  "1er  '^  ^*  =  1s" 


4S     '  *  4S 

Q  bcMe  came 

w,  =  — -r^ —  ;  il,  =- 


4S     '  •  4S 

Donc        R,  R,  R,  =  R.  R.  R»  =  ^'^'^;^^  ^^  ^- 

On  a  aussi 

2S  2S 


}*    — —  *  1*    •_ — 


c+- 

aS 

«  + 

2    +»•" 

2S        . 

6  +  -^  +  »i„ 

3S 


r,  =  ; :  r.  = 


C  H f-   W6 

2 

2S 

;•   = — ;  r-  = 

c  c 

b  -\ h  me  a-\ h  Wc 

2  2 
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D'où  on  tire 

-(o-|-6-f-c)+(m„-fm»-|-  mA 

-^ — — / 

,JI:j;>  ^^1  ^  '^^«ii  «»  triangle  kfifi,  avec  les  trois 
!xgmentt  tnégauœ  déterminés,  par  la  circonférence  inscrite,  sur 
to  côtés  d  un  triangle  ABC.  Le  rayon  du  cercle  inscrit  dans  le 
inangie  éonné  est  moyen  proportionnel  entre  le  diamètre  du  cercle 
arconscnt  et  le  rayon  du  cercle  inscrit  dans  le  nouveau  triangle. 

Soient  a„  é„  c,,  les  côtés,  R,  le  rayon  du  cercle  circons- 
cnt,  r,  celui  du  cercle  inscrit,  S,  l'aire,  20.  le  périmètre 
au  nouTeau  triangle. 

On  aura 

«|  =  P-a;        6,  =p_6;      \^-p_^,.       2p,  =  p; 
el  par  conséquent 

R,  —  (P  —  «)(y  —  f>)(p  —  c)  _    S' 

et         2Rj  =  _5_ 

2pSi 

On  a  aussi  ••   —    ^^t 

P 

doue  oR         ,.   ^*     — .   ^1  «  !• 

2Ki  .  ;, —   _-  =  r*  c.  q.  1.  p. 

6.^0,1  comiruii  un  triangle  ka  Ba  Ga  avec  les  trois  segments 
'«qfaua?  déterminés  par  l'une  Oa  des  circonfére^ices  ex4nserites 
|«r  tei  trots  côtés  dun  triangle  ABC.  Le  rayon  du  cercle  ejc- 
'nscrit  Oa  du  triangle  donné  est  moyen  proportionnel  entre  le 
^metre  du  cercle  circonsa-it  et  le  rayon  du  ceixh  inscrit  dans 
^^  nouveau  triangle. 

Soient  aa,ba,Ca  les  côtés,  Ra  le  rayon  du  cercle  circonscrit 
ra  celui  du  cercle  inscrit,  S«  Taire,  2p„  le  périmètre  du  nou- 
veau triangle.  On  aura 

««  =  p;       ba=p^b;      ca^p—c;      2pa=  p—  a; 
^i  par  conséquent 

Ra  =    ^<^  —  ^^(P  —  <•)    __  S' 

'^         2R.  =  s* 


2(p  —  ajSa  ' 
WLHÎIAL  DE  MATH.    1881. 


On  a  aussi  ra  = 
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2  Sa 


p  —  a 

gi 

iono  2Ra  .  r«,  =  -7 r--  ==  r  •      o,  q.  f.  d. 

(p  —  a)*  ^ 


QUESTION   JSa 

Solution  par  M.  H.  Bourget,  au  Collège  d'Aix. 


Démontrer  que  fe  produit  de  cinq  nombres  entiers  consécutifs 
ne  peut  pas  être  le  carré  d'un  nombre  entier. 

Lemme.  —  Le  produit  de  deux  nombres  qui  diffèrent  de 
3,  a{a-\'  3)  n'est  jamais  un  carré,  excepté  pour  a  =  i. 

En  effet,  on  a  successivement 

a{a  -|-  3)  =  o*  -f"  2a  +  a 
ajoutons  et  retranchons  i,  on  a 

a{a  -f-  3)  ==  (a  -f-  /)•  +  ^  —  ï- 

Pour  que  cette  expression  soit  un  carré,  il  faudrait  ajouter 
à  (a  +  i)*  au  moins  2a  +  3,  on  n'y  ajoute  que  a  —  i,  donc 
a(a  -f-  3)  n*est  pas  un  carré  et  le  lemme  est  démontré. 

Cela  posé,  le  produit  des  cinq  membres  consécutifs  est 

{n  —  2)(n  —  i)n(n  -\-  i)(n  +  2)  (i) 

ou,  en  effectuant        /i(n*  —  i)(n*  —  4)  (2) 

D'aprës  le  lemme  établi,  (n*  —  i)(n'  —  4)  n'est  pas  uu 
carré.  Il  reste  à  voir  si  le  produit  de  cette  expression  par  n 
est  un  carré,  quel  que  soit  n. 

Nous  distinguerons  deux  cas  :  ou  n  est  impair,  ou  il  est 
pair. 

Premier  cas.  -*»  Soit     n  =  2it  -f-  i. 

Dans  ce  cas,  le  produit  n{n*  —  i)(«*  —  4)  n'a  pas  de  fac- 
teurs premiers  communs  entre  n  et  (n*  —  i)(n*  —  4),  car 
s'il  en  avait  un,  il  devrait  diviser  i  ou  4,  ce  qui  est  impos- 
sible. 

Donc,  pour  qu'il  fût  un  carré,  il  faudrait  qu'il  eût  tous 
ses  facteurs  carrés.  Or,  (n*  —  0(***  —  4)  ït'est  pas  un  carré, 
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donc,  n(n*  —  i)(n*  —  4)  n'est  pas  un  carré  quand  n  est 
impair. 

Deuxième  cas,  —  Ge  cas  se  subdivise  en  deux  autres  : 
1"  ou  n  contient  2  à  une  puissance  paire  ;  n  =  2* V  ;  ou  n 
contient  2  à  une  puissance  impaire,  n  =  2**  +  ^n ,  dans  ces 
deux  cas  n  est  impair. 

jo  w  =  28*n'.  Remplaçons  dans  (2j  n  par  sa  valeur, 
il  vient  2a*n'(2**n'*  —  i)(2**n'«  —  4). 

Cette  expression  n'est  pas  un  carré,  car,  d'après  le  cas 
précédent,  un  nombre   qui  n'est  pas  un  carré  (23*n*  —  i) 
X{2^n»  —  4),  multiplié  par  un  earré  2^\  n'est  pas  un  oarré, 
donc,  dans  ce  cas      n{n*  —  !)(n*  —  4) 
n'est  pas  non  plus  un  carré. 

2**  n  =  2**  +  ^H .  Remplaçons  donc  (8)  n  par  sa  valeur 
on  a  2**  +  *n  (2^  +  »»'»  —  i)(2*a  +  *n'*  —  4). 

Pour  que  cette  expression  soit  un  carré,  il  faut  qu'elle 
contienne  ses  facteurs  premiers  à  des  puissances  paires. 
Réunissons  les  féeteurs premiers.  Nous  avons  dans  2**  +  hi* 
—  41e  facteur  premier  2,  faisons-le  passer  dans  le  premier 
facteur 
il  vient         2^^  +  ^n{2^^  +  2n'«  —  i)(2**n'*  —  i). 

Nous  voyons  que  le  facteur  premier  2  est  à  une  puissance 

impaire  nk  +  3,  donc,  dans  anciin  cas 

n{fi}  —  I  )(n*  —  4) 
n'est  un  carré. 
RoiA.  —  M.  Quiqaet,  de  Lille,  a  résohi  te  méiBe  question. 

QUESTION  i90 

Holatlon  par  M.  GiNO  Loria,  à  Mantoue  (Italie). 


Trouver  la  hauteur  d'un  segment  sphérique  qui  soit   la  m"** 
parf^  de  la  sphère. 

Soient  y  la  hauteur,  r  le  rayon  de  base  du  segment  cher- 
ché appartenant  à  la  sphère  du  rayon  R. 
L'équation  dn  problème  est 


—  68  — 

ou  y'  -|-  3x^y  = D' 

mais  ac*  =  y(D  —  y) 

donc  on  a  2y^  —  3Dj/*  -| =  o. 

Cette  équation  se  transforme  en 

4     •  \    4TO    / 

Si  1  on  pose  y  :=  z  -\ . 

ou  si  l'on  remplace  D  par  2R 

3«  —  3R»»  —  2(^  ~  ^\  R»  =  o.  (A) 

équation  que  l'on  sait  résoudre 


QUESTION  192 

par  M.  GiNo  Loria,  à  Mantoue  (Italie). 


Le  triangle  qui  a  pour  sommets  les  pieds  des  hauteurs  du 
triangle  formé  en  joignant  les  points  de  contact  du  cercle  inscrit 

i6  T5 
à  un  triangle  ABC  a  pour  surface     ^  ^^.  .^  ,T étant 

a  X)  c  ( a  ~Y'  ^   i"    / 

la  surface  du  triangle  ABC  e/  a,  b,  c  fcs  longueurs  des  côtés. 

Soient  A|,  B^,  C^,  les  points  de  contact  sur  les  côtés  BC, 
CA,  AB.  On  voit  facilement  que  : 

k,  =  —  (B  +  G),   B,  =  —  (C  +  A),    C,  =  —  (A  +  B) 
2  2  2 

ou  que 

2  2  2  2  2  2 

Le  problème  est  dès  lors  ramené  à  trouver  la  surface  du 
triangle  orthocen trique  du  triangle  A^  B^  Cp  Or  en  appelant 
Aj  et  A'i  les  surfaces  des  triangles  A^  B^  C^  et  de  son  ortho- 
centrique  A'i  B'^  C\,  on  a  (voir  t.  II[  p.  285) 

— ^  =  2  cos  A|  cos  Bj  cos  Cl 


—  69  — 
ou  à  cause  des  égalités  (1) 

Al  =  2  A*  sin  —  sm  —  sm  — . 

2  2  2 

Si  r  désigne  le  rayon  du  cercle  inscrit  au  triangle  ABC, 

r* 
on  a  Al  =  (sin  A  +  sin  B  +  sin  C) 

2 

T 
mais  r  =  ,  donc 

T* 
\  = j-  (sin  A  +  sin  B  +  sin  C); 

par  suite, 

2T*   /  .       A             A     ,     .      B  B 

A,  =  — - — (  sm  cos h  sin  —  cos 

p*       \  2  2  2  2 

c:  C\   .     A     .     B     .     c 

sm  —  sm  —  sm  — 

2  2  2 

T      ,      T      ,      T  '\{p  —  a)(p  —  b)(p  —  c) 


2T*   /  .       A             A     ,     . 
Il  =  — : — (  sm  cos h  sin 

P*       \  2  2 

.    .     c:         c\  . 

+  sm  —  cos  — isi: 
2  2  / 


_^    2T«rT  T  Ti 

^  p«     Lfec    ^    ca    ^    aftj 


p*     L  6c          ca           a6  J  abc 

,   _  2T«  .  T  (g  +  6  +  c)  (p  —  g)  (p  —  fc)  (p  —  c) 

*  ~  p*  o«  6»  c« 

^,   _    4T»p(p  —  g)  (p  —  fc)  (p  —  C)  _  i6T- 

*  ~  p«  g«  6*  c*  ~  (2p)*g«  6«  c« 
enfin 

^ i6_T^^ 

*  (g  +  6  +  c)*  g«  6«  c* 


QUESTION  19Î) 

Solution  par  M.  Duput,  élève  au  Lycée  de  Grenoble. 


Tj-ouDcr  la  loi  de  formation  des  nombres  dont  les  carrés  sont 
terminés  par  deux  chiffres  égaux. 

Soit  N  un  des  nombres  cherchés.  Posons 

N  =  looc  +  io6  +  a 

a,  6,  c,  étant  les  chiffres  des  unités,  des  dizaines  et  des 
centaines.  En  élevant  un  carré,  il  vient 
N*  =  iooooc*+  1000(2  6c)  +  100(6*  +  2gc)  +  10(206)  +«•, 


8,  g,  on 


—  70  — 

Les  derniers  chiffres  de  N*  seront  le«  mêmes  qae  ceux  de 

Texpression  lo  (zab)  -f-  a* 

Il  suffit  donc  de  chercher  pour  quelles  valeurs  de  a  et  ^ 
cette  expression  finit  par  deux  chiffres  égaux. 

Pour  cela  donnons  à  a  les  valeurs  o,  1,2, 
obtiendra  le  tableau  suivant 
Si  a  =  0,    d*  -\-  io{2ab)  peut  s*éorire 

—  5.  —  — 

-  6,  -  - 

/» 

-  8,  -  - 

—  9,  —  — 
A  l'inspection  de  ce  tableau,  on  voit  que  si  «  =  o,  6  peut 

être  quelconque. 
Que  si  a  =  2,  b  doit  être  i  ou  6. 

—  a  =  8,         —         3  ou  8. 

—  a=  I,  3,  4,  5,  6,  7,  9,  b  n'admet  pas  de  valeur 
correspondante. 

Ainsi  les  nombres  cherchés  sont  de  la  forme 

o     et  leurs  carrés  finissent  par 


0  + 

10(0.6) 

I  + 1 

10(26) 

4+  > 

[O  (46) 

9  +  ■ 

[0(66) 

6  + 

[o(86  +  i) 

5  +  1 

I0(    6    +    2) 

6+  1 

10(26  4-  3) 

9+  ' 

0  (4''  +  4) 

4+  > 

[o(66  +  6) 

I  +  I 

0(86  -I-  8) 

12 

62 

38 

88 


00 

44 
44 
44 
44 


Nota.  —  M.  Letellier,  du  lycée  de  Tarbes,  a  résolu  la  même  queslion. 

Note  de  la  Rédaction,  —  On  peut  donner  la  formule  géné- 
rale des  nombres  répondante  la  queslion,  ils  sontde  la  forme 

en  effet,  le  carré  d'un  nombre  de  cette  forme  est 

25ooo  n*  +  12000  -|-  144 
et  il  est  facile  de  reconnaître  que  les  nombres  de  cette  forme 
sont  terminés  par  les  nombres  12,  62,  38  ou  88,  comme  l'in- 
dique M.  Dupuy.  A.  M. 


— 11  — 


QUESTION  221 

Bolation  par  M.  Tricon,  élève  du  Lycée  de  MarseiUe; 


Si  X,  y,  z  sont  les  côtés  d*un  carré  inscrit  dans  un  triangle 
(lont  les  côtés  sont  a,  b,  c,  on  a  la  relation  suivante 

^  a     ,      b      ,      c      .     \2  /  afc     ,     ac      ,      6c  \ 

^x     '      y      '      z     '     J  ^\œy     ^     x%     '     yn  J 

Aux  deux  termes  de  l'expression 
a»  _|-  6*  ^  c*  —  2a*6*  —  2aV  —  26V  =  —  16S*, 
ajoutons  4  .    i6S*,  il  vient 

a*  +  6*  +  r*  4-  4  .  r  6S*  =  3  .  1 6S*  +  2a*6«  +  2a*c«  +  25*c«, 
d'où 
a*  +  5*  +  c*  +  2a"6»  +  2aV  +  26*c«  +  4  .  i6S«  =  3  .  i6S« 

-f  4a«6»  -f  4a*c«  +  46"c« 

ou  en  ajoutant  i6a*S  -f-  i66'S  -f-  i6c*Saux  deux  membres, 

a*  +  6*  +  c*  +  20*6*  4-  2a«c*  +  26V  +  4  .  16S*  +  i6a«S 

+  i66*S  +  i6c«S  ==  3 .  16S»  +  4a«&*  +  40*0»  +  46*0» 

+  1 6a*S  +  1 66»S  +  1 6c«S, 
le  premier  membre  est  le  carré  de 

d»  ^  fti  _f,  c»  +  2  .  4S. 
Le  second  membre  peut  s'écrire 
4a25«  4_  g^îS  +  8a«S  +  î  68*  +  4(t«c«  -f  8c*S  +  8ô*S 
+  i6S«  +  4b*c*  +  Bt'B  +  8c*S  +  16S» 
ou         4(0»  +  2S)(6«  +  2S)  +  4(a«  +  2S)(c*  +  2S) 

+  4(6^  +  2S)(c*  +  2S), 
par  suite  (d*  +  ^*  +  c'  -}-  2  •  4S)' 

=4[(a'+  2S)(5»  +  2S)  4-  (a*  4-  2S)(c«+ 2S)4-(6«+2S)(c«4-2S)] 

en  divisant  par  4S'»  le  premier  membre  devient 

\   2S      ^      2S     ^      2S      ^  ^y/ 

r  o»  4-  2S     ,      6»  +  2S     ,     c«  +  2S     ,      12 


—  72  — 
Par  suite 

L — is —  +       ^s      +       Is      +  'J 

r(a«4,2S)(6'+2S)  .  (a«+2S)(c«  +  2S)  ,  (6«+2S)(c»+2S)-| 

ah         ,               i        2S 
Or  ce  = : — r-j  ©t  comme  h  = ,  on  a 


a 


a  a  4-  A  a*  +  2S 


a? 


ah  h  2S 


de  même 


a  +  h 

b  6«  +  2S 


2/  2S 

c    c  4-  2S 

J5  2S 


Donc  on  a 
\  a;     '      y      '      J5     '      /  ^\  xy      '      xz  yz  / 


BACCALAURÉAT  ES  SCIENCES 


BORDEAUX 

Les  rayons  des  deux  cerde«  dont  les  centres  sont  A  et  B  ont  pour  longueur 
r  =  12"  r'  =  3o",  la  distance  des  centres  AB  est  de  24".  Calculer  la  portion 
d'aire  commune  aux  deux  cercles. 

^  Calculer  la  valeur  de  x  qui  satisfoit  à  l'équation 

séea;  =  sina;  +  2C0S£t; 

—  On  joint  le  sommet  A  d'un  losange  au  milieu  E  du  côté  DC;  la  droite  AE 

DF 
coupe  la  diagonale  DE  en  F.  Calculer  le  rapport  ■^7=--,  sachant  que  A  =  60". 

—  Deux  mobiles  m  et  n  partent  de  deux  points  A  et  B,  et  vont  à  la  rencontre 
l'un  de  l'autre;  m  se  met  en  mouvement  cinq  secondes  après  n  et  parcourt  4"* 
de  plus  que  lui  par  seconde.  Ils  se  rencontrent  au  milieu  de  AB,  dont  la  lon- 
gueur est  de  i,25o  mètres;  on  demande  combien  chacun  de  ces  mobiles  parcourt 
de  mètres  par  seconde. 

—  Connaissant  les  côtés  a,  6,  c  et  la  hauteur  h  d'un  trapèze,  calculer  ses 
angles  et  sa  surface,  (b  est  la  petite  base,  a  et  c  les  côtés  obliques).  Application 

a  =  42""  ;  6  =  68  ;  c  =  75  ;  A  =  1 5. 

—  Trouver  la  valeur  de  x  donnée  par  l'équation 

log  (35  -  >r»)    ^  ^ 

log  (5  —  J-) 


—  78  — 

—  On  eoupe  une  sphère  par  un  plan  qui  détaebe  une  ealoftte  dont  la*aurfiioe 
&t  le  quart  de  la  sttrCaoe  de  la  sphère  ;  trouver  Texpression  du  rapport  du 
Tohune  da  segment  qui  a  pour  base  la  calotte,  au  volume  de  la  sphère. 

—  L'angle  d'un  losange  vaut  34*;  la  plusgran  de  diagonale  vaut  i,25o  mètres 
eaJeater  le  côté  et  la  sur&oe  du  losange. 

—  Etant  donnés  les  quatre  côtés  d'un  trapèze,  calculer  le  volume  engendré 
par  la  roiation  du  trapèze  autour  de  la  grande  base  a.  Application  :  a  =  100"  ; 
i  =40";  c=  35";  d  =  48*.  (a  et  e  sont  les  deux  bases). 

—  Vérifier  que  si  x,  y^  Zy  sont  en  progression  arithmétique,  il  en  est  de 
QKinede  J?^  +  icy  +  y^ 

aP  +  xa  +  a* 
!^  +  y%  +  z* 
IVoorer  le  rapport  des  raisons. 

—  Deux  circonférences  dont  les  centres  sont  en  À  et  en  B  et  dont  les  rayons 
^^t  a  et  5,  se  touchent.  On  leur  mène  une  tangente  commune  CD,  qui  coupe 
la  ligne  des  centres  en  D,  et  touche  en  G  la  grande  circonférence.  Trouver 
l'eipressioD  d»  surfiices  des  deux  triangles  ACD,  ECD,CE  étant  perpendiculaire 
<ar  AB.  Application  :  o  =  62  ;  è  =  27. 

—  Troa?er  la  valeur  de  x  donnée  par  l'équation 

log  y/bx  +  8  -f —  log  [2x  -I-  3)  =  log  i5. 

2 

—  Trouver,  par  une  construction  géométrique,  le  rayon  d'un  oei-cle  dont  la 

5 

«urâee  soit  les  — 7-  de  celle  d'un  cercle  de  rayon  donné  R. 
16 

'zx  -^  3 

—  Déterminer  le  maximum  de  ■— ; 

x^  -\-  Il 

—  Sur  QD  triangle  équilatéral  de  côté  a  pris  comme  base  commune,  on  cons- 
truit un  prisme  droit  et  une  pyramide  régulière  de  même  hauteur  que  le  prisme  ; 
'^^avmer  cette  hauteur  de  telle  sorte  que  la  suriace  latérale  du  prisme  soit 
*^k  k  trois  fols  celle  de  la  pyramide. 

—  Résoudre  l'équation      ^  "*"  ^      =    t^ '^  ^ 

^  I  -I-  aa?  3  -I-  4JC 

"-  La  somme  des  côtés  de  deux  cubes  est  a,  la  somme  de  leurs  volumes  est 
^'-  Calculer  les  longueurs  des  côtés  de  ces  cubes,  a  étant  supposé  constant, 
tr>iurer  le  minimum  de  b  pour  que  le  problème  soit  possible.  Application  : 

o  =  10;  6  =  7. 

—  Résoudre  a  -\'  h)x  -^  (a  —  h]y  =z  206 

(a  +  c)  y  -\-  [a  -^  c)x  =  ^ac. 
-On  donne  un  tronc  de  cône  à  bases  parallèles;  les  rayons  de  bases  sont 
<  ^  6  ;  l'arête  c  est  la  somme  des  deux  rayons.  Quelles  sont  les  propriétés  de  ce 
<fOK  de  cône  t  Trouver  le  rapport  du  volume  à  la  surlace  totale. 

—  Qnel  est  le  maximum  ou  le  minimum  de  l'expression  {x —  2)^  +  (2X—  1  ]-. 
TnnTer  la  valeur  correspondante  de  x.  —  Yériflcation. 

—  Caieoler  l'angle  d'un  secteur  tel  que  l'aire  du  triangle  formé  par  les  deux 

™>ong  et  ia  corde  soit  —  de  l'aire  du  cercle. 

7 
-Dans  un  trapèze  ABCD,  on  donne  AB  =  a;  BC  =  6  ;  CD  =  c;  DA  =  d. 

«ilealer  les  angles  A,  B,  C,  D.  Application  :  a  =  100;  6=  16;  c=  70;  d  =  28. 
^«t^sont  les  bases). 

"-*  U  diffbence  des  rayons  de  deux  sphères  est  a,  celle  de  leurs  volumes  est 
•^' Calculer  les  rayons.  Application  :  a  =  8;  6  =  12. 


—  74- 

-»  Résowlre 

(tt  -{-  bœ){b  —  or)  -f  (6  —  cx)(c  -f-  «mc)  -f-  \c  —  !fcr)(a  4  cjr]  =  o. 

—  TrooTW  l'expression  du  poids  d'un  tronc  de  pyramide  à  bases  carrées.  In 
longneur  des  côtés  de  base  étant  a,  5  ;  la  hauteur  h.  On  donne  la  densité  tt  de  la 
substance  dont  est  formée  la  pyramide.  Application  : 

a—  II;  6  =  5;h=:  i2]dr=z  2,57. 

—  Résoudre  le  système  (2X-\-  b)  cos  (  =  a  sin  2Î  4-  îf  î 

{^y  4-  a)  sin  l  =  ft  sin  2I  -f  ^• 
Simplifier  les  valeurs  de  x  et  de  y,  et  vérifier  qu'elles  satisfont  aux  équations. 


PARIS 
Novembre  1880. 

Dans  le  triangle  ABC,  on  donne  les  deux  cotés  AC  =  6,  et  AB  =  c,  et  l't^i 
propose  de  calculer  le  troisième  côté  BG,  sachant  que  le  rapport  des  segment^ 
BD  et  DC,  déterminés  sur  ce  côté  par  la  hauteur  AD,  est  égal  au  rapport  de 
deux  lignes  connues  m  et  t». 

~  Etant  donné  un  cercle  de  rayon  R  et  un  diamètre  AB,  mener  à  ce  dia- 
mètre AB  une  parallèle  CD  telle  que  la  surface  du  trapoce  ABCD  soit  dan<  un 
rapport  déterminé  K  avec  le  carré  de  la  hauteur  du  trapèze.  _ 

—  Dans  un  triangle  ABC,  le  côté  AB  est  égal  à  y/S^  le  côté  AC  est  égal  à  v  -^ 
et  l'angle  C  est  égal  à  60".  Calculer  sans  tables  :  1<*  le  côté  BC  ;  2*  le  sinus  et 
le  cosinus  de  chacun  des  angles  A  et  B. 

—  On  donne  le  rayon  r  du  demi-cercle  AOfi;  déterminer  la  dislance  AD  au 
point  A  de  la  perpendiculaire  CD  au  diamètre  AOB,  de  telle  façon  que  le  rappoi^ 
de  la  somme  das  volumes  décrits  par  les  segments  AmC,  ChB  bu  voUmie  dérrii 
■par  le  triangle  ACBdans  sa  rotation  autour  de  AB  soit  égal  A  un  nombre  donné. 

—  Partager  un  arc  donné  A  en  deux  parties  x  et  y  telles  que  tg^r  -f-  îg*i 
soit  un  minimum. 

—  Trouver  toutes  les  valeurs  de  l'arc  x  satisfaisant  à  l'équation  sin  2  .y 
=  a  cos  x.  On  fera  en  particulier  a  =  i ,  a  =  2,  a  =  ^T,  a  =  v^  ^^  ^'•'^''' ' 
chacun  de  eea  quatre  cas,  on  donnera  en  degrés  la  plus  petite  valeur  de  Tare  J 
répondant  A  la  question. 

—  Étant  donné  un  cône  circulaire  droit  dont  le  rayon  de  base  est  a^  et  h 
c<5té  6,  calculer  les  rayons  des  deux  bases  d'un  tronc  de  cône  de  même  hauteui 
que  le  cône  donné,  sachant  que  la  somme  des  surfaces  des  deux  bases  du  troui 
de  cône  est  égale  à  la  surface  totale  du  cône,  et  que  la  différence  entre  le  volume 
du  tronc  de  âne  et  celui  du  cône  est  égale  au  volume  d'un  cylindre  de  nièuv 
hauteur,  ayant  pour  base  la  section  faite  dans  le  tronc  de  cône  par  un  plai 
parallèle  aux  bases  mené  par  le  milieu  de  la  hauteur. 

—  É^ant  donné  un  triangle  isoscèle  ABC,  dont  la  base  BG  est  égale  à  a,  et  V 
hauteur  AD  est  égale  à  6,  on  mène  une  parallèle  A  la  base  BC.  on  Joint  J 
milieu  D  de  la  base  aux  points  Ë,  F  où  cette  parallèle  rencontre  les  deux  cot>i 
égaux  du  triangle,  et  on  fait  tourner  la  figure  autour  de  la  base  BC;  on  demnn<1 
de  calculer  la  longueur  de  cette  parallèle  EF  de  fjoon  que  le  volume  engemli 
par  le  triangle  AEF  tournant  autour  de  BG,  soit  égal  A  deux  fois  le  volttni 
engendré  par  le  triangle  EDF  tournant  autour  de  la  même  droite  BG. 

—  Résoudre  les  équations    tg  a;  -j-  cotg  y  =  a 

cotg  a?  -f  tg  y  ==  6 


—  18- 


QUESTIONS  D'EXAMEN 


W^KES  EX  1877  POUR  LES  EXAMENS  DE  LICENCE  DANS  LBSINSTÎTUrS  TRCIINIQURS, 

LES  ÉCOLES  DE  HÂRINB  MARCHANDE 
ET  LES  ÉCOLES   SPÉCULES    DU  ROYAUME  D'ITALIE 


I 

Li  loDgitude  de  Rome  à  l'ouest  de  Berlin  est  o,oo3,  et  celle  de  Vienne  à  l'est 
lie  la  même  riUe  est  o,ooS;  on  suppose  les  longitudes  exprimées  en  parties 
«Jéeimales  da  jour  (36o  degrés).  Les  latitudes  de  Rome  et  de  Vienne  exprimées 
en  degrés  et  parties  décimales  de  degré  sont  respectivement  41*902  et  48,210. 
Cjicnlér  la  plas  courte  [distance  de  Rome  à  Vienne  en  supposant  la  surface 
■le  11  terre  sphérique. 

~  Quelle  est  la  coodition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'on  puisse  inscrire 
QQ  cercle  dans  un  parallélogramme?  En  supposant  cette  condition  remplie, 
friQstruire  le  centre  du  cercle,  et  en  trouver  le  rayon  en  fonction  du  périmèti*e 
H  de  la  sur&ee  du  parallélogramme. 

II 

ta  observateur  placé  sur  la  cime  d'une  eoUine  voit  devant  lui,  dans  une 
iij^  fie  direction,  deux  pierres  miliaires.  L'angle  de  .dépression  pour  l'une  est 
M  y.  pour  l'autre  il  est  de  i5*.  On  demande  la  hauteur  de  la  colline  au-dessus 
in  \Ààn  horizontal  de  la  route.  On  suppose  que  le  mille,  distance  entre  les  deux 
pwrres,  vaut  i,5oo  mètres. 

—  Démontrer  que  les  points  de  concours  des  laces  d'un  tétraèdre  sont  les  soni- 
mis  d'an  autre  tétraèdre  semblable  au  tétraèdre  donné.  Trouver  le  rapport 
4e  leurs  volumes. 

ihi  dfîQne  un  demi-ellipsoïde  de  révolution  A  axe  vertical,  et  une  droite  donnée 
|pir  ses  deux  projections.  Trouver  en  projection  et  en  vraie  grandeur  l'intersec- 
tn  de  ce  solide  avec  un  plan  qui  passe  par  un  point  de  la  surface  ellipsoïdale 
'l"9Qê  en  projection  horizontale,  et  qui  soit  perpendiculaire  à  la  droite. 

—  Oa  a  deux  plans  dont  les  traces  horizontales  ne  se  rencontrent  pas  dani^ 
!<>  limites  de  la  flgure.  Par  un  point  donné,  mener  un  plan  qui  soit  perpen- 
< ''tilaire  aux  deux  plans  donnés. 

IV 

Par  deai  points  donnés,  mener  un  plan  tangent  à  un  ellipsoïde  de  ré/olution. 

-On  donne  un  o^ne  droit,  et  an  plan  donné  par  ses  traces.  Déterminer  un  plan 
}>^Dl  par  un  point  donné  de  la  surface  conique,  et  parallèle  au  plan  donné  : 
"li-  trouver  les  projections  et  la  vraie  grandeur  de  l'intersection  du  plan  et  do 
^)ur{}ce  conique,  ainsi  que  la  transformée  de  la  ligne  d'intersection  dnn.> 
*  ^veloppement  de  la  surface. 

V 

—  ^'.aicaler  les  angles  et  la  surface  d'un  trapèze  dont  on  donne  les  côtés  : 

06-:=  60;    od  =  102,1;    6cs=45,3;    €10=48,9. 
l>!i  eftiés  parallèles  sont  ad  et  de  ;  l'unité  de  longueur  est  la  mètre. 
"*  Cn  observateur  est  situé  à  une  hauteur  donnée  au-dessus  de  k  surfaee  de 
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la  terre  supposée  sphériqae.  Qaelle  est  la  partie  de  eette  aurfiiee  qa'il  voit,  et 
qael  est  le  volume  du  segment  compris  sous  la  suriaee  vue? 

—  Un  tronc  de  pyramide  triangulaire  a  2".56  de  hauteur,  les  côtés  de  la  base 
inférieure  sont  0,76  ;  0,48  ;  0.34  ;  ceux  de  la  t>ase  supérieure  sont  o,38  ;  0,24; 
0,17.  Calculer  le  volume  du  tronc. 

VI 

—  On  donne  deux  plans  qui.ne  se  rencontrent  pas  dans  les  limites  de  Tépure, 
et  un  point  hors  de  ces  deux  plans.  Déterminer  :  l'intersection  des  deux  plans  ; 
la  perpendiculaire  menée  du  point  sur  celte  intersection,  et  les  angles  de  eette 
perpendiculaire  avec  chacun  des  deux  plans. 

~  Construire  un  trièdre connaissant  les  deux  angles  plans  a  =  65*;  p  =  83*: 
et  l'angle  dièdre  A  =  75*  opposé  à  la  face  a. 

VII 

—  On  connaît  les  côtés  AB  =  S'-.gS  ;  BC  =  i2-,io;CD=  7-,2o;  ei 
AD  =  i8",5o  d'un  trapèze  quelconque,  dont  les  bases  sont  BC  et  D A.  Ou 
demande:  1*  la  surface  de  ce  trapèze;  2*  le  rayon  du  cercle  équivalent. 

—  Quel  doit  ètre'Ie  rayon  d'un  cercle  pour  que  la  surface  du  carré  inscrit 
soit  de  86"q,5o9. 

VIII 

—  On  donne  un  plan  quelconque  déterminé  par  ses  deux  traces,  et  la  proje^"- 
tion  horizontale  d'un  point  du  plan.  On  demande  de  mener  par  ce  point  uue 
horizontale  du  plan,  et  de  faire  passer  par  cette  horizontale  un  plan  qui  fasM* 
avec  le  premier  un  angle  de  56  degrés. 


SUR  LA  SERIE  DE  ÏAYLOR 

Par  M.  Cl.  de  IjOD||fcliamp«,  professeur  de  mathématiques  spéciales  an 

Lycée  Charlemagne  (*). 


1.  —  Considérons  ridentité: 


et  posons    cp(jj)  = 


X  —  a 

t(x)^r(a) 


X  —  a 
On  aura  par  des  dérivations  successives  : 

f{x)  =  {x  —  a)  (^(x)  +  f(a) 
f  (x)  =  (X'-  a)  f^'ix)  4-  ^(^) 


[*)  Cette  démonstration  de  la  série  de  Taylor,  trouvée  par  nous  i*éoeiniueu( 
n'est  peut-être  pas  nouvelle;  au  moins  dans  quelques-unes  de  ses  parties 
M.  Catalan,  à  qui  nous  l'avons  communiquée,  croit  qu'elle  était  donnée  en  183 i 
l)ar  M.  Lefébure,  dans  son  cours;  il  l'attribuait  à  Ampère. 


s. 
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r{x)  =  (x  —  a)  ^'(x)  +  2<^'{x) 

f^rHx)  ={x  —  a)  f^){x)  +  p<^(P  -  *^(x) 
Malliplions  ces  égalités  respectiveineiit»  par 

a  —  X  (a  —  0?)"  (a  —  x)p 


I, 


•   •    • 


I  1.2  I .2  ..  .p 

On  aura  ridentité,  qui  est  une  forme  de  la  série  de  Taylor  : 

fia)  =  f{x)  +  -^^  /'(oî)  +  ^°  ~^^*  n^)  +  .   .   .   . 

...  H-  -! i-/P  (X)  +  -i «pP  (x).    1) 

I.2...p'  1.2. ..p       ^ 

Pour  retrouver  la  notation  habituelle,  on  voit  qu'il  suffit 
de  remplacer  {a  —  x)  par  A. 

1  —  Examinons  le  cas  particulier  de  la  fonction  entière, 
el  posons  f(œ)  =  A©  ac"*  -f"  •   •   •     +  Am 

on  aura  ^x)  =  Ao  a?"»  -  <  +  •    •   • 

el  5*»»  -  ^{x)  =1.2...  (m  —  1  j  Ao 

ou  5"»  -  Har)  =  —  /"*  (a;). 

m 

La  formule  (1)  devient,  après  avoir  remplacé  a  —  x,  par  A, 

fu + A)  =-.  ax)  +  -^  r(^)  +  -^  n-^)  +  •  •  • 

...   H /*»(a:). 

I 2  ...    W 

'i  —  Dans  rhypolhèse  oîi 

on  a  f(x)  =  mx»^  -  < . 

f{x)  ==  m(m  —  i)x^  -  *, 


/■♦n(x)  =  I    .   2    . . .    Wï, 

«t  la  formule  devient 

I  1.2  ' 

^'est  la  formule  du  binôme,  qui,  dans  cette  manière  de 
*aire  et  à  Tinverse  de  ce  qui  se  fait  ordinairement,  est  con- 
^i'iérée  comme  une  conséquence  de  la  formule  de  Taylor. 


—  78  — 

4.  —  Pour  établir  la  série  de  Taylor,  dans  le  cas  général, 
nous  nous  appuyerons  uniquement  sur  cette  remarque  qui  est, 
on  le  sait,  fondamentale  dans  la  théorie  des  équations  et 
constamment  usitée  :  qu'entre  deux  racines  consécutives  de  /V- 
quation  f(x)  =  o 

existe  au  moins  une  racine  de  Inéquation  l'(x)  =  o. 

L'interprétation  géométrique  de  cette  proposition  est  encore 
bien  connue  et  peut  se  formuler  en  disant  que  si  la  courbe 
y  =z  f(x)  coupe  Taxe  Ox  aux  deux  points  consécutifs  A,  B  ; 
il  existe,  entre  A  et  B,  un  point  M  de  la  courbe,  point  doni 
Tabcisse  est  comprise  entre  OA  et  OB  et  pour  lequel  la  tan- 
gente est  parallèle  à  Ox. 

Si  Ton  remarque  maintenant  que  le  rapport 

/•(g)  -  f\x)    ^    B  P 

a  —  X  A'P 

il  sera  prouvé  qu'il  existe,  entre  les  points  A',  B',  un  poiat 

M'  pour  lequel  la  fonction  6'  prend  une  yaleur  égale  a  celle 

B'P 
de  p  ;  ayant  posé      OB  =  a  ;        OA  =  x, 

on  a  OM  =^x  -\'b{a  —  ic), 

et  Ton  peut  écrire  (6  désignant  un  nombre  compris  entre  o 

et  l),  rsf{x)  =  f'[x  -f-  ô(«  —  ^)1- 

go  _^  Qgçi  posé,  on  aura  donc,  en  décrivant  et  considérant 
f\n  +  0  (a  —  o;)],  comme  une  fonction  de  fonction, 

<p'  {x)  =  (i  —  e)    f[x  -f-  e  (a  —  x)] 


çpi»  (j-)  =  (i  —  0)P  /JP  +  «  [a;  -f-  0  (a  —  x)] 
et  l'identité  (1)  devient: 

/•(ce  +  A)  =  /•  (ce)  +  -i  /-(x-)  +  -^  r  (œ)  +  . . . 

1  i.     %    Je 

...+ ^1 6(1.)  (X) -h  ^^î:±l(i^l^  6.  +  .  (o^- +  «  A' 

I.2...p  I.2...p 

dans  laquelle  0  désigne  un  nombre  compris  entre  o  et  i. 
C'est  la  série  de  Taylor  avec  la  forme  du  reste  donnée  par 
Gauchy. 

0.  —  Nous  ferons  une  dernière  remarque. 


—  7» 

Si  aous  désirons  par  R^,  le  terme  complémeŒ^taire  de  la 

série,  celui  qui  représente  la  somme  de  tous  les  Wrmes  qui 

hP 

suWenl  pP^  (x), 

1  .  3  . . .  p 

la  première  forme  que  nous  aTons  obtenue  pour  le  dérelop- 

peinent,  la  forme  (1),  prouve  que  Ton  a  exactement  : 

(a  —  ôt)P  +  < 

Pour  calculer  ce  reste,  il  faudrait  donc  prendre  la  dérivée 

d'ordre  »,  de  la  fonction  -^ — ,  ce  qui  peut  se  faire 

'^  X  —  a 

par  la  formule  de  Leibnilz,  si  Ton  sait,  bien  entendu,  et 

comme  nous  le  supposons^  calculer  les  dérivées  successives 

de  f{x). 

Mais  on  peut  aussi,  et  plus  simplement,  calculer  les 
dérivées  de  ^,  de  proche  en  proche,  par  voie  récurrente  eu 
s'appuyani  sur  la  remarque  suivante. 

L'équation  (1)  peut  s'écrire 

1  1      a      ^ 

•^       I     .     2    ...(/>  +  l)  ' 

ayant  ajouté    et  retranché,  comme   on    voit,  le  terme   en 
fp  -  i(x)  ;  mais  alors 

uiais,  d'après  la  formule  (a), 

_  (a  — a;)P  +  2 

On  a  donc        — ^ -, — i — -9''  +  Hx) 

1  .  2  .. .  (pH-  i)  ^   ^ 


1.2.../)  I    .    2   .  .  .   (p  4-   l) 

OU  eu  simplifiant 

(a  —  x)^P  +  «(ac)  —  (p  +  0?^  i^)  +fP~^  \^)  =  o- 
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C'est  la  relation  de  récurrence  dont  nous  voulions  parler  ; 
elle  permet  de  calculer  (p(P  +  <),  quand  on  connaît  cp'p)  el 
f^p  +  <).  On  retrouve  ainsi,  et  il  ne  pouvait  en  être  diflFérem- 
ment,  la  relation  entre  f^P)  et  les  deux  fonctions  ^p  ,  9P  "  S 
que  nous  avons  établie  au  début  de  cette  note. 


ErrUDE  SUR  LES  COORDONNEES  TÀNGENTIELLES 

ET   LEURS    APPLICATIONS 

Par  M.  E.  S.  Boqiiel. 
(suite,  voir  \vige  40) . 


—  Equation  générale  des  points  situés  sur  la  droite  qui  joint 
deux  points  donnés  par  leurs  équations,  —  On  sait  qu'en  coor- 
données cartésiennes,  l'équation  générale  des  droites  qui 
passent  par  le  point  de  rencontre  de  deux  droites  données 
par  leurs  équations  Ax  +  By  +  C  =  o  et  k'x -f-  B'j/  4- G  =0 
est  Aa5  +  By  -f-  G  -f  X  {k'x  -f-  B'y  -f  G'j  =  o  ;  de  môme,  en 
coordonnées  tangentielles,  Féquation  générale  des  points 
situés  sur  la  droite  qui  joint  deux  points  donnés  par  leurs 
équations  wa?o  +  ^V/o  —  1=0,  UtX^  +1^1  —  i  =0,  esl 
uxo  +  v*/o  —  I  +  [A  (uxi  -f-  vt/i  —  i)  =  G.  En  effet,  cette 
équation  représente  des  points,  puisqu'elle  est  de  la  forme 
uX  -j-  vY  —  I  =  o  ;  ces  points  appartiennent  à  la  droite  qui 
joint  les  deux  points  donnés,  puisque  Téquation  dont  il 
s'agit  est  vérifiée  quelque  soit  jx  pour  la  droite  dont  les  coor- 
données annulent  à  la  t'ois  uxq  -\-  vy^  —  i  et  uXi  +  t?i/i  —  i? 
et  elle  les  représente  tous,  puisqu'on  peut  toujours  disposer 
du  paramètre  jx  de  manière  à  faire  coïncider  le  point  variable 
avec  un  point  donné  sur  la  droite  qui  joint  {x^^ya)  et  (^r,*/,). 

Un    tel   point   ayant  pour    coordonnées   x  =  — - — ■■     ' '-. 
y  _  Hon-     Vi  ^   .|  gyj^i^^   ç^   çij.^^^    p^^^.  ^^j^^   ^^  prendre 

'/.  =  K. 
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Sotaiion  symbolique.  —  D'une  manière  (générale,  Téqualion 
Au  -f  By  -[-  CI  =  o  est  l'équation  du  point  ayant  pour  coor- 

dounées  cartésiennes  x  = p;-  et  j/  = -r^  ;   on  peut 

aussi  récrire  sous  la  forme  homogène  Aw  -}-  Bv  +  Cto  =  o 
lïc=i). 

On  la  représente  souvent  par  une  seule  lettre,  désignant 
une  fonction  linéaire  en  u  et  i;,  tt  par  exemple,  par  analogie 
avec  P  qui  représentera  la  fonction  linéaire  en  x  et  y^ 
kx  +  By  -f  C  ou  Ao;  +  Bt/  +  Q  (f  =  i). 

Les  équations  de  deux  points  étant  alors  :c  =:  o  et  ;,^  =  o, 
lequation  générale  des  points  situés  sur  la  droite  qui  joint 
les  deux  points  donnés  sera  it  4-  i*X=  ^  ®^  coordonnées  tan- 
gentielles,  de  même  qu'en  coordonnées  cartésiennes  l'équa- 
Lion  générale  des  droites  qui  passent  par  le  point  de  ren- 
contre des  deux  droites  P  =  o  et  Q  =  o  est  P  -|-  XQ  =  o. 

Les  coordonnées  cartésiennes  du  point  particulier  qui  cor- 

respond  à  une  certaine  valeur  de  a  sont  alors  x=, -i-i — 

^  ^  C+U.C" 

_  B  +  aB'  • 

•^  —         G  -f  îxC  • 

Interprétation  de  il.  —  Rapport  anharmonique  de  quatre  points 
en  ligne  droite.  —  Soient  respectivement  tc  =  o  et  ;^  =  o  les 
équations  de  deux  points  prises  sous  la  formeiio^o  -j^^Vo —  i  =o 
et  îiX|  +  vi/i  —  I  =  o  ;  un  point  quelconque  de  la  droite  qui 
les  joint  est  représenté  par  l'équation  tu  -f-  [*•'/.  =  o,  et  nous 
avons  vu  plus  haut  que,  pour  faire  coïncider  ce  point  avec 

celui  dont  les  coordonnées  cartésiennes  sont  :  x=z    °   ,    ^  ', 

y  _    y>+^^  ,  il  faut  prendre  jx  =  K. 

Or  on  sait  que  K  représente  le  rapport  des  distances  du 
point  (Xy  y)  aux  points  (o^o,  t/o)  «*'  (^i>  Vi)  (*)>  ce  rapport 
ayant  un  certain  signe  quand  le  point  (jct/)  est  entre  les  deux 

.*j  Od  démontre,  en  effet,  ces  formules  dans  tons  les  cours  élémentaires  de 
i?wiiiétrie  analytique. 

JOatmAL  DS  MATH.  1881.  6 
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points  donnés,  et  le  signe  contraire  quand  il  laisse  ces  deux 
points  d'un  même  côté  de  lui-môme. 

Puisque  [t,  n'est  autre  chose  que  K,  on  a  donc  ainsi  la 
signifldation  de  [x. 

Si  Ton  veut  introduire  dans  les  calculs  les  distances  MM^ 

et  MM-  elles-mêmes,  on  pourra  poser  ■  ■^-.    °    =  K  =  —  =  a, 

^  ^  MMi  m 

et  Ton  aura  : 

Soient  maintenant  les  quatre  points  en  ligne  droite  tc  =  o, 

)^  =  o,  t:  -f-  [*/.  =  o>  ^  +  K-  X  =  ^>  H^  ®'  K-  ayai^t  la  signifi* 
cation  que  nous  venons  d'obtenir.  Nous  appellerons  rapport 

anharmonique  de  ces  quatre  points  le  quotient -iv-»  et  nous 

retomberons  ainsi  d'une  manière  purement  analytique  sur  la 

définition  de  M.  Chasles.  Car  A-  =-^  :  A-  =^-  :  S^ 

[t.         m       m        MMi     M  Mo 

c'est  donc  le  quotient  du  rapport  des  distances  du  troisième 
point  M  aux  deux  premiers  M^,  et  M^,  par  le  rapport  des 
distances  du  quatrième  point  M'  aux  deux  premiers. 

Mais  il  est  bien  certain  que  les  numéros  des  points  con- 
sidérés sont  absolument  arbitraires  ;  par  conséquent,  il  y 
aura,  à  priori^  autant  de  rapports  anharmoniques  de  quatre 
points  en  ligne  droite  que  l'on  pourra  former  de  permutations 
de  quatre  lettres,  c'est-à-dire  yingt-quatre  ;  mais  ces  rapports 
se  réduisent,  d'abord  à  six  distinctes,  et,  de  plus,  ils  sont 
tous  fonctions  de  l'un  d'eux,  de  sorte  que,  l'un  étant  déter- 
miné, les  autres  le  sont  également.  On  peut  donc  n'en  con- 
sidérer qu'un  (*). 

Valeur  générale  du  rapport  anharmotïique  en  fonction  des 
paramètres  des  quatre  points  considérés.  —  Dans  la  valeur 
précédente  du  rapport  anharmonique,  les  deux  points  qui 
déterminent  primitivement  la   droite  des  quatre  points,  et 

(*)  Nous  avons  doniié  dans  notre  Géométrie  analytique,  la  démonstration 
complète  de  ce  feit,  dans  le  §  intitulé  :  «  Rapport  anharmonique  de  quatre  points 
en  ligne  droite  ». 
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auxquels  conTieni  parfaitement  le  nom  de  poinls  de  base 
adopté  par  Glebsch,  iuienrienneni  par  eux-mêmes;  il  est 
important  d'obtenir  une  expression  plus  générale,  se  rappor- 
tant à  quatre  points  absolument  quelconques  sur  la  droite 
dont  il  s'agit.  Soient  donc  ;x^,  jx,,  u,,  jx^  les  paramètres  des 
quatre  points  considérés.  Si  Ton  considérait  les  deux  pre- 
miers comme  points  de  base»  en  posant  n  -{~  KiX  =  ^>  ^^ 
"  4"  fW.  =  ^1»  ^^^  deux  derniers  s'écriraient  Ç  -f"  ^  =  o  ^^ 
;  -)-  v'v]  =  o,  et  le  rapport  anharmonique  aurait  pour  valeur 

-7-.  Or,  il  suffit  pour  cela  de  poser  : 

V 

^  +  [^3Z  =  -^  +  HY.  +  ^(^  +  l^i/)  =  o 
'  ^  +  ^4X  =  "^  +  J^iX  +  ^1  et  (tt  +  {x,x)  =  G 
ce  qui  donne  : 

a,  -|-  VOL.  a,  -1-  ^Vîï 

'  *  ^    '  *  =  fx.  et    ^  '    '     .      =  IX, 

d'oïl  l'on  tire  : 

i^i  —  \^s        ^^   /  _   1*1  —  f*4 


Dès  lors   -T-  = 


M-t  —  P-i  !*4  —  l*t 

Mn  —  [*t    .    f*i  —  1*4 


"*  f*8  —  f*«  1*4  —  !*1 

Cette  expression  fournit  le  rapport  anharmonique  de  quatre 
points  en  ligne  droite,  en  fonction  des  paramètres  qui  défi- 
nissent ces  points  en  coordonnées  tangentielles,  et  cela 
indépendamment  des  points  pris  comme  points  de  base  sur 
la  droite. 

—  Dans  la  suite,  nous  supposerons  bien  connue  la  théorie 
du  rapport  anharmonique,  telle  qu'on  l'expose  ordinairement 
en  géométrie,  et  conséquemment  aussi,  nous  admettrons 
comme  parfaitement  acquises  les  propriétés  de  son  cas  par-^ 
ticulier  le  plus  remarquable^  qui  est  la  division  harmoniquei, 

Pour  simplifier  les  notations,  nous  représenterons  doré- 
navant par  Mo  =  o,  l'équation  d'un  point  M„  cette  équation 
étant  de  Tune  ou  l'autre  des  deux  formes  uXq  -}-  t^j/o  —  i  =  o, 
ou  Auq  -{-  Bvq  -j-  Co  =  o  ;  et  de  môme  nous  désignerons  par 
Pp  =  o,  l'équation  d'une  droite  P^,  cette  équation  étant  de 
la  forme  u^œ  +  v^y  —  i  =  o,  ou  de  la  forme  k^x  -j-  B^y 
+  C,  =  o. 
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De  la  coiTCspondance .  —  Un  point  M  de  la  droite  M^  M^ 
ayant  ainsi  pour  équation  +Mo  [xHi  =  o  et  une  droite  P  du 
faisceau  PqPi  (c'est-à-dire  passant  par  le  point  de  rencontre 
des  deux  droites  Po  et  PJ  étant  représentée  par  Tcquation 
Po  -f"  ^Pi  =  o,  on  peut  considérer  un  point  et  une  droite  pour 
lesquels  on  ait  X  =  jx,  et  les  appeler  correspondants. 

Conditions  de  projectivité  des  figures,  —  Si  Von  considère  aiïxsi 
sur  une  même  base,  trois  points  quelconques,  et  dans  un  même 
faisceau  trois  droites  qui  soient  en  coiTespondance  avec  les  trois 
points,  on  7*econnait  facilement  que  pour  qu*un  quatrième  point 
de  la  base  soit  en  correspondance  avec  une  quatrième  droite  du 
faisceauy  il  faut  et  il  suffit  qu'il  y  ait  entre  les  paramétrées  X  et  ji 
en  relation  du  premier  degré  par  rapport  à  ces  paramètres  con- 
sidérés séparément,  c'est-à-dire  une  relation  de  la  forme 

aXjx  -f-  bX  4"  C|x  +  d  =  o 
telle  quà  une  valeur  donnée  de  X  corresponde  une  seule  valeur 
de  [i.  et  réciproquement. 

Soient,  en  effet,  X^,  X„  X,.  les  paramètres  des  trois  premières 
droites;  {Xi,[A„{jL„pararaètres  des  trois  premiers  points,  seront, 
par  hypothèse,  respectivement  égaux  à  X^,  X;  Xj,  \  et  jx^  étant 
les  paramètres  de  la  quatrième  droite  et  du  quatrième  point, 
on  devra  avoir  identiquement 

aA\  -f  6X,  4-  (\  +  d  =  o 

aX^i  +  6X,  +  ^^2  -^  d=^o 

a^a*  +  6X3  +  cXs  -j-  d  =  o 

aX^\x^  +  bX^  +  ^^i  -\-  d  =  O 

Ces  quatre  relations  sont  homogènes  et  linéaires  en  a,  b, 
c,  d,  quantités  qui  ne  sont  pas  nulles,  simultanément;  donc 
il  faut  et  il  suffît,  pour  qu'elles  aient  lieu  à  la  fois  que  le 
déterminant  de  leurs  coefficients  soit  nul,  c'est-à-dire  que 
Ton  ait 


=  o 


Ce  que  l'oa  peut  écrire,  en  retranchant  les  éléments  de  la 
deuxième  colonne  de  ceux  de  la  troisième  : 


^1' 

K 

Al 

I 

>>.' 

K 

K 

I 

h' 

^, 

A. 

I 

hlJ-t 

^* 

(*« 

I 
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\' 

X,         0         il 

Xj*        X,        o        I 

X,*        X,        o        I 

^4}*»      X»    |x»  — X,    I 

l«  àéterminant  se  réduit  à  : 

V      h       I 

(h  - 1**) 

V      X,      I 

X,*        X,        I 

:=  O 


O 


Or,  le  deuxième  facteur  de  ce  produit  est  identiqucmenl 
égal  à  -  (X,  -  h)  (X.  -  X3)  (X3  -  X,) 

et  comme  on  suppose  X^  ^  X,  >  X,,  il  faut  que  Taulre  facteur 
soit  nul,  c'est-à-dire  que  Ton  ait  \  =  {jl^. 

Le  quatrième  point  et  la  quatrième  droite  sont  donc  cor- 
respondants, c.  q.  f.  d. 

Il  est  clair  que  la  démonstration  précédente  s'applique, 
sans  modifications,  à  deux  bases  différentes  dont  les  points 
sont  unis  chacun  à  chacun  par  une  pareille  relation,  et 
aussi  à  deux  faisceaux  différents  dont  les  rayons  satisfont  à 
cette  relation. 

Les  figures  présentant  la  correspondance  que  nous  yenous 
d'étudier  s'appellent  figures  projectives.  On  trouve  dans  les 
Leçons  sur  la  géométrie  de  Glebsch  une  autre  démonstration 
de  ce  principe  de  projectivité  ;  mais  celle  que  nous  venons 
d'exposer  nous  semble  plus  précise. 

Deux  figures  projectives  par  rapport  à  une  même  troisième  sont 
projectives  entre  elles.  —  Les  éléments  correspondants  de  la 
première  et  de  la  troisième  figure  ont,  en  effet,  môme  para- 
mètre; il  en  est  de  même  des  éléments  correspondants  de  la 
deuxième  et  de  la  troisième  figure  ;  ces  éléments  sont  donc 
aussi  correspondants  dans  la  première  et  la  deuxième  figure, 

comme  ayant  même  paramètre. 

(A  suivre.) 
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QUESTION  213 

§h»latloB  par  M,  Liégboir,  élève  au  Lycée  Saint-Louis. 


Soit  Véquation  à  coefficients  positifs. 

+  (—  i)PapX'n-i+  ... 

//  y  aura  des  racines  imaginaires  si  l'une  des  conditions  sui- 

m  — ^  I 
vantes  est  remplie,      a,  >  a* 


a,  > 


I  .  2  .  m 
(m  —  iXm  —  2) 
I  .  2  .  3  .  m* 


(m— i)(m  — 2)...(m  — p+i)^„ 

Œp    ^      „ 1 "*^ 

I  .  2  . . .  p  .  mP  -  ^ 
(Laurent.) 

Les  coefficients  a^,  a,,  ...  ap  étant  positifs,  le  premier 
membre  de  Téquation  proposée  ne  présente  que  des  varia- 
tions. La  transformée  en  «-«  a?  ne  présente  que  des  perma- 
nences. Donc  réquation  proposée  n'admet  pas  de  racines 
négatives.  Si  toutes  les  racines  sont  réelles,  elles  sont  posi- 
tives. Supposons  qu'elle  ait  toutes  ses  racines  réelles  et  soient 
tZ/^,  u[/|  ...  cCffi  ses  racines. 

On  a  a?i  +  ^«  +  •  •  •  +  ^m  =  «1 

Si  nous  considérons  x^,  a?,,  Xm  comme  ayant  une  somme 
constante  a^  le  produit  de  ces  m  quantités  sera  maximum 
quand  elles  seront  toutes  égales  entre  elles.  Le  maximum 


(a*  \"* 
) 


Or,  ces  quantités  ne  sont  pas  toutes  égales,  car  le  premier 
membre  de  l'équation  donnée  serait  le  développement  de  la 
puissance  m"«  d'un  binôme,  ce  qu'on  ne  doit  pas  supposer. 
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(ai  X** 
j 

quand  toutes  les  racines  sont  réelles. 
Si  l'on  avait  am  > 


iitr 


c'est  qu'il  y  aurait  des  racines  imaginaires. 

Prenons  maintenant  la  dériyée  d'ordre  m  —  p  et  égalons- 
la  à  zéro,  nous  aurons 
m(m  ^  i)  ...  {p  -\-  i)x  —  (m  —  i)(in  —  2)p  a^  oîP  -  <  +  . . . 

+  ( Op  (^  —  p)   .  .  .   2    .    I    .   fly  =  o 

Cette  équation  ne  peut  ayoir  de  racines  négatives.  Si  elle 
arait  toutes  ses  racines  réelles,  elles  seraient  positives  et 
Ton  aurait, 

I  .  2  . . .  p  /      P      \^ 

op  — : ^ : — ' ; — r  <  1  — - —  )  op 

'^  m{m  —  i)...(w  —  p+0        \fn  —  p/      i 

^   fm—  i)  ...  (m  — p-f  i) 

ou  a»  < i^ ^— ï — -  ajp 

'^  I  .  2  .  p  .  mP  -  ^ 

Si  donc  l'on  a 

(m —  i)  ...  m  —  (p+  i) 

'^  I  .  2  .  . . .  p  .  mP  -  ^ 

c'est  que  l'équation  a  des  racines  imaginaires. 

Puisque  /«  -  f>  =  o  a  des  racines  imaginaires  4/""»  -  />  4-  « 

=  o  a  aussi  des  racines  imaginaires  et  ainsi  de  suite  en 

remontant  f{x)  a  des  racines  imaginaires. 

Si  nous  faisons  p  =  2,  nous  aurons 

m  —  I 

n,  >  aj 

I  .  2  ...  m      ^ 

Si  nous  faisons  p  =  3,  nous  aurons 

(m—  i)(m—  2)      , 
I  .  2  .  3  .  w*        * 

Nota.  —  A  résolu  la  m^me  question  :  M.  du  Motel,  du  lycée  Saint-Louis 
Idasse  de  M.  Lucas). 


—  88  — 


QUESTION  226 

fSolatlon  par  M.  Le  Pont,  élève  du  Lycée  Saint-Louis 

[classe  de  M.  E.  Lucas). 


Démontrer  que  si  Von  a  In  relation 

(fl)'^'+(gm)"^+(hii)'  =o. 
les  deux  coniques         fyz  -|-  gzx  +  hxy  =  o, 

\'ïx~-f  v^  -|-  \^=  o. 
sont  tangentes.  Trouvei*  les  coordonnées  de  leur  point  de  contact. 

Les  équations  des  tangentes  aux  deux  coniques  au  point 
X,  Y,  Z,  sont 

X(J3  +  hy)  +  Yihx  +  fz)  +J(fy  +  ff^  =  o, 

si  y  m  \  n 

X  IL   +  Y-!^  +  Z-1^  =  o. 

Sx  Yy  yz 

Idenlifiant  ces  deux  équations,  nous  aurons  les  égalités 
x[qz  -j-hy)    __    y(hx  +  fz)    __     z(fy  +  gx) 

Six  ylmy  ynz 

ou  /yg^  _   gzx    ^    hxy^ 

yix  l/iny         Ynz 

ou  en  divisant  par  xyz 

xsix  2/Vmt/        zSnz 

fl        gm       hn 

3  T  ^ 

(te)*  (wij/)*^  ('^^)'^ 


ou 


par  suite  i[^  ^  i^  ^  iJ!^ 

Ylx  >lmy  y/nz 

et  comme  vlr  +  ^^ny  -|-  r  ^^  =  o» 

».  j-  .»- 

on  a  aussi       (/7)^  -}-  (gmy  -|-  (/m) *  =  o. 
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Les  coordonnées  du  point  de  contact  sont 

f  9  h 

i  tn  n 

Nota.  —  M.  Simon,  élève  du  lycée  Saiot-Louis  (classe  de  M.  Lucas),  a 
résolu  également  cette  question. 


QUESTION  265 

Siolatloii  par  M.  Vbhnay,  du  Lycée  de  Lyon. 


[X  T»      r  y  n»» 

unpoint  M  rfe  celle  courbe  une  tangente  qui  rencontre  les  axes  de 
^ordonnées  en  A  et  B.  On  achève  le  rectangle  ayant  pour  côtés 
OA  et  OB;  soit  M'  le  sommet  opposé  à  0,  On  propose  de  trouver 
le  leu  décrit  par  M'  qtuind  M  décrit  la  courbe  donnée. 
Cela  fait,   on  projette  un  point    quelconque  de  la   courbe 

[yJ  +  I  "b" J  ~  '  *^''  ^^*  ^^^  en  C  e/  D  ;   on  joint  CD  : 
trouver  immédiatement  Venveloppe  de  CD. 

Soit  M(a;',y')  un  point  de  la  courbe  j  —  |-f-r-|-l=:  i    (i). 
Ce  point  satisfait  à  la  relation 

[vr+[4r='       <')• 

La  tangente  en  ce  point  est h  ^ —  =  i . 

En  faisant  y  =  o      puis  a?  =  ç,  on  obtient  les  coordon- 

!a^ 
x=     ,^_^ 
6"» 

Klirainons  x  et  y  entre  les  équations  (1)'  et  (i)  on  a  pour 
ïieu  du  point  M'. 
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2®  On  considère  la  courbe  —  1  "l~  I  "^  I  =  i  ®^  <^^  Pro- 
pose de  trouver  Tenveloppe  de  CD.  C'est  le  problème  précé- 
dent renversé.  On  connaît  Téquation  (3)  et  il  s'agit  d'en 
déduire  l'équation  (i). 

On  voit,  en  posant  p  =  ,  d'où     m  =  — ^ — ,  que 

m  —  I  p  —  I 

l'enveloppe  cherchée  a  pour  équation 

p  ,        P 

0 


[f?-'+[T]'-'  = 


y 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question:  MM.  Gilly,  à  Montpellier;  Canlol, 
à  Nancy;  Boudénes,  à  Grenoble;  Baron,  lycée  Henri  ÎV. 


QUESTION  271 

^latlon  par  M.  ândrieux,  élève  du  Lycée  de  Rouen. 


Trouver  le  coefficient  du  terme  en  xP  dans  le  développement 
suivant  :         (  i  -|-  x  -|-  x'  -J-  x**  -}-...  x°  -  ^)*. 

Supposons  d'abord  que  ce  terme  se  trouve  entre  i  et  rrP-^ 
on  a  à  faire  le  produit 

I  -f  (T  -|-  a?"  +  a?'  +  .  .  .  -{-  xP  +  .  .  .  +  ^  "~  ■* 

I  +  ^  -j-  ^'  +  ^'"^  +  •  •  .  -j-  ^P  +  •  •  .  -j-  ^'^  "  '• 
on  multiplie  les  termes  de  la  première  ligne  successivement 

par  ceux  de  la  seconde  ;  considérons  le  terme  en  xP  . 

Tous  les  termes  de  la  seconde  ligne  compris  entre  i  in- 
clusivement et  xP  en  donnent  chacun  un  qui  résulte  de 
l'addition  des  exposants  pour  former  p,  ainsi  i  en  donne 
un  multiplié  par  arP  ,  ce  en  donne  un  multiplié  par  xp  -  ^^ 
X*  par  xP  -  *  et  ainsi  de  suite  ;  or  comme  il  y  a  p  +  ^  termes 
le  coefficient  de  xp  est  (p  +  i).  Il  n'y  a  que  les  termes  qui 
ont  des  exposants  inférieurs  à  p  qui  puissent  donner  xP  par 
une  multiplication,  puisqu'on  ajoute  les  exposants  et  cha- 
cun ne  peut  en  donner  qu'un,  car  avec  un  nombre  donné 
il  n'y  a  qu'une  manière  d'avoir  p. 


—  M  — 

Supposons  maintenaM  que  le  terme  en  xp  soit  en  dehors 

de(i  +.X+  .  .  .  +ir«  -  ^). 


-f-  .  .  .  .  +  iKP 


1  -f-  a:  -|-  oc»  +  .  .  .  -f-  a?»  —  -i 

Si  on  ne  considérait  pas  le  développement  jusqu'à  x"  -  ^ 
le  coefficient  de  xP  serait  p-^  i  ;  mais  dans  le  cas  qui  nous 
occupe  le  coefficient  est  trop  fort,  car  on  a  ajouté  en  trop  des 
termes  qui  résultent  de  la  multiplication  des  (p  -|-  i  —  n) 
premiers  termes  de  la  seconde  ligne  par  les  (p  -|-  i  —  n) 
termes  de  la  première  qui  suivent  x^  -  ^  ei  dés  (/)  +  i  —  n) 
derniers  termes  de  la  première  ligne  par  les  (p  -|-  i  —  n) 
premiers  termes  de  la  première  ligne,  donc  le  coefficient  de 
xP  est  p  +  2  —  3(^P  +  I  —  n):=  2n  —  (p  +  i). 

n  faut  évidemment  que  xP  se  trouve  dans  les  n  termes  qui 
suivent  as"  -  ^  sans  quoi  il  n'y  aurait  pas  de  termes  en  ûcp 
dans  le  développement. 


QUESTION   274 

Solaiion  par  M.  Gino>Loaia,  à  Mantoue  (Italie). 


ê 

Etant  donné  rare  2a,  effectuer  la  somme  S  déterminée  par  la 
formule 

S  =  3  -f-  sin*  a  -}-  cos*  a  +  sin^  a  -j-  cos^  a  -|-  ... 

-|-  .çm*°  a  -|-  cos^^  a  -j-  ... 

La  série  donnée  peut  s'écrire 

S  =  I  -)-  sin*  a  +  sin*  a  +  sin«  a  -f  . . ,  sin»»  a 
-f-  I  +  cos*  a  -f-  cos*  a  -f-  cos*  a  +  . . .  cos»*»  a 

^„  c  ï  I  '  sin'  a  +  cos'  a 

ou  S  = =  ■ 

i  —  sin'  a  I  —  cos*  a  sin'  a  .  cos'  a 

d'où  S  = r-T^ ; —  =  4  cofléc'  2a. 

4  sin'  a  cos'  a 

XûTA.  ~  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Boulogne,  de  Lille;  Joly,  de 
Tartes;  Dagaillon.  du  lycée  Henri  IV  (classe  de  M.  Macé  de  Lépinay.] 
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QUESTIONS   PROPOSEES 


ICathématicnies  élémentaires. 

299.  —  Tout  triangle  dans  lequel  les  rapports  du  péri- 
mètre aux  diamètres  des  trois  cercles  ex-inscrits  sont 
exprimés  par  des  nombres  entiers  est  rectangle.  Dire  la 
forme  de  ce  triangle.  (Geoffroy.) 

300.  —  On  donne  dans  une  circonférence  0  une  corde 
CD  et  un  diamètre  AB.  Déterminer  un  point  M  sur  la  cir- 
conférence, de  telle  manière  que  les  lignes  MG  et  AID 
déterminent  sur  le  diamètre  AB  des  segments  OH  et  CI 
dont  le  rapport  soit  égal  à  un  rapport  donné.        (Delpit.) 

301. —  Construire  un  triangle  connaissant  un  angle,  la 
médiane  et  la  bissectrice  partant  du  sommet  de  l'angle. 

(Desmons.) 

302.  —  Étant  donné  un  segment  de  cercle  ACB,  C  étant 
le  milieu  de  l'arc  du  segment,  on  décrit  sur  les  droites  AC 
et  BC  des  circonférences  qui  se  coupent  sous  un  angle  égal 
à  Tangle  dont  le  segment  est  capable.  Quel  est  le  lieu  du 
point  de  rencontre  M  de  ces  circonférences?    (Desmons.) 

303.  —  On  donne  un  cercle,  et  un  point  fixe  P,  intérieur 
au  cercle.  On  demande  :  i^  quel  est  le  lieu  des  points  symé- 
triques du  point  P  par  rapport  aux  quadrilatères  inscrits 
ABGD,  dont  les  diagonales  sont  rectangulaires  et  passent 
par  le  point  P;  2®  quel  est  le  lieu  des  -sommets  des  quadri- 
latères obtenus  en  menant  parles  sommets  des  quadrilatères 
ABCD  des  parallèles  aux  diagonales.  (Desmons.) 

304.  —  On  donne  deux  cercles  0  et  0',  et  on  mène  une 
sécante  SAA'  par  un  centre  de  similitude  S.  Par  les  points 
antihomologues  A  et  A',  on  mène  les  rayons  OA  et  O'A'  qui 
se  coupent  en  I,  de  même  les  tangentes  respectives  AH, 
AH,  qui  se  coupent  en  H.  On  joint  SH  et  SI,  S'  étant  \o 
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second  cenire  de  slmililude.  On  demande  le  lieu  da  point  de 
rcûconlre  des  droites  SH  et  SI.  Si  Ton  prend  pour  centre 
d'inversion  le  point  S  et  pour  module  d'inversion  un  module 
lel  que  chaque  circonférence  se  change  dans  l'autre,  on 
demande  quelle  est  la  figure  inverse  de  Taxe  radical  des 
deux  cercles.  (Desmons.) 

305.  —  On  donne  un  cercle  0,  et  par  le  centre  de  ce  cercle 

on   mène   deux    rayons  rectangulaires   OA   et  OB;  par  les 

extrémités  de  ces  rayons  on  mène  deux  droites  parallèles  à 

deux  directions  fixes  et  rectangulaires.  Ces  deux  droites  se 

coupent  en  un  point  I  dont  on  demande  le  lieu  lorsque  le 

système  AOB  tourne  autour  du  point  0. 

(De  Longchamps.) 

306.  —  Par  le  sommet  A  d'un  triangle  isoscèle  ABC,  on 
mène  une  sécante  AL  ;  on  prend  le  symétrique  M  du  point  C 
par  rapport  à  la  droite  AL,  et  on  mène  la  droite  BM,  qui 
coupe  AL  en  P.  Lieu  du  point  P  lorsque  AL  tourne  autour  du 
poin  t  A .  (Malloizel,  ) 

Mathématiques  spéciales. 

307.  —  Former  les  dérivées  successives  de  la  fonction 


l^x^ 


y  =  e^ 

a.  Etablir  que  la  dérivée  d'ordre  n  est  égale  au  produit 
de  la  fonction  elle-même  par  un  polynôme  entier  en  a;,  P» , 
du  degré  n; 

b.  Démontrer  que  entre  les  divers  polynômes  P  existent 
les  relations  suivantes  : 

Pu  =  P'n  -  i  +  «^P«  -  1 

P'n  =  naPn  -  i 
Pn  -  1  —  axPn —  nàPn  -  i  =  G. 

P"n  +  aœP'n  —  ndP  =  o  ; 

c.  Démontrer  que,  si  a  est  négatif,  Téquation  P,»  =  o  a 
toutes  ses  racines  réelles; 

d.  Former  le  polynôme  Pn ,  en  se  servant  de  la  troisième 
relation. 
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308.  ^  a  el  6  étant  deux  quantités  réelles,  on  considère 
la  fonction  î/  =  (^ —  ay^{x  —  6)**; 

On  demande  combien  Téquation  obtenue  en  égalant  à  zéro 
la  dérivée  m^^  de  t/  a  de  racines  réelles. 

309.  —  Étudier  la  série 

310.  —  Sur  une  corde  AB  de  Tellipse  comme  diamètre,  ou 
décrit  un  cercle  qui  coupe  Tellipse  en  deux  autres  points 
C  et  D.  On  demande  le  lieu  des  points  M  oîi  les  sécantes 
communes  AB  et  CD  se  rencontrent,  lorsque  AB  se  meut 
parallèlement  à  elle-même. 

311.  —Par  l'un  des  foyers  d'une  ellipse,  on  mène  deux 
cordes  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués,  et  coupaul 
la  courbe  en  A,  A',  d  une  part,  en  B,  B'  d'autre  part  ;  dé- 
montrer que  la  somme  AA'  -|-  BB'  est  constante,  et  trouver 
sa  valeur. 

312.  —  On  considère  une  ellipse  et  le  cercle  lieu  des 
sommets  des  angles  droits  qu'on  peut  lui  circonscrire.  Par 
un  point  P,  extérieur  à  l'ellipse,  on  mène  les  deux  tangentes 
PA  et  PB  à  l'ellipse.  On  prolonge  la  corde  des  contacts  AB 
jusqu'à  sa  rencontre  en  G  et  D  avec  le  cercle.  Faire  voir 
analytiquement  et  géométriquement  que  les  angles  CPA, 
BPD  sont  égaux. 


BIBLIOGRAPHIE 


LfiçoNS  d'algèbre  ëlémentairb,  par  M.  Vacquant,  inspecteur  géttérat  do 
l'instruction  publique.  —  3*  édition,  —  Paris^  librairie  Delagrave, 

Les  leçons  d'algèbre  dont  nous  signalons  aujourd'hui  une  nouvelle  édition,  ont 
pris  rapidement,  par  suite  de  leurs  qualités,  place  parmi  le.i  meilleurs  traités 
classiques  que  nous  possédions  actuellement,  dépendant,  les  exigences  des  cxa> 
mens,  et  principalement  des  programmes  de  l'école  Saint-Cyr,  faisaient  désirer 
plus  de  développement  pour  certaines  questions;  aussi  voyons-nous  avec  plaisir 
la  nouvelle  édition  complétée  par  l'étude  de  théories  très  souvent  demaadées 
dans  les  examens,  présentées  ici  avec  un  degré  de  rigueur  qui  n'exclut    pus 
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tependant   une   ex|>ositioii  très   élémentaire,  mise  à  la  portée  de  toas  les 

éièT6  qui  Teuleat  travailler  avec  an  peu  d'attention.  Nous  citerons  plus  parti- 

coliènfflait  : 
Us  eondilions  |K>ur  qu'un  polynôme  soit  identiquement  nul,  ou  pour  que 

deax  polynômes  soient  identiques  ; 
Les  Taleurs  d'une  expression  algébrique  qui  prend  des  formes  illusoires  ; 
La  discussion  des  formules  qui  permettent  de  résoudre  un  système  de  trois 

équtioDS  à  trois  inconnues  ; 
L'élude  de  la  variation  de  la  firaction  du  second  degré; 
La  recherche  des  maxima  et  q^inima  par  la  méthode  des  coefficients  indéter- 
minés. 

!(oas  avons  la  certitude  que  cet  ouvrage,  étudié  avec  soin  par  les  élèves  de 
floathématîqaes  élémentaires,  qui  se  préoccuperont  de  faire  les  exercices  gradués 
pn)p(»és  à  la  fin  de  chaque  chapitre,  les  mettra  en  état  de  comprendre,  et  de 
poDvoir  résoudre  la  plus  grande  partie  des  difficultés  que  peut  présenter  un 
examen,  de  la  force  de  ceux  qu'ils  ont  à  subir. 


Elêxents  de  GéoMÉTaiE,  suivis  d'un  complémem,  par  M.  Amiot.  —  Nou- 
velle édition  revue  et  augmentée  par  M.  Vlntéjoux,  professeur  au  Lycée 
Saint-Lows.  —  Paris,  librairie  Delagrave. 

Le  succès  légitime  obtenu  par  l'ouvrage  de  M.  Âmiot  nous  dispense  d'en 
laire  Téloge.   Il  est  probable  cependant,  que  l'auteur  ne  lui  aurait  pas  laissé, 
dans  ses  diverses  éditions,  constamment  la  même  forme,  et  qu'il  aurait  apporté 
dans  la  rédaction,  les  modifications  exigées  par  les  changements  mêmes  qu 
s'introduisent  peu  à  peu  dans  renseignement  de  la  géométrie.  11  était  difficile 
«le  teater  de  se  substituer  à  l'auteur  primitif,  et  de  changer  son  œuvre,  sans 
craindre  d'en  modifier  l'esprit.  C'est  ce  qu'a  lait  M.  Vintéjoux,  avec  grand 
suceès.  Nous  signalerons  en  particulier  son  cinquième  livre,  dans  lequel  il  gé- 
néralise déjà  les  questions  sur  la  droite  et  le  plan  dans  l'espace.  La  partie  la 
plus  importante  de  cette  nouvelle  édition  est  certainement  l'introduction,  dans 
le  complément,  de  quelques-unes  des  théories  qui  forment  ce  que  l'on  appelle 
encore  géométrie  moderne,  telles  que  les  Iransveraales,  les  axes  radicaux,  la 
division  harmonique  et  l'inversion.  Ces  diverses  théories  devraient  être  main- 
tenant couramment  enseignées  en  mathématiques  élémentaires.  Déjà,  dans  le 
corps  de  l'ouvrage  l'auteur  a  donné  plus  de  développements  que  ne  l'avait  fait 
M.  Amiot  dans  les  éditions  précédentes  aux  figures  homothétiques  à  deux  et 
trois  dimensions,  à  la  symétrie  et  aux  propriétés  métriques  des  figures  planes. 

La  lecture  do  cet  ouvrage  nous  fait  vivement  désirer  de  voir  le  professeur, 
qui  a  si  bien  interprété  la  pensée  de  M.  Âmiot,  reprendre  et  compléter  un  autre 
ouvrage  du  même  auteur,  maintenant  introuvable,  les  Leçons  nouvelles  de  Géo- 
mélrie,  où  précisément  M.  Amiot  avait  étudié  au  point  de  vue  des  élèves,  les 
théories  qui  constituent  la  base  de  la  géo.nétrie  moderne.  Il  nous  semble  qu'en 
faisant  entrer  dans  cet  ouvrage  les  modifications  que  le  développement  de  la 
géométrie  a  rendues  nécessaires,  on  pourrait  en  faire  une  bonne  introduction  à 
Tétude  de  la  géométrie  supérieure. 


£x£BCJCES  £T  PROBLÈMES  D'ALGisRB,  par  M .  VEAut»  professeur  à  V école 
cantonale  à  Lausanne.  —  Secitnde  partie.  -^  Paris,  lil>rairie  Gauthier^Villars, 
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Cet  ouvrage,  dont  nous  avons  signalé  autrefois  la  première  partie  comprend 
des  exercices  sur  les  radicaux,  les  équations  du  second  degré,  le  binùine  et  \ei 
déterminants.  Les  exemples  numériques  y  sont  très  nombreux  ;  les  système» 
d'équations  simultanées  pressentent  i)arfois  des  diflicultés  dans  leurs  solutions. 
Nous  devons  dire  que  nous  aurions  aimé  voir  dans  ce  recueil  un  nombre  plu« 
considérable  de  problèmes  proprement  dits,  et  surtout  de  ces  problèmes  si 
intéressants,  tant  par  eux-mêmes  qu'au  point  de  vue  des  examens,  de  Tappli- 
Ciition  de  l'algèbre  aux  questions  de  géométrie.  L'ouvrage  aurait  ainsi  mieux 
réi)ondu  aux  besoins  de  notre  enseignement  en  France. 

A.  M. 


ERRATUM 


La  question  "iHl  doit  cire  rectiliéc  comme  il  suit  : 
Résoudi-e  le  système 

1  I  I 


au-  —  by  —  1  by  —  ax  —  i  ad'  -]-  l^y  —  i 

bx  -t-  flj/  =  m. 

D  ins  le  numéro  de  Janvier,  pnge  8,  ligne  9,  au  lieu  de ,  il  faut  lii-e  — 


AVIS 


Nous  n'avons  pas  reçu  la  solution  des  questions  n*'  ii7.  i33,  â36,  i37,  i41. 
246,  ii7,  262.  ^'ous  prions  nos  lecteurs  de  nous  les  envoyer;  nous  les  prions 
aussi  de  nous  envoyer  les  questions  du  buccalaui'éat  données  aux  sessions  de 
Juillet  et  de  Novembre. 


Le  Rédacteur-Gérant. 
J.  KOEHLER. 


miMilNRKlK  CKNTRALB  DES  CHKMI.'VS  DK  FKIi.   —    A.  CIIAIX   LT  C'S 
RUK    BKRCRKIÎ,  20,  A  PARIS.  —  990-1 
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NOUVELLE   METHODE 

POUR  LB  CALCUL 

DU  RAPPORT  DE  LA  CIRCONFÉRENCE  AU  DIAMÈTRE 

Par  Mi.  €ieoittojf 

Répétiteur  à  i'ÉeoIe  Centrale,  Professeur  aa  Collège  Chaptal. 

{Suite,  T.  page  49.) 


Nous  ayons  exposé,  précédemment»  une  méthode  permet- 
tant d'obtenir  par  des  considérations  élémentaires,  le  déye- 
loppement  du  nombre  ic  en  série  convergente.  Nous  nous 
proposons  d'établir,  par  des  considérations  du  même  ordre 
d'autres  expressions  en  série  de  la  valeur  de  ?c. 

Supposons  qu'on  ait  partagé  le  rayon  OB  =  1,  d'une  cir- 
conférence, en  n  parties  égales, 
et  qu'on  ait  mené  par  les  points 
de  division    des  parallèles  au 
rajon  OA  perpendiculaire  à  OB. 

Nous  aurons  divisé  ainsi  l'arc 


it 


1 

v^^^^^« 

0 

X               * 

^^\< 

/               ' 

Ji 

J 

yy 

jf 

/ 

/^ 

jL' 

j 

y 

~j 

1                         0 

1 

■Tt 

AB  de  longueur  —  en  n  divi- 
sions inégales.  Les  cordes  telles 
que  CD  soutendant  ces  n  arcs 
forment  une  ligne  polygonale 
irréguliëre  inscrite,  de  longueur 

P,  qui  tend  vers  —  à  la   limite,    c'est-à-dire    lorsque    le 

nombre  n  augmente  indéfiniment.  Soit  EF  la  division  du 
rayon  OB,  correspondant  à  l'arc  CD.  —  En  menant  01  per- 
pendiculaire à  CD,  IH  perpendiculaire  à  OA,  et  enfin  CG 
parallèle  à  FEnous  avons,  en  raison  des  triangles  semblables 

CDG  et  OIH  ^  ^^ 


CD 


01 


MOUUL  OB  KATH.  1881. 
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et  comme  CG  =  EF  on  aura 

,.       EF  ,.       OH  FD 

hm  -gg.  =  hm  ^  =  — 

BF 

par  conséquent  lim  CD  =  lim    ^ 

or  EF  = =  — 

n  n 


et  FD 


=  v/odC*'of^^  =  )/i-4 


en  appelant  p  le  nombre  des  divisions  comptées  de  0  en  F. 
On  aura  donc  : 


lim  CD  î=       ■"■  '    ■ "*■" 


11m 


=  lim 


Par  coliséqueiil;  le  périmètre  P  étant  la  somme  des  élé- 
ments tels  que  CD,  on  aura 

CD  =  -i=  +  -=L=  +    ■ 

•  Vn«  Vn'  —  I        yn*  —  2» 

+  ...  +    .  '  , 

/„«  _  (n  —  i)« 

et  éohime  —  est  la  limite  de  P,  on  aura 
2 

^  =  lim  [—  +  ;^  +  7^f=."^  •••+7^ 

+  >>>  +  ^      '        I 

Vn«  — (n  —  i)«  J 

développement  en  série  de  la  limite  précédente. 
Nous  pouYons  écrire  : 

'        =:(n«-p»)-T 


on  sait  qu'on  a 
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J_  -L  -L 

I  I      •     Z 

-L  -L  J. 

2        2        2 

+     1,2.3^'^"^+-' 

2      p'       ,        2        2         p* 


—  4-  — -=^  +  -^ 

n  in'  I   . 

I      3      5 


2      n* 


j^      2        2        2  P*    _i 

"*"     1.2.3     V+  *•• 
Nous  pouYODS  donc  écrire,  en  développant  successivement 
chaque  terme  de  la  quantité^entre  crochets 


I 
n 

I 

1 

1      3 

I 

-T  + 

2 

I 

^  + 

2        2 

1 

n» 
5 

m 

Kn«—  I 

I     .    2 

I      3 

• 

I 

+  ■ 

2        2 

1.2. 

I      3 

2 

3 

I 

+  ••• 

1 

=  T  + 

2 

I 

2        2 
1     .    2 
I         3 

2* 

n» 
5 

Vn*  —  2* 

■ 

+  • 

2        2 
1.2. 

2 

3 

2» 

n' 

+  ... 

i            m             m            k 

I 

I        3 

I 

=  V  + 

2 

I 

2        2 
I     .    2 

1         3 

n» 
5 

Vn«  —  p« 

* 

• 

+ 

é        •         •         • 

2        2 

1.2. 

•     •     •     1 

2 

3 

»      • 

p. 

■      • 

'-j-     •  .  i 

.       •      •     • 
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I  _     '      I      ^    ('^ — ^)*  _L     ^      2     (n — i)* 

V^n>  —  (n  —  0«  ""  "^  ^         ^'  I  •  2  n» 

_L  A  J» 

,2        2       2       (n  —  0*  j^ 

"^     1.2.3  n^         ^••' 

En  ajoutant  ces  égalités  membre  à  membre,  on  obtient,  à 

la  limite 

[I  3 

.         I       S,               2  2        S4 

2     n*            1  .  2     n* 


+ 


J-  -L  J. 
222 


1.2.3      n' 

En  désignant  par  S^,  S4,  S^,  etc.  La  somme  des  puissances 
semblables  des  nombres  entiers  de  i  à  n  —  i,  inclusive- 
ment, l'exposant  de  la  puissance  étant  marqué  par  Tindice. 
Or  nous  avons  démontré  précédemment  les  égalités  : 

*°^    n*  ~   3  *"^  ^  "~  5 

lim  — 5-  =  —  etc.  . . . 
n'  7 

En  remplaçant  dans  Texpression  de  — ,  il  viendra  : 
-1-  J- J-  J-  -L  -L 

ir     ,         2  ^|22  1,222  I 

T  ""    '   "^  r  T"*"       1.2      1""'"       1.2.3       "^ 


1357 


/ 


,  2       2        2       2         1 

+    5 r  •  •  • 

1.2.3.4        9 

on  retrouve  la   forme  ordinaire  donnée  à  cette  série  dans 
les  traités  de  calcul  intégral  : 

^    j I 1 ,1.3    II.  3.  5      I 

2  '"2     3'2.4    5'2.4.6'7" 

2.4.6.8    9 
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Autre  expression  du  l'apport  de  la  circonférence  au  diamètre. 

Au  lieu  de  considérer  la  circonférence  comme  la  limite 
dane  ligne  polygonale  irréguliëre  inscrite,  nous  considére- 
rons la  surface  du  cercle  comme  la  limite  de  Taire  d'un 
polygone  irrégulier  inscrit. 

Supposons  le  rayon  0A=  i,  partagé  en  n  parties  égales, 
menons  par  les  points  de  division 
des  ordonnées  que  nous  désigne- 
rons successivement  en  partant  du 
point  0,  par  t/o,  t/i,  î/,.  etc.,  y»  -  <  ; 
rindice  exprimant  le  nombre  des 
subdivisions  du  rayon  comptées  du 
point  0,  au  pied  de  l'ordonnée  cor- 
respondante. 

Evaluons  la  somme  des  surfaces 
àts  trapèzes  obtenus  en  joignant 
les  extrémités  de  ces  ordonnées  ;  la  limite  de  cette  somme, 
lorsque  n  augmente   indéfiniment,   nous  donnera  l'aire  du 


X 


quart  de  cercle  de  rayon  i ,  c'est-à-dire  la  valeur 

Les  trapèzes  successifs  ont  pour  hauteur  commune  une 

diyision  du  rayon,  soit  — ;la  somme  des  surfaces  S,  de  ces 

n 

trapèzes  est: 


=t[ 


yp  +  Vi    I    yi  +  y«   I    yi  +  y^    , 


.      yn^i  +  yn-i      .      yn--i   -h  o 


ou 

s 


] 


=  -^[-^  +  yi  +  y»  +  y»  +  •  •  •  +y»  -  »  +  y»  -  *  ] 

CalcnloDS  une  ordonnée  de  rang  quelconque  j/p  on  a  : 


yp 


Vp 


=  ii-v/^ 


p* 
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par  suite  : 

S  =  -i-p  +  Vi*  —  I  +  V»'  —  3*  +  V«'  —  3»  +  ... 

Développons  en  série  le  terme  général  de  la  parenthèse, 

c'esUà-dire  y^*  —  P*  • 
On  a 


yn*  —  p*    =  (n*  —  p*)  a  ==  n  — 


I 

3 


I 


2 

2 


p6 
7l3 


I 
2 


I 

2       p* 

I      n 

i i_  2. 

2  2  2 


2 


fis 


—  etc. 


1.2.3  71^  1.2.3.4  **' 

Appliquons  cette  formule  à  tous  les  termes  de  la  paren- 
thèse nous  aurons  : 


S  = 


n' 


n 

2 

I 

I     I 

I 

I       3 

2 
n 

I 

I 

2    2 

I 

2 

2       2 

I 

n 

I  .  2 

n^ 

I 

.2.3 

jc        •  •  • 

I 

I     I 

I 

I     3 

2 

n 

2 

2» 

2    2 

2* 

2 

2    2 

2* 

n 

I  .  2 

n« 

I 

.2.3 

n*    ••• 

.   .   •   •   1 

I 

1   • 

•      « 

•   • 
I     I 

•   •    • 

>     • 

• 
I 

.       •       • 

I     3 

2 

p« 

2    2 

p* 
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En  multipliant  la  quantité  entre  crochets  par — ,  et  en 

ajoutant  par  colonnes  yerticales  on  obtient  : 

I  I      I 

n  —    I  I  2         S^  2        2         S4 

n  2n  in"  i   .  2      n' 

1  I      3  I       I      3      5 

2  2      2       S*  2.2.2.2      S* 


1.2.3      n'  1.2.3.4     *** 

Sjt  S4,  S^;  ayant  le  même  sens  que  précédemment.  En  passant 
à  la  limite,  c'est-à-dire  en  faisant  croître  n  indéfiniment»  on 

pourra  remplacer — j-i— 7*  etc.,  parleurs  limites  -7-,  — ,  etc. 

on  aura,  &  la  place  de  S  la  valeur  — du  quart  de  cercle;  don 

4 
I  II  I  I         3 


21  221  2         221 


2     2      I 
1.2       5 

i.  —  —J. 
2222 


7 


1 

« etc. 

1.2.3.4      9 

OQ  en  multipliant  les  deux  membres  par  2 

-X  II  2         1  2       2  1 

2  i3  1.25  1.2.37 

-L  J-  A  -L  J-       J-         «Z. 

222  222*2  1 


^^ . •  •  eic. 


1.2.3.4  1.2.3.4.5       II 

En  calculant  les  huit  premiers  termes,  on  trouve  : 

—  =  ï>579g  ...  au  lieu  de  1,5707  . . .  valeur  véritable. 

Nous  croyons  que  cette  derniî^re  formula  est  nouvelle. 
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APPLICATIONS  DE  LA  TRIGONOMÉTRIE 

Par  M.  Gino-I^rla 

(Suite,  voir  p.  62.) 


7. 


(R)  Les  bissectrices  des  angles  A,  B,  G,  d'un  triangle 

coupent  le  cercle  circonscrit 
aux  points  A^,  B^,  C^.  Calculei^ 
les  côtés,  les  angles  et  Vaire  du 
triangle  A^B  fil  en  fonction  des 
éléments  du  triangle  ABC. 

L'angle  A^  (fig.  4)  est  me- 
suré par  la  demi-somme  des 
deux  arcs  ABj,  kC^;  comme 

AB.  =  — AG  et  AG,  =— AB 

2  2 

Taugle  A^  sera  égal  à  la  demi- 
somme  des  angles  B,  G.  Nous 


aurons  donc  A^  = 
De  même    Bj  = 


TT 


-(B  +  C)  =  -- 


A. 


2  2 


G,  =  — --^G. 

2  2 


En  appelant  a^  6i,  q,  les  côtés  du  nouveau  triangle,  nous 
ai  6i  Cl 


aurons 


d'oli 


=  2R. 


cos  —  A 

2 


cos  —  B 

2 


cos  —  G 

2 


c 


a.  =  2R  cos  — A;     b*  =  2R  cos  — B;     c*  =  2R  cos  - 

2  2  z 

et,  si  Si  est  la  surface  du  nouveau  triangle,  ou  aura 

S.  =  4R'  cos  — A  cos  — B  cos  — G. 

2  2  2 

Remarque.  —  Le  triangle  ayant  pour  sommets  les  points 
de  rencontre  des  bissectrices  extérieures  des  angles  du 
triangle  avec  le  cercle  circonscrit,  est  égal  au  précédent: 
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8.  —  CR)  Étant  donné  un  triangle  drconscni  à  un  cercley  on 
désigne  par  A|,  B^,  C^^  les  points  de  contact  sur  les  côtés  BC, 
CA,  ÂB;  on  propose  de  calculer  les  côtés,  les  angles  et  la  sur^ 
face  du  triangle  A^Bfi^  en  fonction  des  éléments  du  triangle 
ABC. 

Posons  (fig.  2)  :  Bfi^  =  O4  ;    C^Ai  =  6^  ;    A^B^  =  Cj. 
Du    triangle    isoscèle    AB^C^    on 

lire  (*) 

flj  =  2(p  —  a)  sin  — A. 
De  même 

bi  =  2(p  —  b)  sin  — B  ; 

Cj  =  2(p  —  c)  sin  — C. 

Pour  calculer  les  angles,  considé- 
rons les  triangles  ABjCi,  BC^Ai, 
Câ,B,;  nous  en  tirerons 

.  •*«.  ^          .  ^  -^          ^  ~""  ■**■ 
ABjCi  =  AGiBi  = ; 

BCjAj  =  BAiGi  =  ''~      ;     CA,Bi  =  CBi  A»  = 

Je 

Par  conséquent, 


w 


—  c 


Ai  = 


—  A 


Bi  = 


X 


■)= 

—  B 


—  A         7c  — B  \  _  A  +  B  _   ^— C 
22)  2  2 


2  2 

En  appelant  S^  l'aire  du  nouveau  triangle,  et  en   nous 
rappelant  que 

a,  =  2r  cos  —  A,        6.  =  2r  cos  —  B 

2  2 

on  aura   S,  =  2r*  cos —  A  cos  —  B  cos  —  G 
*  222 

Si  ou  veut  Si  exprimée  au  moyen  des  côtés  on  trouvera 

4  s» 


s»  = 


(a  -(-  6  4-  c)  abc 


(*}  DesboTeà,  Questions  de  Trigonùméirie  recliligne,  ^'^  éd.,  p.  221. 
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9.  —  Étant  donnés  un  trianjle  et  un  des  cercles  ex-inscrits, 
on  désigne  par  Aa  Ba  Ca  les  points  de  contact  sur  les  côtés 

BC,  CA,  AB.    On  demande  de 

calculer  les  côtés,   les  angles 

et  la  surface  du  triangle  ka 

\^a  Co  en  fonction  des  éléments 

du  triangle  ABC. 

Posons  (fig.S):  Ba  Ga  =  «o  : 

Ca  Aa    =  ba]     Aa  Ba  =  Ca. 

Le  triangle  isoscèle  A  Ba 
Ca  donne  : 

Ga  =  2p  Sm   A 

de  même 


\ 


\ 


\       ba  =  2(p  —  6)  cos  —  B; 

2 
I    ^ 

C         =  2{p  —  C)  COS    — ^-U. 

Des  triangles  isoscèles  ABaCa,  BCoA»,  CAaBo,  on  tire  : 
ACaB„  =  AB„C„  =  -^^^-^  ;     B  AaCa  =  BCaA»  =  —  ; 

GBaAa  =  CAaBa  =  — " 

et  par  conséquent, 


n  4  A 


B   -i- 

2 


En  appelant  S»  la  surface  du  nouveau  triangle,  et  en  nous 
rappelant  que  : 

aa  =  ir  cos  —  A;      .    ha  =  2r'  sin  -—  B 

2  ^ 

on  aura  Sa  =  2r'*  cos  —  A  sin  —  B  sin  — -  C, 

2  2  2 

si  on  veut  Sa  exprimée  au  moyen  des  côtés,  on  trouvera 

4S» 


^^  ""    {  —  a+b  +  c)abc' 
0.  —  Nous  avons  trouvé  dans  les  nP^  8,  9  : 


St  = 


4S» 


(a  +  6  +  c)  abc  ' 


Sa  = 


4S' 


(  _  a  -+-  6  -+-  c)  afcc 
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D'une  manière  analoie^e  on  trouverait  : 


(a  —  6  -h  c)  abc  '  (a  +  6  +  c)  abc  ' 

Od  lire  donc  :  -^^ 1-  -^r 1"  "ê"  =  13— 

oa  oft  Oc  Oj 

Celte  égalité  donne  le  théorëme  qui  suit,  que  nous  croyons 
nouveau  : 

L'inverse  de  Vaire  du  triangle  formé  en  joignant  les  points  de 
contact  du  cercle  inscrit  avec  les  côtés  iun  triangle,  est  égale 
à  la  somme  des  inverses  des  aires  des  triangles  formés  en  joignant 
les  points  de  contact  des  cercles  ex-inscrits. 

11  (R).  —  Si  a,  by  c,  sont  les  côtés  d'un  triangle  ABC,  on 
propose  de  calculer  les  angles  du  triangle  AiB^Gi  dont  les  côtés 
sont  :  ai  =  a  cos  A  ;       b^  =  b  cos  B  ;      Ci  =  c  cos  G. 

Les  relations  données  peuvent  s'écrire  : 
ai=2RsinA  cos  A;  6i  =  2Rsin  B  cos  B;  c^  =  2R  sin  C  cos  C 
ou    Oi  =  R  sin  2A  ;       ft^  =  R  sin  2B  ;      Cj  =  R  sin  2C. 

11  s'ensuit  que: 

2pi  =  flj  +  &i  =  Cl  +  R  (sin  2A  -j-  sin  2B  +  sin  2C) 
c'est-à-dire  (*)    pi  =  2R  sin  A  sin  B  sin  G. 

On  a  encore 

2(pi  —  aj  =  R  (  —  sin  2A  -f-  sin  2B  -[-  sin  2G), 
d'où  (**)  pi  —  fli  =  2R  sin  A  cos  B  cos  C. 

De  même  : 
Pi  — 6i  =  2Rcos  AsinB  cos  C;  pi  —  Ci  =  2R  cos  A  cos  B  sin  G. 

On  déduit  donc  : 

donc  Al  =  TT  —  2A. 

D'une  manière  analogue  : 

Bi  =  ir  —  2B  ;      Gi  =  TT  —  2G. 

12  (R).  —  Les  hauteurs  du  triangle  ABC  coupent  le  cercle 
circonscrit  aux  points  A,,  Bj,  Gp  Calculer  les  angles,  les  côtés 


C)  Desboves,  Questions  de  Trigonométrie,  p.  119 
(")  Ibid. 
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et  la  surface  du  triangle  A^Bfi^  eii  fonction  des  éléments  du 

triangle  ABC, 

On  a  (Pig.  4.)  : 
Al  =  G^A.A  -f  BjA.A  =  CjCA 

+  BiBA  =  2  (——a)  =':r  — 2A. 

De  même  on  aurait  : 
Bi  =  7r—  2B;  Ci  =  7t  — -  2C 

Les  côtés  a^,  fc^,  Cj,  du  nouveau 
triangle   seront   donnés  par   les 
relations  : 
ai  c. 


a* 


=  2R; 


sin  (tt  —  2A)  sin  (iu  —  2B)  sin  (tt  —  2C) 

d'oîi  l'on  déduit: 

fej  =  2R  sin  2A;       61  =  2R  sin  2B  ;       c^  =  2R  sin  2(\ 
La  surface   S^   du  triangle    AiB^Cj  sera   donnée  par  la 
relation  S^  =  2R*  sin  2A  sin  2B  sin  2C. 

Remarque. —  Il  est  facile  de  reconnaître  que  le  triangle  dont 
les  cOtés  sont  a  cos  A,  b  cos  B,  c  cos  C  (n°  H)  n'est  autre  que  le 

triangle  A'B'C  (fig.  3)  formé 
en  joignant  les  piedd  des 
hauteurs.  Si  nous  appelons 
AiB^Ci  les  points  de  ren- 
contre des  hauteurs  avec  le 
cercle  circonscrit,  et  si  nous 
nous  rappelons  le  résultat 
obtenu  aux  u***  11, 12,  nous 
déduirons  que  les  triangles 
A'B'C,  AiB^Gi  sont  sembla- 
bles. Mais  ils  sont  aussi 
homologiques,  donc  ils  sont 
homothétiques.  Or  les  deux 
angles  ACC^  ABBj  sont  égaux  comme  suppléments  du  môme 
angle,  donc  les  arcs  AB^,  AO^  sont  égaux,  et  la  droite  AA^ 
est  la  bissectrice  de  l'angle  A^.  AA^  est  par  conséquent  la 
bissectrice  de  l'angle  A'  dont  les  côtés  sont  parallèles  à  ceux 
de  l'angle  A^.  De  même  on  prouverait  que  les  droites  BB^, 
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ce,  sont  les  bissectrices  des  angles  B',  C.  Nous  arrivons  donc 
au  théorème  bien  connu  :  Les  hauteurs  d'un  triangle  sont  les 
bissectrices  des  angles  du  triangle  formé  en  joignant  leurs  pieds, 

(À  suivre.) 


NOTE  DE  GEOMETRIE 


Problème  I.  —  Exprimer  le  volume  du  parallélipipéde  en 
fonction  des  trois  arêtes  issues  du  même  sommet  et  des  angles 
qu'elles  font  entre  elles. 

Nous  supposons  connus.,  dans  le  parallélépipède  les  trois 
arêtes  BA  =  a,  BH  =  6,  BC  =  c. 

et  les  angles  ABH  ==  y,  ABC  =  p,  CBH  =  a. 

Considérons  la  section  droite  ALMN,  perpendiculaire  à 
1  arête  BG  ;  le  vo- 
lume du  solide  est 
égal  an  produit 
de  cette  section 
droite  par  l'arête 
BC.  Or,  la  surface 
de  la  section  a 
pour  expression 
ALxLMsinALM. 

Il  faut  donc  ex- 
primer, au  moyen 
des  données,  les 
quantités  AL,  LM 
et  Tangle  ALM. 

On  a  d'abord 
AL  =  a  sin  P; 
LM  =  b  sin  a  ; 

puis,  l'angle  ALM  sera  déterminé  si  je  puis  connaître  le 
côté  AM. 

Or,  d'une  part,  le  triangle  ALM  donne 

AM*  =  AL«  +  LM*  —  2AL  .  LM  .  cos  ALM  ; 


—  HO  — 

d'autre  part  on  a,  parle  triangle  rectangle  AMH: 

AM«  =  AH«  —  HM«. 
On  a  facilement  les  deux  égalités  suivantes  : 

AH*  =  a*  -f"  ^*  —  2a6  cos  y 
HM  =  a  cos  ^  —  6  cos  a. 
Donc,  en  égalant  les  deux  valeurs  de  AM*que  Ton  obtient 
ainsi,  on  a 

a'  sin  p  -f"  ^'  sin*  a  —  2ab  sin  a  sin  ^  cos  ALM 
=  a'  -|-  ^*  —  2a6  cos  y  —  (et  cos  p  —  b  cos  a)* 
En  réduisant,  on  trouve  ; 

sin  a  sin  fi  cos  ALM  =  cos  y  —  cos  a  cos  p. 
D'où  Ton  tire  facilement  : 

.  T  ,r        1/  siû*  a  sin*  ô  —  (cos  y  —  cos  a  cos  B)* 

sin  ALM  =  y '■ — r^ ;— i-— • 

'  sin*  a  sm*  p 

Or,  le  numérateur  de  cette  expression  peut  s'écrire  comme 

il  suit  : 

(cos  y  -f-  siu  a  sin  p  —  cos  a  cos  p)  (sin  a  sin  p  -f"  cos  a  ces  p — cosy) 

ou  encore  : 

[cos  y  —  cos  (x  -f-  W]  [cos  (a  —  p)  —  cos  y], 

ce  que  Ton  peut  écrire  : 

.     /a+P+Y\    .     /a+f.— y\    .     /a— f5+y\    .     /p  +  y—a\ 
4  Sin  [—^—)  sin  [—^)  sm  [—^)  sm  (^— J— )- 

Par  suite,  si  Ton  fait  sortir  le  dénominateur  du  radical,  et 

.,              .           AL                    LM  . 

que  1  on  remplace  — : par  a,  — : par  6,   on   trouve 

sm  b  sm  a 

pour  l'expression  cherchée  du  volume  : 

\T          i.  }f  '    <^  +  P4-Y    .    a  +  fi— y    .    p+y— a   .    y-|-a — 5 
V = 2abc  Y  sm        '       '  sin  — ^-^ sm  "--i-i sm  -i-^ *- 

f  O.  9.  o  o 


Problème  II.  —  Trouver  le  volume  du  tétraèdre  e?i  fonc- 
tion de  trois  arêtes  issues  du  même  sommet  et  des  angles  qu'elles 
font  entre  elles. 

On  déduit  facilement  ce  volume  du  précédent,  dont  il  est 
la  sixième  partie.  Si  on  veut  le  trouver  directement,  ou 
construira  le  prisme  ayant  pour  base  une  des  faces  du  té- 
traèdre contenant  doux  des  arêtes  données,  et  ses  arêtes 
latérales,  égales  et  parallèles  à  la  troisième  arête.  Puis^  ou 


—  m  — 

cherchera  comme  précédemment  la  section  droite  de  ce 
prisme;  on  continuera  le  calcul  comme  nous  Tavons  fait  plus 
haut,  et  on  trouvera  en  définitive,  pour  le  tétraèdre  qui  est 
le  tiers  du  prisme  : 

V  =  -r-a6c  y  sin —  sin  — î-î- — i-smi--!— ^ sin — -^ — ^. 

3        '  2  2  2  2 


QUESTIONS  D'EXAMEN 


1. — On  tt  deux  droites  rectangulaires  Ox,  Oy  ;  par  un  point  B 
tfe  Ox,  on  mène  une  parallèle  BD  à  Oy,  jusqu'à  sa  rencontre 
en  û  at;ec  nne  parallèle  CD  à  Ox,  menée  par  un  point  G  cfe 
Oy;  par  le  point  D  on  mène  une  sécante  MDN,  qui  détermine 
deux  triangles  BDM,  GDN.  On  demande  la  position  de  la  droite 
MDN,  potir  laquelle  la  somme  des  deux  triangles  est  minima. 

Kous  prendrons  pour  inconnues  les  segments  déterminés 
sur  les  droites  Ox  et  Oy  par  la  droite  MDN  ;  nous  poserons 
donc  ON  =  y;  DM  =  x, 

puis  OB  =  o  ;  OC  =  6. 

Il  est  facile  de  voir  que  les  deux  quantités  ce  et  t;  sont 

liées  par  la  relation 

a  b    

La  somme  des  surfaces  des  deux  triangles  est 

^(y  —  6)  +  b{x  —  o) 
ou  ay  -{-  bœ  —  2ab. 

Or,  d'après  la  première  relation,  on  a 

ay  -}-  bx  =:  xy. 
Donc,  l'expression  dont  on  cherche  le  minimum  est 

xy  —  2a6, 


ou  ab 

X         y 


(■T-^-4 


La  quantité  —  .  -^ passe  par  un  minimum  lorsque  son 
myerse   passe  par    un   minimum,   et  puisque    la    somme 


—  H2  — 

— 1 est  constante,  le  produit  sera  maximum  quand 

X  y 

a  b 

on  aura  :  = 

X  y 

c'est-à-dire  que  la  droite  cherchée  sera  parallèle  à  BC. 

IL  —  Un  nombre  étant  décomposé  en  ses  facteurs  premiers,  le 
décomposer  en  une  différence  de  deux  carrés. 

Il  suffit  de  supposer  le  nombre  n'ayant  que  des  facteurs 
premiers  à  la  première  puissance,  car  si  un  facteur  premier 
entre  avec  une  puissance  paire,  on  le  mettra  en  facteur. 
S'il  entre  avec  une  puissance  impaire  2n  -j-  i>  on  mettra 
en  facteur  la  puissance  2n  de  ce  facteur  premier;  il  est  bien 
évident  en  effet  que  si  a*  —  6*  est  une  différence  de  carrés, 
il  en  sera  de  même  de      p\à* —  6*). 

Cela  posé,  si  je  décompose  le  nombre  en  un  produit  de 
deux  facteurs,  qui  seront  premiers  entre  eux,  j'ai  facilement 
une  solution  de  la  question,  puisque  j'ai  identiquement  en 
appelant  A  et  B  ces  deux  facteurs  : 

AB  =  (^ + ^y  _  (^-B)\ 

4  4 

Si  le  facteur  2  n'est  pas  affecté  d'un  exposant  impair,  les 

deux  facteurs  A  et  B  seront  tous  deux  impairs,  et  les  deux 
carrés  seront  entiers;  dans  le  cas  contraire,  ils  seront  frac- 
tionnaires, mais  le  dénominateur  4  peut  disparaître,  si  le 
facteur  2  entre  dans.le  facteur  carré  parfait  que  nous  avons 
négligé. 

On  peut  se  demander  combien  il  y  a  de  solutions  au  pro- 
blème. Il  est  évident  qu'il  y  en  a  autant  que  l'on  peut  former 
de  facteurs  de  la  forme  A  et  B  ;  et,  puisque  l'un  de  ces 
facteurs  donne  immédiatement  l'autre,  on  voit  que  le  nombre 
des  solutions  est  la  moitié  de  la  somme  des  nombres  de  com- 
binaisons que  l'on  peut  former  avec  k  objets  pris  i  à  i, 
2  à  2,  .  •  .  ,  /î  étant  le  nombre  des  facteurs  qui  entrent 
avec  un  exposant  impair.  Par  suite,  le  nombre  de  solutions 
cherchées  est  2*  -  S  car  il  faut  compter  la  solution  obtenue 
en  prenant  tous  les  facteurs  pour  former  l'un  des  facteurs  du 
produit,  l'autre  étant  l'unité. 
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S.  Étant  donné  un  secteur  AOB  dont  l'un  des  côtés  est  horizon  tal , 
trouver  sur  Uarc  AB  un  point  M  tel  quen  menant  ME  parallèle 
à  OA.  et  rencontrant  OB  en  E,  et  ])gj'  les  points  M,  E,  des 
perpendiculaires  MM',  EE'  à  OA,  la  figure  ME  E'M'  soit  un 
carré.  (Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure.) 

Soit  2  l'angle  du  secteur,  x  Tauglc  AOM.  On  a  d'abord, 
en  prenant  le  rayon  pour  unité, 

MM'  =  sin  X 
puis,  le   triangle  MEO,   dans   lequel   l'angle  MEO    est  le 
supplément  de  x,  donne 

ME     sin  (a  —  X) 

MO  sin  7. 

Donc  l'équation  du  problème  est 

sin  a  sin  x  =  sin   (a  —  x) 

sin   a 
On  en  tire  ig  x  =  —. ; . 

sin  a  -f-  cos  a 

i.  On  donne  un  triangle  ABC,  et  un  point  P  sur  la  base  BG; 
tm  demande  de  mener  une  parallèle  MN  à  BC,  qui  rencontre  les 
c6tés  AB  et  AC  aux  points  M  et  N,  de  telle  sorte  que  l'angle 
MPN  soit  droit.  (Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure.) 

Menons  la  médiane  AD  du  triangle  ABC;  elle  rencontre 
la  ligne  inconnue  MN  en  son  milieu  H,  et  on  a  PH  =  HM, 
puisque  le  triangle  MPN  est  rectangle  en  P.  Prenons  pour 
inconnue  AH  =x;  l'angle  DAP  est  connu,  appelons  le  a; 
le  triangle  HAP  nous  donne 

PH«  =  x*  +  PA«  —  2PA  .  a;  cos  a; 
d'autre  part,  on  a,  m  étant  la  médiane,  a  le  côté  BC 

2HM  X 


a  m 

d'oii  HM=PH  =  -^. 

2m 

l'équation  du  problème  est  donc,  en  appelant  d  la  distance 

Pà =z  x^-\-  d^  —  2dx  cos  a 

4m 

ou  sous  forme  entière 

(d»  —  4m*)aî*  -f-  ^f^^^  cos  a  .  œ  —  4d*w*  =  o. 
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On  reconnaîtra  que  Téquation  a  deux  racines  de  signe 
contraire  si  a'  —  4m*  est  positif;  les  racines  sont  de  même 
signe  lorsque  a*  —  4W*  est  négatif.  L'équation  s'abaisse 
au  premier  degré  si  a^  —  ^m^  est  nul;  or,  on  sait  que 
a^  —  4wi*  est  positif  si  Tangle  A  est  obtus,  négatif  s'il  est 
aigu,  nul  si  l'angle  est  droit.  On  peut  donc  facilemei»t  voir, 
d'après  la  valeur  de  l'angle  en  A,  les  différentes  solutions 
du  problème. 

Nous  indiquerons  ici  une  construction  géométrique  de 
la  figure,  construction  que  nous  avons  trouvée  signalée 
dans  un  journal  américain  (Ihe  Mathematical  Visitor)  et  qui 
donne  les  particularités  de  la  solution  algébrique:  sur  la 
baseBC  comme  diamètre,  nous  décrivons  une  circonférence; 
nous  cherchons  l'intersection  I  de  la  ligne  AP  avec  cette 
circonférence;  la  droite  Dl  et  la  droite  PH  sont  parallèles, 
comme  il  est  facile  de  s'en  assurer,  car  on  a  bien 

2PH    _     x^ 

a  m 

On  verra  facilement  que  : 

Si  l'angle  A  est  aigu,  la  ligne  AP  rencontre  la  circon- 
férence en  deux  points  situés  du  même  côté  du  point  A,  et 
que  Ton  en  déduira  deux  positions  de  H,  aussi  du  même 
de  A;  si  l'angle  est  obLus,  l'un  des  points  d'intersection  se 
trouvera  sur  le  prolongement  de  AP;  enfin,  si  l'angle  est 
droit,  Tun  des  points  d'intersection  sera  en"  A  et  si  par  le 
point  P  on  mène  une  parallèle  au  rayon,  qui  est  alors  DA, 
on  n'aura  plus  d'intersection  avec  la  médiane. 

S.  Étant  donné  wn  demi-cercle,  on  demande  de  mener  une  corde 
parallèle  au  diamètre  qui  soit  vue  sous  un  angle  droit  d'un 
point  P  pris  sur  le  diamètre  du  cercle. 

Nous  prendrons  pour  inconnues  la  distance  x  du  centre  du 
cercle  à  la  corde  cherchée,  et  la  demi-corde  y  ;  on  a  donc 
d'abord  ce'  +  y*  =  r* 

puis  la  distance  du  point  P  au  milieu  de  la  corde  étant 
égale  à  la  moitié  de  cette  corde,  puisque  l'angle  est  droit, 
on  a  aussi  as*  +  d*  =  j/* 

d  étant  la  distance  du  point  au  centre. 
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On  en  tire  facilement 

IX"  =  Y'  —  d«. 

qui  est  Téquation  du  problème.  On  voit  qu*il  faut  que  l'on 
ait  d}  <  r«. 

»  _ 

6.  Etant  donné  un  cercle  0,  et  deux  points  A  etB  sur  un  dia-- 
mètre,  fun  A  intérieur,  l'autre  B  extérieur  au  cercle,  mener  par 
B  uiie  corde  telle  que  la  partie  interceptée  soit  vue  du  point  A 
ious  un  angle  droit. 

Je  prends  pour  inconnues  Tangle  que  fait  avec  le  dia- 
mètre OAB  la  perpendiculaire  menée  du  centre  sur  la  corde, 
cette  perpendiculaire  et  la  demi-corde  ;  je  pose  en  outre 

OA  =  d  ;  OB  =  d  ; 

J'ai  les  relations,  puisque  la  distance  du  point  A  au  milieu 
de  la  corde  est  égal  à  la  moitié  de  cette  corde  : 

y«  =  iE*  +  ^*  ""  2dx  cos  z 
y*  =  r*  —  X*. 
X  =  d'  cos  z. 
Par  suite  l'équation  devient,  en  éliminant  y  et  cos  z. 


x^  = 


dHr^  —  d«) 


2[d  —  d) 

Il  faut  donc  que  Ton  ait  d'abord  d  <  r,  pour  que  x  soit 
réel.  En  outre,  on  doit  avoir 

d  (r«  —  d«) 

2(d'  —  d)       ^ 

On  trouve»  en  cherchant  à  résoudre  cette  inégalité  par 
rapport  à  d,  qu'elle  est  toujours  vraie  si  d!  est  extérieur  au 
cercle,  comme  nous  l'avons  supposé  dans  l'énoncé. 


QUESTION  241 

Solution  par  M.  Gallon,  élève  du  lycée  Louis-le^rand. 


Trouver  le  lieu  des  points  M  tels  que  les  tangentes  menées  de  ce 

m 


P^t  à  dtuœ  cercles  O  et  0'  soient  dans  un  rapport  donné 


Soient  OA  =  R,  0  B 
MA  m    . 

=  — (^)- 


—  H(>  — 

=  r.  M  est  un  point  de  lieu.  On  a 


MB 


n 


M/ 


Elevant  au  carré  les  deux  membres  de  cette  égalité  et  rem- 
plaçant MA*  et  MB*  par  leurs  valeurs,  on  a 

M(P  —  H*   _  m^ 

WP  —  r«  "~    w* 
ou  n'^  W?  —  m«  MIT  =  n«R«  —  mV«. 

Soit  G  un  point  quelconque  pris  sur  00'  et  MD  perpendi- 
culaire à  00'.  On  a 

MO^  =  MU*  +"ÔC*  —  2OC  .  CD 
MO'*  =  MCJ*  4-  O'C*  —  20'C  .  CD 
multiplions  les  deux  membres  de  la  première  de  ces  relations 
par  n*,  ceux  de  la  seconde  par  m'  et  retranchons  memibre  à 
membre  ;  il  vient 

n*.MÔ*  —  m»MÔ'*  =  (n*  —  m«)  MC*  +  n^*  —  mÛFc* 

—  2CD(n«0G  —  m*0'G). 
Si  l'on  détermine  le  point  C  par  la  condition 

n«OG  =  m«0'G 


ou 


OG 


m: 


(A) 


OG  n* 

le  terme  qui  renferme  GD  disparait,  et  l'on  a  en  résolvant  par 
rapport  à  MG^ 


(B) 


-,•      m*0  G^ — n^OG'*  +  n*R*  —  mV« 

— 1 *—z =  constante. 

n*  — m* 


MG*  = 


—  H7  — 

Le  lieu  est  donc  un  cercle  décrit  de  C  comme  centre  avec 
un  rayon  égal  à  MC.  Le  point  C  étant  déterminé  par  la  re- 
lation (Â). 

Lorsque  m  =  n,  le  rayon  devient  infini,  le  lieu  est  alors 
Taxe  radical  des  deux  cercles. 

La  relation  (A)  montre  que  OC  et  OC  sont  deux  segments 
de  même  sens,  le  point  C  est  donc  toujours  extérieur  à  00'.  On 
voit  en  outre  que  si  m  >  n,  on  a  également  OC  ^  OC.  C'est- 
à-dire  que  si  ni  <  n,  C  est  à  droite  de  0,  et  à  gauche  si  m 
est  plus  grand. 

Si  l'on  résolvait  le  problème  en  permutant  m  et  n  et  en 

posant  par  conséquent    ---,    =  — ,   on  trouverait  comme 

Mi3  m 

lieu  un  cercle  de  centre  G'  symétrique  de  G  par  rapport  au 
milieu  de  00',  mais  de  rayon  différent  de  MG. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que  la  valeur 
de  MC    donnée  par  (B)  soit  positive. 

Rkmarque.  —  M.  Mayon,  du  Lycée  Henri  IV,  tire  de  la 
solution  précédente  la  conséquence  suivante  ; 

Etant  donnés  trois  cercles  0,  0',  0",  [es  lieux  géométriques 
des  points  dont  les  puissances  par  rapport  à  0  et  0'  d'une  part, 
à  0'  et  0'  de  Vautre,  sont  dans  un  rapport  donné,  et  Vaoce  ra- 
dical descei'cles  Oet  0"  se  coupent  en  un  même  point. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question:  MM.  Mayon,  Lapareillé  du  lycée 
lleori  IV  (classe  de  31.  Colas)  ;  Vazou,  au  collège  RoUin  ;  .41.  Joly,  de  Tarbes  ; 
Bois,  da  lycée  de  Monta uban  ;  Bonnevillc,  du  lycée  de  Toulouse;  Pierron,  h 
Nantes;  Santol,  à  Perpignan  ;  Marit,  lycée  Louis  le  Grand  ;  H.  Bourget  à  Aix. 


QUESTION  i>51 

par  M.  Cil.  BoNNEViLLK,  élève  du  Lycée  de  Toulouse. 


On  donne  un  carré  ABGD  et  un  cercle  ayant  pour  centre  le 
'^mmet  k  de  ce  cercle  et  pour  rayon  le  côté  du  carré;  à  ce  cercle 
w  mène  une  tangente  quelconque  PQ  qui  rencontre  les  côtés 
BC,  CD  du  carré  aux  points  P  et  Q.  Trouver  le  lieu  géométrique 
'l^crit  par  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triaiigle  APQ- 


-   H8  — 

Soient  0  le  centre  du  cercle  dont  il  faut  chercher  le  lieu. 

Posons  BAQ  =  a,  HAQ  =  6, 
HAP  =  Y,  PAD  =  5. 

Les  droites  AQ  et  AP  sont 
bissectrices  des  angles  HAB, 


HAD. 


Q 


On  a   a  -| =  90 


p  + 


2 

Q 


90 


T  +  -r-  =  90 


B  + 


=  90 


d'où  p  -f  Y  =  a  +  8. 

mais  a+  p  -j-Y-(-5=  90**. 

donc  r^  "h  T  =  4^**  • 

Soit  OK  la  perpendiculaire  sur  AQ.  Joignons  OQ,  Tangle 
AOQ  =  2APQ,  donc  AOK  =  APQ,  donc  les  triangles  AOK 
et  APH  sont  équiangles  et  PAH  =  OAK  et  PAO  =  HAQ 
=  QAB,  donc 

PAQ  =  OAB  =  45^  donc  le  lieu  du  point  0  est  la  diago- 
nale du  carré.  Le  lieu  est  du*  reste  la  diagonale  tout  entière 
puisque  tous  les  points  D  et  A  en  font  partie  lorsque  la  tan- 
gente se  confond  avec  les  autres  côtés  du  carré. 

Nota.  —  MM.  Marin,  à  Àgen;  Dupuy,  à  Grenoble;  Santol,  à  Perpignan,  ont 
résolu  la  même  question. 


QUESTION  2r)2 

f(olatloii  par  M.  L.  Rivard,  élève  au  Lycée  du  Mans. 


ABCD  est  un  quadrilatère;  M  et  N  sont  les  milieux  des  diagi^- 
nales  AHG,  BHD  qui  se  coupent  en  H.  Les  cercles  AHB,  CHD 
se  coupent  en  P,  les  cercles  UBG,  HDA*  se  coupent  en  Q.  Démon- 
trer que  tes  cinq  points  M,  N,  H,  P,  Q  sont  sur  un  même  cercle* 
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Par  les  poînls  P^  H,  Q  on  peut  faire  passer  une  circon- 
férence dont  le 
centre  est  en  o  oîi 
se  coupent  les 
liimes  nui  joignent 
les  centres  O  et  0', 
0|  et  Oi'.  Je  dis  que 
cette  circonférence 
passe  par  le  point 
M.  Pour  le  démon- 
trerjoignons  0|,  0  : 
0.0i';0\.  0/;0',0,. 

Les  droites  00^,  O'O'j  sont  précisément  les  perpendiculaires 
élevées  surles  milieux  F  et  L  des  lignes  AH  et  HL;  elles  sont 
donc  parallèles.  De  même  les  deux  lignes  0'iO  et  Û'O,  sont  pa- 
rallèles. Donc  le  quadrilatère  OOiO'O'i  est  un  parallélogramme. 
Donc  si  par  le  point  o),  oîi  se  coupent  les  diagonales,  on 
mène  une  parallèle  aux  côtés  00^  et  0\0',  cette  ligne  par- 
tagera en  deux  parties  égales  toute  droite  FL  qui  joint  deux 
points  des  côlés  00^  et  0\0'.  Donc  le  point  G  est  le  milieu 
deLF. 

D'un  autre  côté,  la  droite  (oG  parallèle  à  Oj'O'  est  perpen- 
diculaire à  FL  ;  donc  le  point  w  est  à  égale  distance  de  F 
et  de  L;  or  on  a  FL  =  MG 

donc  FM  =  LG  =  HL 

par  suite  (ï>H  =  o)M.  Même  démonstration  pour  prouver  que 
la  circonférence  co  passe  par  le  point  N. 

Nota  :  —  Cette  question  a  été  résolue  par  M .  Gallon,  élève  du  lycée  Louis- 
Mrand. 


QUESTION  261 

UolmUou  pa    M.  Dagoillon,  élève  du  Lycée  Henri  IV. 


On  donne  une  circonférence  0  et  deux  points  A  et  B  dans    ' 

GA.  a 

son  plan  ;  on  prend  sur  AB  le  point  fixe  G  tel  que  — rr-  =  -r- . 

GB  b 

On  prend  un  point  P  quelconque  sur  la  circonférence  et  on  le 
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joi7it  au  point  B.  On  prolonge  BP  jusqu'en'!)  de  telle  sorte  que 

-r=r=r  =:  —.  On  demande  ^e  lieu  du  point  de  rencontre  des 
DB  q 

deux  droites  AP  et  CD  lorsque  le  point  P  décrit  la  circonfé- 
rence donnée. 

Soit  N  le  point  de  rencontre  ;  le  triangle  ABP,  coupé  par 
la  transversale  DMC,  donne 

BG  .  AM  .  CP 


d'où 


DB  .  MP  .  GA 
AM  aq 


MP  bp 

AM  aq 


par  suite  _ 

^  AP  6p  +  aq 

ce  qui  montre  que  le  lieu  du  point  M  est  une  circonférence 

homothétique  à  la  circonférence  donnée,  A  étant  le  centre 

d*homothétie  et  -; f^ le  rapport  d'homothétie. 

bp  +  aq 

Il  est  à  remarquer  que  la  position  et  la  grandeur  de  celle 
circonférence  dépendent  uniquement  de  la  position  du  point 

A  et  des  rapports  —,  —,  mais  nullement  de  la  position  el 

de  la  grandeur  de  la  droite  AB. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  qiieUion  :  MM.  P.  Boulogne,  de  Saint-Quen- 
lin;  Van  Aube!,  à  Liège;  Joly,  à  Tarbe?;  Perrlop,  Prosl,  à  Lons-le-S.iulnier; 
Chrétien,  au  Havre;  Housselle,  à  Amiens;  Cardot,  à  iNaney;Santol  à  Pt»rpignan. 


QUESTION  208 

Solution  par  M.  A.  Joly.  élève  au  Lycée  de  Tarbes. 


Sur  les  trois  côtés  d'un  triangle  quelconque  comme  diamètre  on 
décrit  des  circonférences  et  on  mène  les  tangentes  communes  ii  ce.< 
circonférences  prises  deux  à  deux. 

Démontrer  que  la  somme  des  carrés  des  inverses  des  tangentes 
est  égale  au  carré  de  V inverse  du  rayon  du  cercle  inscrit. 

Désignons  par  /,  m,  «,  les  trois  tangentes  obtenues.  La 
tangente  MN  =  m  est  le  côté  de  l'angle  droit  d'un  triangle 


rectangle  ayant  FE  pour  hypoténuse  et  AF  —  AE  =  HF 
pour  côté  de  l'angle  droit,  on  a  donc 

,  _  _a?_  _    (c  —  6)*    _     (g  +  c  —  b){a  —  c  +  6) 

^  ~    4  4  ~  4 

Ou  en  posant  a  -}-  b  -^  cz=:  2p 

m*  =  (p  —  b}(p  —  c) 

ï  p  —  a 


Dès  lors                .    —  , 

m*  (p  —  a){p  —  b)(p  —  c) 

Par  analogie  on  a 

I p  —  ^ 

"r?"  ~  (j)  —  o)(p  —  b){p  —  c) 

I  p  —  c 


/«  (P  -  o){p  -  b)(p  -  c) 

Ajoutant  membre  à  membre  ces  égalités,  il  vient 

m«    ^     n«    ^     /*  {p  —  a)(p  —  b){p  —  c) 

Si  l'on  remarque  que  p*r*  =^  p(p  —  a)(p  —  b)(p  —  c),  on 
aura  finalement 


m*  n*  1}  pr*  r* 

Nota.  —  Ont  i-ésoln  la  même  question  :  MM.  Van  Aubel,  à  Liège  ;  Munterou. 
lycée  Loais-le-Grand;  Daguillon,  I^pareiilé,  lyeée  Henri  IV;  Tinel.  à  Rouen; 
<riDo  Loria.  à  Mantoue;  Arthus  Bertrand  (éeo)e  Albert-le-<irand),  Arcuoil; 
<.harpot,  à  Vitr>*  le  François. 


QUESTION  269 

^k»latf  on  par  M.  Gino  I^RrA,  &  Mantoue. 


Par  un  point  donné  dans  un  angle  et  également  distant  de  sea 
deux  côtés^  mener  une  droite  terminée  à  ces  mêmes  côtés,  de  telle 
^ffrte  que  le  point  donné  la  divise  en  deux  segments  dont  la  somme 
rf^'t  carrés  soit  donnée. 

Soit  P  le  point  donné  entre  les  côtés  de  l'angle  XOY  =  w, 
menons  PQ  parallèle  à  OY  et  PR  parallèle  à  OX  et  soit  /  le 
côté  du  losange  ORPQ.  Si  XY  est  la  droite  cherchée,  posons 
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QX=  0?,  RY  =  t/,  nous  aurons  

PX*  =  /»  -\-x*  —  2lx  ces  (I),     PY*  =  /*-^y»  —  2ly  cos  <o 

des  lors,  Tune  des  équations  du  problème  est 

2l*  +  a?»  +  y«  —  2l{x  +  y)  cos  co  =  K*  (\) 

de  plus,  les  triangles  semblables  PQX,  PRT 

X  l 

donnent  — r-  =  — 

^        y 

dès  lors  xy  =  /*  (i) 

donc  (x  +  t/)*  =  j^'^  +  t/»  +  2/* 

et  l'équation  devient 

(^  H"  y)*  —  2/  (a?  -)-  y)  cos  CD  —  K*  =  o 

d'où  X  +  y  =  I  CQS  iù  ±,Yl*  cos*  m  +  K*  • 

Cette  équation  jointe  à  (2)  fera  connaître  x  et  y. 
Le  problème  a  quatre  solutions. 


QUESTION  276 

^lution»  par  M.  G.  Hétier,  élève  au  Lvcée  de  Moulins. 


Par  un  des  sommets  G  d\^n  triangle  quelconque  ABC  mener 
une  droite  telle  que  Içk  somme  des  projections  des  côtés  du 
triangle  aboutissant  à  ce  sommet,  sur  cette  droite,  soit  égale 
à  une  quantité  domiée. 

Du  sommet  A  par  exemple,  comme  centre,  avec  un  rayon 
égal  à  la  longueur  donnée  /,  décrivons  une  circonférence  et 
menons  lui  une  tangente  BD  par  le  point  B.  Joignons  AD 
et  par  le  point  C  menons  une  parallèle  £F  à  cette  droite. 
La  parallèle  EF  est  la  droite  cherchée.  En  effet,  si  Ton  pro- 
jette sur  EF  les  points  A  et  B  l'un  en  E  l'autre  en  F,  EF  sera 
la  iomme  des  projections  des  côtés  AC  et  BC.  Comme  le 
quadrilatère  AEFD  est  un  rectangle  on  a  EF  =  AD  =  /. 

Comme  par  le  point  B  on  peut  mener  deux  tangentes  à  la 
circonférence,  la  question  aura  en  général  deux  solutions. 
La  solution  correspondante  à  la  tangente  BG  est  la  droite 
CK,  parallèle  à  AG,  rayon  de  contact. 

§i  }a  longueur  donnée  est  plus  petite  que  AB,  on  aura 


—  183  — 

deux  solutions.  Si  i  =;  AB  on  aura  une  seulp  soluliop.  Pans 
ce  cas  la  droile  cherchée  sera  une  parallèle  à  A^B  mei^ée 
par  C.  Enfin,  si  la  longueur  /  est  plus  grande  que  AB  il  i}'y 
aura  pas  de  solution. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question:  HM.  Hanion,  au  Mans;  Andrieux, 
TioeL  à  Rouen  ;  Lanoir,  à  Toulouse  ;  PierroD,  &  Nantes  ;  DaguUlon,  lyeée 
Henri  IV  ;  Latallerie,  à  Saiot^Dier  (Puy-d^-Dôme)  Dupuy,  à  Grenoble;  Pottier, 
à  Rennes;  Bourget  (H)  &  Aii;  Gallon  au  lyeée  Louis-le-ûrand;  Joly,  à  Tarbes. 


SUR  LES  MÂXIMA  ET  LES  MINIMA 

Par  M.  Umni^, 


Nous  rappellerons  que  si  <p(a?)  est  une  fonction  continue 
eotre  deux  valeurs  a  et  6  de  a;  e(  qu'il  en  sç)it  de  môme  de 
ses  premières  dérivées,  on  a  si  a?  4~  A  est  compris  entre  (| 
et  b: 

h  h* 

f(x  +  A)  =  fix)  -\ <f'(x)  H <p'(ir  +  ôA) 

oïl  H  est  un  nombre  inférieur  à  Tunîté;  de  même  si  ac  —  h 
est  compris  entre  a  et  b: 

h  A* 

o(x  —  h)  =  ^(x) (f'(x)  -| ^"(x  —  ô,/i) 

où  9i  est  aussi  inférieur  à    i . 
On  en  déduit  par  addition  : 

Si  on  suppose  que  (f''(x}  conserve  le  môme  signe  entre  a 
et  6,  il  en  sera  de  même  du  premier  membre  4e  cette 
identité,  de  sorte  que  si  tf"  est  constamment  positif,  on  a: 

f(x  -f-  A)  +  f(x  —  h)  >  2  ^(x). 

Cela  posé,  considérons  la  fonction 

ou  a  -f-  p  -j-  ...  +  >^  =  c,  c  étant  constant;  le  minimum 
de  Y  est  aisé  à  trouver  si  on  assujettit  les  variables  Od  ^t 
•  ..X  ^  varier  entre  a  et  6. 
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Soieut  a ,  p',  y  ...  X  les  valeurs  dooDaut  ce  minimum,  je 
dis  que  Ton  a:        a'  =  p'  =  y'  . . .  =  V 
en  effet,  supposons  a'  >  p' 


on  a 


?'  = 


2 


a 

•^' 

2 

a 

-?' 

2  2 

Or  a  et  p'  étant  compris  entre  a  et  6,  il  en  est  évidemmenl 
de  même  de  leur  demi-somme,  donc 

a'  4-  û' 
donc  en  prenant  pour  a  et  p  la  demi-somme ,  on  a 

une  valeur  de  V  inférieure  à  celle  que  Ton  avait  supposée 
minimum,  résultat  absurde  qui  montre  que  %  et  6'  doivent, 
être  égaux. 

On  voit  que  si  cp'  était  constamment  négative  entre  a  et  h, 
au  lieu  d'un  minimum  ce  serait  un  maximum  que  l'on 
aurait.  De  là  le  théorème  suivant: 

Soit  (p(x)  wne  fonction  continue,  ainsi  que  ses  deux  premières 
dérivées  ente  deux  limites  a  et  h  :  a,  p,  y  , , ,  X  des  variables 
comprises  entre  ces  limites  et  dont  la  somme  est  constante. 

Si  (p"  conserve  un  signe  constant  entre  ces  limites,  la  fonction 

?(>)'  -f-  ?(?)  +  . . .  +  f  (X) 

sera  maximum  ou  minimum  pour  des  valeurs  égales  des  variables 

*,    i>,      •  •  •     Al 

Le  maximum  aura  lieu  si  çp"  est  négatif  et  le  minimum  s'il  eut 
positif. 

On  peut  appliquer  ce  théorème  à  divers  exemples  : 

Soit  d'abord  ff(x)  =•  xp  ,    cp^i-x)  =  p(p  —  i  ),cp-2. 

Supposons  p  >    2,  et  prenons  a  =  o  el  b  =  oo  <f{x)  est 
constamment  positive,  le  minimum  de  la  somme  olP  -}-  ^ 
-\-  ...  +  /P  est   donc    atteint  lorsque  a  =  ^  ...  =  X,  1^ 
somme  a  +  p-f-T  +  "-+^  =  G  étant  constante. 

Considérons,  par  exemple,  une  équation  de  uegré  m  assu- 
jettie seulement  à  avoir  toutes  ses  racines  réelles  et  posi- 
tives et  de  somme  constante  :   on  voit  que  la  somme  des 
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» 

puissances  p°*  de  ses  raciues  (oîi  p  _:  2)  sera  minimum  si 
réquatiou  a  louies  racines  égales. 

,  Si  réquatioQ  était  simplement  assujellie  à  avoir  ses  racines 
réelles  et  que  Ton  prit  p  >  2  nais  pair,  le  minimum  de  la 
même  somme  aurait  lieu  dans  les  mêmes  circonstances. 

Considérons  encore  <p(a?)  =  La-;  9'  = .  Si  a  et  6  ne 

coQiprennent  pas  zéro,  le  théorème  s'applique  :  et  comme 

La  +  Lf^  -f  . . .  +  U  =  L(ag  ...  X) 
on  voit  que  a^f  ...  X  sera  maximum,  lorsque  a  =  ^^  . . .  =  X 


NOTE  DE  GEOMETRIE  ANALYTIQUE 

Par  M.  «lottanne,  professear  au  Lycée  de  Caen. 


Remarque  sur  le  problème  d*a(jrégation  de  1879 

[Voir  V  anoée.  page  4J0.) 

.4tt/i*e  discussion  de  Vëqu^tion  de  la  surface  S. 
L'équation  peut  s'écrire,  en  posant  : 

H_  /^        y^ £_\  _  /  xx^  yy^         zz^  y 

2    \  a*  "^    6«  c«  /       \    a*     "*"    6«  c«    / 

On  forme  les  équations  du  centre,  savoir  : 
Hx  _  ^Xo^  fxx^        yy^  _  ggp  \        agp  (H  +  4)    _ 

%      21/0  /aca-o      î/t/o      «0  \  ,  yo  (°  +  4)  _  ^ 

H j        2  gp  /xx-p   .    yyp       g^p\  1    itp(H+4)  _ 

D'abord  on  reconnaît  que  pour  H  =  o  les  trois  équations 

se  réduisent  à  une  seule  — p-  -f  -^^ 5 1=0, 

a»  0*  c* 
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él  dans  ce  cas  la  surface  se  réduit  à  deux  pland  confondus 
(le  plan  tangent  à  Thyperboloïde  au  point  oîi  se  trouve  A). 

Écariani  celle  hypothèse  on  voit  que  — ^  =3  -^  =  — 

et  que  lu  centre  se  trouve  sur  la  droite  qui  joint  le  point  A 
k  Forigine^  centre  de  l'hyperboloïde  donné. 

En  joignant  à  ces  équations  Tune  des  équations  (1),  on 
trouvé  pour  les  coordonnées  du  centre  : 

a-.(H4-4)        „  ^    y.  (H  +  4)         .  _  z,  (H +4) 
2  (H  +  2)        '         2  (H  +  2)         '""    2  (H  +  2) 
lorsqu'on  a  H  -j-  2  =  o  le  centre  est  à  l'inflni  sur  la  droite 
et  la    surface    est   un    paraboloïde   elliptique.    Supposons 
H  +  2  >  o  et  transportons  l'origifle  au  centre.  Alors  l'équa- 
tion de  la  surface  S  devient  : 

^  '      2    \a*   "^    b*  c«  /       \   a«     "^    <»«  c»  / 

,     (H  4-  »)  H« 
"^      8(H-f  2)    -°- 
Pour  déterminer  la  nature  de  la  surface,  il  faut  chercher 
les  intersections  du  diamètre  conjugué  de 

et  la  nature  de  la  section  faite    par  ce  plan. 
Les  équations  du  dialnëtre  conjugué  sont 

•^0  Vo  ^0  * 

et  les  points  d'intersection  de  cette  ligne  et  de  la  surface 
sont  déterminés  par  l'équation  suivante  : 

8(H+2)   =^'    (^^ 


^[<H+.,-5-<H+,.-]+-£i^=o. 


°  4(H  +  2)' 

ou  a  i=r    ' 


2(H  4.  2)   • 

valeurs  toujours  réelles. 

t'équatiofi  de  la  pl'éjedien  de  la  aeolion  sur  le  plâû  xt^ 
s'obtient  en  éliminant  %  entre  (i)  et  (3),  ce  qui  donne  ; 
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-[-  + 


o; 


ou  en  ordonnant  et  en  tenant  compté  de  la  Taleur 

^  — -TT  +  -M ::; —  i; 


a' 


ary 


VH(H+i) 

+    c«H(H  +  2)   =^-  ^^^ 

Le  genre  de  la  courbe  esl  donné  par  le  signe  de  It  fbhc- 
tioQ  suivante  : 

Alors  on  voit  aisément  que  celle  courbe  est  du  genre 
hyperbole,  si  H+  i  >  o,  parabole  pour  H~f-  i  =o,  et  ellipse 
pour  H-f-  I  <  o.  Donc  : 

i^  Si  le  point  A  est  en  dehors  du  cône  H  +  i  =  o,  là  sur- 
face esl  un  hyperboloïde  &  une  nappe. 

i^  Si  le  point  A  est  sur  le  cône,  la  surface  S  est  un  cône. 

3*  Si  le  point  A  est  à  l'intérieur  du  cône  H  -j-  i  =  o,  mais 
eu  dehors  de  Thyperboloïde  à  deux  nappes  H>|*  2  =  o,  S  est 
un  hyperboloïde  à  deux  nappes. 

4*  Si  le  point  A  est  sur  Thyperboloïde  H  +  2  =  o^  la  sur- 
face S  est  un  paraboloïde  elliptique. 

5'  Si  le  point  A  est  à  riniérieur  de  Thyperbeloïde  H  +  2 
la  surface  S  est  un  ellipsoïde.  11  est  facile  de  reconnaître  que, 
dans  ce  cas,  H+i  <o,H  +  2<oetà  foptiori  H  <  o  et  alors 
que  l'ellipse  (S)  est  réelle,  tandis  qu'elle  est  imaginaire 
pour  H-|--2>oetH-fi"<o- 

6*  On  a  vu  que  pour  H  =  o  la  surface  est  réduite  à  deux 
plans  confondus. 

La  troisième  partie  du  problème  devient  très  facile  au 
moyeu  de  cette  notation. 

L'équation  de  la  surface  devient  en  ordonnant  f 

a*  V  2           o«  /  "^   6»  \  2           6«  /      "c»  \  i    "^    c»  / 
-  --y^  y»  -h  2    ^,^    xz  -f-     ^^^,     xy  -h o. 
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1"  Supposons  que  Xq,  y^  et  Sq  soient  diliërents  de  zéro  ; 
alors  la  condition  pour  que  la  surface  soit  de  révolution  est: 

J.  (J^  _  JEl.\  4.  £!>L  =  _1-  (J^ J^\    I    JtL 

a*   \  2  ««   /  "^     a*  6*    \   2  b*  J^    b' 

l_  (_B_     ,     ^\     ,     _=o^ 

""  C*     \   2       "^       C*    /   "^       C*     ' 

Cette  condition  ne  peut  être  remplie  que  pour  H  =  o  cl 
alors  la  surface  se  réduit  à  deux  plans  confondus. 

2"  Soit  iSo  =^  o- 

Alors  on  a  pour  condition 

L  o»    V   2  o*    /   ^       2C*     Mb*    \    2  b*   J^       2C«    J 

XJ 

et  en  développant  et  supprimant  le  facteur  commun  —  on 


H 
a:   — 

2 


et  si  on  remplace  H  par  sa  valeur 

"o*" LT"  VôF  "^  V)  \W  "^  "?■/       ;;^  \"F  "^  "^ jj 

et  enfin  ^  (-L  -  -l-V  J-  +  ^) 

"l"  "6^  \"c^       F/  V'ô»'"^"?"/  ~  \^  '^~)  VF  "^"F/ 
ou  encore  plus  simplement  : 


Ellipse  dans  le  cas  de  a  >  b  >  c. 

On   trouverait  de    même   des  coniques  dans  le  cas  de 
î/^  =  o  ou  de  cCo  =  o. 
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.  ^    («•  +  ^•)     ,   ^  («'  -  c')    _  , 
6*      (a»  —  6«)    "^    c*     a*  +  c* 

il  saffit  d'une  simple  permutation  circulaire. 


QUESTION  DE  GEOMETRIE  ANALYTIQUE 


Former  Véquation  du  second  degré  qui  admet  pour  racine^ 
ks  carrés  des  demi-^tœes  d'une  conique  représentée  par  Céquation 
Sénérale  du  second  degré  à  deux  variables ^  en  coordonnées  obliques, 
à  priori  y  sans  passer  par  les  calculs  de  la  rédu^ction,  -—  Appli- 
cations. 

Soit  kx*  +  2Bxy  +  Cy*  +  2Da;  +  2Ey  +  F  =  o  l'équa- 
tion d*une  conique  rapportée  à  des  axes  de  coordonnées  dont 
l'angle  est  0. 

Supposons  que  l'on  fasse  tourner  les  axes  de  coordonnées 
autour  de  l'origine,  sans  déplacer  celle-ci  ;  les  variables  x 
et  y  seront  remplacées  par  des  fonctions  linéaires  homogënes 
des  DouTelles  coordonnées,  de  la  forme  x  =  mx'  +  ny\ 
y  =  px'  4-  92/'»  ®^  I'^^  ^^^*  identiquement,  en  vertu  de  cette 
transformation  : 

Aa^  +  2Bccij  +  Cy*  +  zDx  +  2Ey  +  F 
=  A'x'*  +  2B'a;y  +  Cy»  +  2D'a;'  +  2Ei/'+F. 

L'orig:ine  n'ayant  pas  changé,  on  aura  aussi  identique- 
ment, pour  tout  point  du  plan  : 

x*  4"  y*  4"  ^^y  ^^3  6  =  a?'*  -f-  !/  '  +  2a5'y'  cos  ô'  ; 
car  les  deux  membres  de  cette  égalité  sont  les  deux  expres- 
sions, dans  les  deux  systèmes  de  coordonnées,  de  la  même 
^ndeur,  qui  est  le  carré  de  la  distance  à  l'origine  du  point 
considéré. 

A  désignant  un  paramètre  numérique  quelconque,  n  aura 
donc  identiquement  : 

Ax*  +  2Bx2/  +  Cj/*  —  \{x^  +  y*  +  2X1/  cos  0) 
^  k'x^  4-  2B'xy  +  C'y*  —  X(x'«  +  i/'«  +  2xy  cos  ô'), 

WUIMAL  DB  MATH.  iS81.  9 
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{Xy  y)  et  (x'y)  désignant  les  coordonnées  dans  les  deux  sys- 
tèmes d'un  même  point  de  la  conique  considérée. 

Si  Ton  vient  à  déterminer  X  de  manière  que  le  premier 
membre  de  cette  dernière  égalité  soit  le  carré  parfait  d'une 
fonction  linéaire  et  homogène  ux  -f-  t'y 9  ^^  transformation 
de  coordonnées  sera  aussi  du  second  membre,  et  poui^  la 
même  valeur  de  X,  un  carré  parfait,  puisque  cette  transfor- 
mation ne  sera  autre  chose  que  la  substitution  dans 
{ux  +  vy)*9  à  la  place  de  x  et  de  y,  des  valeurs  x  =  via*' 
-|-  ny\  y  =  px  -{-  qy\  ce  qui  fera  de  {ux  -{-  ^)*  un  autre 
carré  parfait  {ux!  +  vy'Y, 

Or  la  première  fonction  devient  un  carré  parfait  pour  les 
valeurs  de  X  qui  annulent  son  discriminant,  c'estrà-dire  qui 
sont  racines  de  l'équation  du  second  degré 

(A  —  X)(G  —  X)  —  (B  —  X  cos  0)*  =  o 
ou      X*  sin*  e  —  X(A  +  G  —  2B  cos  0)  +  AC  —  B«  =  o. 

La  seconde  fonction  devient  de  môme  un  carré  parfait 
pour  les  valeurs  de  X  qui  sont  racines  de  l'équation  analogue 

X»  sin*  6'  —  X(A'  +  G'  —  2B'  cos  6')  +  A'G'  —  B'«  =  o. 

Mais  nous  avons  montré  que  les  valeurs  de  X  qui  rendent 
les  deux  fonctions  carrés  parfaits,  sont  nécessairement  les 
mêmes  ;  les  deux  équations  précédentes  doivent  donc  avoir 
les  mêmes  racines  ;  et  par  conséquent  leurs  coefficients  sont 
proportionnels.  Par  suite  : 

A  +  G  —  2B  cos  e   _   A  -f  G^  —  2B^  cos  6^ 

sin*  e  "^  sin*  ô'  ^  ^ 

AG  — B«         AC  — B'« 

sin»  b  sin»  6  ^  ^ 

G'est  la  traduction  de  ce  fait  que  Ton  exprime  quelquefois 

asseià  improprement  d'ailleurs,  en  disant  que  les  fonctions 

ci-dessus  sont  des  invariants  de  l'équation  du  second  degré. 

Les  relations  (1)  et  (2)  ne  sont  en  réalité  que  des  eflets  d'une 

cause  algébrique  dont  l'étude  ne  fait  pas  encore  partie  des 

programmes  actuels;  il  faut  nous  borner  ici  à  les  considérer 

.     .^     X  1      c      ••         A  +  G  —  2B  cos  e 

comme  sicrnifiant  que  les  fonctions ■     ■   et 

^  ^  sin»  0 

.  ,  ^       conservent  la  même  valeur  dans  tous  les  sys- 
sin*  6  ^ 
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tèmes  d'axes  de  coordonnées,  et  proscrire  de  la  façon  la  plus 
absolue  tout  autre  énoncé,  qui  ne  serait  pas  exact  parce  que 
la  définition  véritable  et  précise  d'un  invariant  nous  fait 
complètement  défaut  dans  les  cours  de  spéciales. 

Il  est  facile  de  reconnaître  que  Téquation 
À*  sin»  ô  =  X(A  +  C  —  2B  cos  6)  +  AC  —  B*  =  o  (3) 
est,  en  géométrie  plane,  une  sorte  d'équation  en  S,  c'est-à- 
dire  qu'elle  admet  pour  racines  les  coefficients  des  carrés  des 
variables  dans  l'équation  de  la  conique  rapportée  à  ses  axes 
principaux. 

Supposons,  en  effet,  que  la  transformation  de  coordonnées 
effectuée  soit  telle  que  les  axes  nouveaux  soient  parallèles 
aux  axes  principaux  de  la  courbe  ;  l'équation  nouvelle  man- 
quera du  terme  en  a?y,  et  sera  de  la  forme 

Mx*  +  Nî/'«  +  2Hx'  +  2Ky  +  F  =  o. 

Or  l'équation  (3),  dont  nous  avons  vu  que  les  racines 
sont  invariables,  se  réduit  dans  ce  cas  à 

(M  —  A)(N  —  X)  =  G.  (4) 

Les  racines  sont  évidemment  M  et  N;  donc  les  racines  de 
l'équation  générale  (3)  sont  aussi  M  et  N. 

Dès  lors,  il  est  facile  d'arriver  à  l'équation  aux  carrés  des 
demi-axes  d'une  conique  représentée  par  l'équation  générale. 

L'équation  de  cette  conique,  rapportée  à  son  centre  et  à 
ses  axes  est,  en  effet  : 

MX»  4-  NY«  +  4-  =  ^  (S) 

0 


A  et  S  étant  les  déterminants  connus 

A  B  D 
B  G  E 
D  E  F 


^  = 


et8  = 


A  B 
B  G 

(On  sait,  en  effet,  qu'en  transportant  les  axes  parallèlement 
à  eux-mêmes  en  un  point  quelconque  du  plau,  les  termes 
du  second  degré  ne  changent  pas.) 

Or  les  carrés  des  demi-axes  de  la  conique  (5)  sont  respec- 
tivement en  grandeur  et  en  signe 

I       A  I       A 

""  IT  "^*      "F  !"• 

L'équation  (3)  admet  pour  racines  M  et  N  ;  donc  l'équa- 
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tion  en r-    admettra   pour    racines   —  -77-  et  —  -rr-. 

A  M  ^ 

Cette  équation  est  la  suivante  : 

8X«  +  X  (A  +  C  —  2B  cos  e)  +  sin«  6  =  o, 

et  pour  avoir  Téquation  cherchée,  il  suffit  de  multiplier  les 

racines  de  celte  dernière  par  -^,  c'est-à-dire  de  changera 

o 

en  ,  ce  qui  donne: 

S'3«  +  A8(A  +  G  —  2B  cos  e)a  +  A«  sin«  6=0.     (6) 
Les  valeurs  de  z  qui  sont  les  racines  de  cette  équation 
sont,  en  grandeur  et  en  signe,  les  carrés  des  demi-axes  de 
la  conique  représentée  par  Téquation  générale. 

Application.  —  1®  Condition  pour  que  l'équation  générale 

représente  une  hyperbole  équilatère.  —  Dans  l'hyperbole  équi- 

lalère,  les   carrés  des  demi-axes  sont  égaux  et  de  signes 

contraires';  la  condition  est  donc 

A  +  tî  —  2B  cos  ô  =  o, 

.  j                                    ,         A  sin  G 
et  dans  ce  cas  a"  =  ■. 


8^/  — 8 

formule  oîi  —  8  =  B*  —  AC,   quantité  que  l'on   sait  être 
positive  dans  le  cas  de  Thyperbole. 

2»  Aire  de  Cellipse.  —  L'aire  de  l'ellipse  — j-  +  —^  =  t 

est,  comme  on  sait,  la  projection  de  l'aire  du  cercle  ac*  -j"  y* 

=  a'  sous  l'angle  dont  le  cosinus  est  — ;  cette  aire  est  donc 

Tra*  X  —  ou  Tzab. 
a 

Or  on  a,  par  l'équation  (6)  : 

A*  sin*  ô 
a"6*  =  — 


donc  ab  = 


8» 
A  sin  0 


8v8 

A  sine 

et  a  =  :r  7 — . 
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formule  de   la  composition  de  laquelle  il  esl  facile  de   se 

rendre  compte  à  priori. 

Elle   doit,   en  efTet.  conlenir  A  en  numérateur;  car  Taire 

doit  s'annuler  quand  Tellipse  se  réduit  à  son  centre,  c'est* 

à^ire  pour  A  =  o;   elle  doit  contenir  un  facteur  t  à  son 

dénominateur  ;  car  l'aire  doit  devenir  infinie  quand  l'ellipse 

se  déforme  en  parabole,  c'est-à-dire  pour  S  =  o  ;  si  le  facteur 

A  est  à  la  puissance  i  au  numérateur,  le  facteur  8  doit  être 

3 
à  la  puissance  —  au  dénominateur,  puisque  A  est  du  troi  - 

sième  degré  et  o  du  second  degré  par  rapport  aux  coefficients 

de  l'équation  générale,  et   que  S  doit  être  du   degré  o  par 

rapports  à  ces   mêmes  coefficients,  cette  valeur  numérique 

n'étant  qu'un   nombre  d'unités  de  surface  c'est-à-dire  un 

simple  rapport.  L'existence  du  facteur  -k  est  nécessitée  par 

le  fait  que  l'aire  de  Tellipse  doit  se  réduire  à  celle  du   cercle 

quand  les  axes  sont  égaux,  et  enfin  le  facteur  sin  0  provient, 

g 

si  l'on  veut,  de  ce  que  — : doit  être  indéterminé,  c'est-a 

^        sinô 

dire  prendre  la  forme  — ,  quand   il  n'y  a   plus    ni  ellipse 

définie,  ni  axes  de  coordonnées  (*). 

3"  Théorème  d'Apollonius.  —  Reprenons   les  relations  (i) 

A  -I-  C  —  2B  cos  e         A'  -f  C  —  2B'  cos  0' 
et  (2  :  X —        =  — j: 

'  sin*  6  sin*  0 

AG  —  B«  A  G'  —  B'« 

et 


sin*  0  sin*  0' 

Prenons  l'ellipse  ou  l'hyperbole  rapportée  dans  le  premier 
cas,  à  un  système  de  diamètres  conjugués  faisant  entre 
eax  l'angle  0,  et  dans  le  second,  aux  axes  principaux.  Leurs 
équations  sont  alors  : 

a"  6*  a*  0* 


(*!  Cette  dernière  interprétation  nous  parait  bien  un  peu  bizarre,  mais  nous 
l'iodiqnoQs  comme  nous  l^avons  vu  donner.  U  vaudrait  mieux  la  rapporter  à  la 

constance  d'une  autre  fonction  des  coefficients  qyi  est  — =-7-. 

sin  0 
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L'application  de  la  première  relation  donne,  en  observant 
que  dans  les  deux  cas  B=  B'  =  o,   et  que  dans  le  second 


^  "  ^°''  sin«  0         ■"    a«     ~     6* 

L'application  de  la  seconde  relation  donne  de  même  : 


o'»A'*  sin«  ô         a«6» 
d'où  immédiatement      ab  =  ab'  sin  ô. 

En  divisant  membre  à  membre  les  deux  formules  précé- 
dentes, il  yient  : 

pour  Tellipse  :  a*  -}■  ^ *  =  a*  +  ^' 

et  pour  rhyperbole  :  a*  —  ô'"  =  o*  —  6*. 

Ces  relations  sont  précisément  les  deux  tbéorèmes  connus 
sous  le  nom  de  théorèmes  d'Apollonius, 


CHOIX   DE  QUESTIONS 

PROPOSÉES  AUX  EXAMKNSD'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  EN  1880 


Algèbre. 

Décomposer  le  polynôme  [x^  -{■  x  -{-  i)^  -{■  i  en  un  produit  de  deux  facteurs 
réels  du  2*  degré  en  x. 
^  Développer  en  fraction  continue  la  valeur  do  x  qui  satisfait  à  l'équation 

10»  =   2. 

—  Est-on  sûr  d'arriver,  par  le  seul  emploi  du  théorème  de  Rolle,  à  séparer 
des  racines  d'une  équation  algébrique  de  degré  quelconque  ?  (abstraction  faite 
de  la  longueur  des  calculs.)  Appliquer  à  l'exemple  a:^  -|-  5a^  —  3x^  4-  Sx 
4-  Q  =  o. 

Former  une  équation  dont  les  racines  (y)  soient  liées  à  celles  de  l'équation 
f  [x)  =  o  par  la  relation  y  =  x'  -\-  2x\  x'  et  x'  étant  deux  racines  quelcon- 
ques de  l'équation  f  [x]  =  o. 

—  Soit  l'équation  2x'  —  3^^*  -j-  ax-  -f  6a;  -|-  5  =  o.  Quelle  relation  doit 
exister  entre  a  et  6  pour  que  deux  des  racines  safisfiissent  à  la    relation 

—  Appliquer  le  théorème  de  RoUe  à  l'équation, 

r  r  +  =  o» 

X  —  a  X  —  0  a;  —  c 

p  et  9  étant    deux  nombres  impairs   premiers   entre  eux.  décomposer  la 

fraction  -^ n r  en  fractions  simples. 


—  135  — 

—  Former  le  polynôme  du  denxième  degré  qui  est  égal  à  a  pour  a;  =  a, 
à  h  poar  a;  =  p,  et  à  c  pour  a;  =*  y. 

—  Extraire  la  racine  carrée  de  l'expression  1+2  sj —  i  . 

—  Étudier  la  série   i-|-a;co3<p-fa:3cos2<p-f...-f-ic«COsn<p-f   ... 
Former  la  somme  des  n  premiers  termes. 

(XII    \*» 
I  -i H  — j-  +  — -u  quand  m  croît  in- 

défiolment. 

—  Montrer  que  la  méthode  des  groupements  ne  peut  donner  pour  la  limite 
Supérieure  des  racines  positives  d'une  équation  un  nombre  inférieur  à  celui 
que  doone  la  méthode  de  Newton . 

—  Parmi  tous  les  cylindres  de  même  surface  totale,  quel  est  celui  qui  a  le 
plus  petit  Tolume  ? 

—  Les  racines  d'une  équation  f{x)  =  o  pouvant  se  partager  en  groupes  tels 
qae  La  somme  de  deux  des  racines  de  chaque  groupe  soit  égale  à  une  quan- 
tité donnée  H,  comment  peut-on  abaisser  le  degré  de  l'équation  /  (a;)  =  o  ? 

—  Chercher  quel  est  le  quadrilatère  de  périmètre  minimum  inscrit  dans  une 
liemi-elrcon  férence . 

—  Que  direde   la  série 

X  eos  0  iT^  cos  26     .a?*  cos  36  a;»  cos  n^ 

I  1.2  1.2.3  i.2.3...n 

Trouver,  sans  employer  les  dérivées,  vers  quelle  valeur  tendent  les  deux 

expressions   — = , quand  m  augmente  indéûniment.  (p  est  un  nombre 

positif,  et  X  une  quantité  donnée.) 

—  Etudier  les  variations  de  la  fraction 

y  =  a?  -h  sln  a;  -f-  \/S^--i 
quand  X  croît  de  —  00  à  -f-  00 . 

—  Appliquer  le  théorème  de  Rolle  à  l'équation 

I  I 


+  — 5-  —  tg  a?  +  I  =  o. 


X  —  2  X  —  3 

—  Quelle  est  la  valeur  du  déterminant 

I  «M 

It«I 

ior^e  s,  p.  tf  9  sont  des  quantités  satisfaisant  aux  relations  : 

a»  +  pa  =a  I 
7»  +  «a  it=  I 
ay  4-  pÔ  =  o. 
--  Étudier  les  raria  tiens  de  la  fraction 

y  =  V^*  —  I     4-  — . 

X 

—  F(a;^  et  f[x]  étant  deux  équations  algébriques,  on  veut  exprimer  que  les 
ncmes  de  la  première  sont  respectivement  égales  à  celles  de  la  deuxième 
augmentées  chacunes  du  nombre  2;  méthode  à  suivre. 

Gréométxle  analsriiopie  plane. 

—  Ifaximnm  du  quadrilatère  inscrit  dans  une  ellipse. 

—  Lien  des  points  tels  que  la  polaire  de  chacun  d'eux  soit  normale  à 
i'elOjpse. 
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—  Construire  la  courbe 


!/»  = 


x{x  —  i){x  —  2) 


a?  4-  3 

—  Construire  la  courbe  représentée  par  l'équation 

y*  =  1  —  a:  \jx-\-  i. 

—  Construire  la  courlie  ayant  pour  équation  en  coordonnées  polaires 


pï  +  p  sin  (u)  +  -^  j 


+  1=0. 


—  Construire  la  courbe  dont  l'équation  est 

—  =  cos^  I 

P 
Trouver  les  points  d'inflexion. 

^  Recherche  des  asymptotes  de  la  courbe 

5 


-f 


fl^ajm  _^  dj/pm  —  1  -|- 


^  Calculer  le  paramètre  d'une  parabole  représentée  par  l'équation  générale 
du  second  degré  à  deux  variables. 
Incidemment,  démontrer  que  les  trois  quantités 

A+C—  îBcose  8  A 

— — ^— ^— ^^— —    — .^.^^—  et  — — — ^— — 
sin'  ô  '      sin*  6  sin*  0 

sont  des  invariants. 

—  On  demande  de  prévoir  complètement,  a  priori,  la  formule 

(Ââ?  4-  B]/  +  C)  sin  6 

S=    . 

v/A*  +  B*  —  2AB  cos  e 

qui  donne  la  distance  d'un  point  (x,  y]  à  une  droite  Ao;  +  By  +  C  ==  o. 

—  Si  une  hyperbole  a  mêmes  axes  qu'une  ellipse  donnée,  et  que  l'on  joigne 
à  un  foyer  de  l'ellipse  les  points  de  rencontre  de  cette  hyperbole  avec  la  direc- 
trice de  l'ellipse  qui  correspond  au  foyer  considéré,  on  a  deux  tangentes  i 
l'hyperbole.  —  Ces  tangentes  sont  rectangulaires. 

—  Former  l'équation  qui  représente  le systèmedes^deux  bissectrices  des  deux 
droites  représentées  par  l'équation 

A(a?  —  a)*  +  2B(a;  —  a)ly  —  p)  4-  C(y  —  p)»  =  o. 

•^  Trouver  les  longueurs  des  axes  de  la  courbe  représentée  par  l'équation 

a?'  —  2xy  4-  3y'  4-20?  —  2y  =  o. 

— -  Construire  la  courbe  dont  les  points  ont  pour  coordonnées   ' 

t  4-  t  1 

05  = -,    y  = 

.  aï*  t/» 

—  Etant  donnés  un  point  («p)  et  une  ellipse  ^-^  4-  "fr  =  i|  décrire  de 

ce  point  comme  centre,  un  cercle  tel  que  deux  sécantes  communes  au  cercle  et 
à  l'ellipse  soient  rectangulaires. 

—  On  donne  une  droite  et  trois  points.  Construire  la  conique  passant  par 
les  trois  points,  et  ayant  pour  axe  la  droite  donnée. 

—  Construire  la  courbe 

sin  (1) 

pr- . 

I  -—  2  OOS  (0 
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—  Diseater  réqoation  y>  +  ^^  =  i  •  •  • 
FBiots  remarquables  de  la  eooriw  qu'elle  représente. 

—  Constniire  la  coarbe  représentée  par  l'équation 

I 

=  tang  (t>  sin  (il. 

P 

—  Lien  des  milieux  des  eordes  parallèles  à  la  direction  y  as  mx  dans  la 

eoorbe  t^  =  a». 

—  Lien  du  sommet  de  l'angle  droit  dont  les  côtés  sont  normaux  à  la  parabole. 

—  Lieu  des  foyers  des  hyperboles  ayant  une  asymptote  et  une  directrice 
commnnes. 

—  On  considère  les  hyperboles  équilatères  ayant  un  sommet  réel  commun, 
ÛDsi  qu'un  point  de  l'une  des  asymptotes.  —  Trouver  l'équation  générale  de 
ces  courbes  et  le  lieu  de  leurs  foyers. 

~  Etant  donnée  la  longueur  qui  représente  Tunité  linéaire,  construire  les 
longneuTB  définies  par  les  formulés 


^  ]/^Z,         et   x=  ^±. 


ETUDE  SUR  LES  COORDONNEES  TANGENTIELLES 

ET  LEURS    APPLICATIONS 
Par  H.  E.  S,  Boqiuel. 
(Suiley  voir  page  80.; 


Interprétation  géométrique  de  la  projectivité.  —  Detix  figures 
frùjeeiives  sont  telles  que  le  rapport  anharmoniqt^  de  quatre 
éléments  de  Fune  est  égal  au  rapport  anharmonique  des  quatre 
éléments  correspondants  de  Vautre.  —  En  effet,  le  rapport  an- 
harmonique  de  quatre  éléments  dans  Tune  des  figures  a 
pour  yaleur,  ainsi  que  nous  l'ayons  démontré» 

\  —  ^t   .    \  —  ^ 
X|  —  X,       X4  —  Xj 

Les  paramètres  étant  les  mêmes  pour  les  éléments  corres- 
pondants,  le  rapport  précédent  est  nécessairement  le  même. 

11  suit  de  là  que  toutes  les  propriétés  résultant  de  la 
conservation  du  rapport  anharmonique  appartiennent  aux 
figures  projectives;  cette  simple  remarque  peut  servir  de 
base  à  la  géométrie  supérieure,  et  elle  a  donné  les  magni- 
fiques résultats  dont  les  Poncelet,  les  Steiner,  les  Ghasles 
Qut  enrichi  la  science, 
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Mais  nous  ferons  observer  que  leur  point  de  vue,  d'ailleurs 
purement  géométrique,  est  précisément  Tinverse  de  Tétude 
analytique  de  la  projeclivilé,  et  c'est  surtout  à  Clebsch  que 
revient  Thonneur  d'avoir  considéré  les  figures  projectives 
sous  cet  aspect  nouveau,  à  la  fois  original  el  logique. 

Définition  de  l* homographie,  —  La  relation 

aXiL  -\-  b\ -\-  Cil.  -\-  d  zzz  o., 
en  verlu  de  laquelle  à  un  point  d'une  base  ou  à  un  rayon 
d'un  faisceau  correspond  un  point  unique  d'une  autre  base 
ou  un  rayon  unique  d'un  autre  faisceau ,  est  ce  qu'on  nomme 
une  relation  homographiquey  et  deux  séries  de  points  piis 
sur  une  même  base  ou  sur  des  bases  différentes  et  satis- 
faisant  à  cette  relation  s'appellent  divisions  homographiques 
de  même  base  ou  de  ba^es  différentes. 

Deux  séries  de  points  en  projectivité  sont  donc  homogra- 
phiqueSf  et  les  divisions  homo graphiques  jouissent  par  con* 
séquent  des  propriétés  des  figures  projectives,  et  en  parti- 
culier de  celle  qui  est  la  plus  importai!  îo  de  toutes,  de  la 
conservation  du  rapport  anharmonique. 

Il  résulte  aussi  de  tout  ce  qui  précède  que  deux  divisions 
homographiques  de  môme  base  qui  ont  trois  points  corres- 
pondants confondus  coïncident  dans  toute  leur  étendue, 
c'est-à-dire  ne  forment  qu'une  seule  et  même  division. 

Il  en  est  de  même  pour  deux  faisceaux  de  môme  centre 
dont  trois  rayons  correspondants  coïncident. 

Nous  nous  occuperons  plus  tard  des  propriétés  des  figures 
homographiques,  mais  toujours  au  point  de  vue  analytique; 
car,  au  point  do  vue  géométrique,  elles  ont  été  complète- 
ment étudiées  par  Ghasles  et  Poncelet. 

Figures  perspectives,  —  Si  Ton  considère  une  division 
(c.-à-d.  une  série  de  points  en  ligne  droite),  et  un  faisceau 
(c.-à-d.  une  série  de  droites  passant  par  un  môme  point), 
et  que  l'on  suppose  la  série  et  le  faisceau  projectifs,  il  peut 
arriver  que  chaque  rayon  du  faisceau  passe  par  le  point 
qui  lui  correspond;  on  dit  alors  que  les  deux  figures  sont 
en  perspective , 

Or,  il  est  facile  de  se  convaincre  que  les  séries  et  les  faisceaux 
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qui  sont  projectifs  peuvent  toujours  être  amenés  en  perspective  (*). 
Il  suffit,  en  effet,  de  déplacer  le  faisceau  tout  d'une  pifece, 
de  manière  à  faire  passer  trois  de  ses  rayons  par  les  trois 
points  correspondants  de  la  série  des  points.  Les  autres 
rayons  passeront  alors  par  les  points  qui  leur  correspondent 
respectivement,  en  vertu  des  théorèmes  démontrés  plus 
haut. 

Les  figures  projectives  d'espèces  différentes  peuvent  donc 
être  considérées  comme  provenant  du  déplacement  de  figures 
perspectives. 

Cette  remarque  peut  ôtre  étendue  aux  figures  projectives 
de  même  espèce. 

Nous  dirons  pour  cela  que  deux  divisions  projectives  sont 
perspectives  quand  les  lignes  qui  joignent  les  points  cor- 
respondants concourent  en  un  même  point;  qu'on  appelle 
le  centre  de  perspective,  et  que  deux  faisceaux  projectifs  sont 
perspectifs  quand  les  rayons  correspondants  se  coupent  sur 
une  même  ligne  droite,  qu'on  appelle  axe  de  perspective. 

On  amènera  deux  divisions  projectives  à  être  en  pers- 
pective, en  déplaçant  Tune  des  divisions,  de  manière  à  faire 
coïncider  l'un  de  ses  points  avec  le  point  correspondant  de 
l'autre  division,  et,  de  même,  on  amènera  deux  faisceaux 
projectifs  à  ôtre  en  perspective  en  déplaçant  l'un  des  fais- 
ceaux, de  manière  à  faire  coïncider  l'un  de  ses  rayons  avec 
le  rayon  correspondant  de  l'autre  faisceau. 

Tous  ces  résultats,  que  nous  venons  d'exposer  très  som- 
mairement, et  par  conséquent,  les  propriétés  qui  en  décou- 
lent, sont  donc  établis  directement  par  l'analyse,  e£  l'on 
voit  qu'en  réalité,  pour  regagner  le  terrain  d'abord  conquis 
par  la  géométrie  pure,  il  suffit  de  fournir  au  calcul  des 
moyens  d'investigation  plus  commodes  et  plus  puissants 
que  les  procédés  trop  restreints  dus  à  l'emploi  des  seules 
coordonnées  de  Descartes.  Les  coordonnées  tangentielles 
constituent  l'un  de  ces  moyens,  et  leurs  principal  avantage 
consiste  dans  la  facilité  avec  laquelle  elles  mettent  en  lu* 
mière  le  principe  de  dualité. 


l*  Ciebsch,  Leçons  sur  la  géométrie ,  t.  I.  p.  57  et  ôH. 
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De  Péquation  tangentielle  d'une  courbe.  —  Si  entre  les  coor- 
données iangentielles  u  et  v  de  la  droite  on  établit  une 
équation  /(u,  v)  =  o,  nous  avons  dit  qu'un  système  de 
solutions  réelles  U|  et  Vi  de  cette  équation  définit  une  tan- 
gente d'une  certaine  courbe  qu'on  peut  regarder  comme 
représentée  par  la  succession  continue  de  ses  taugenlesiet 
par  l'équation  /(u,  v)  =  o,  que  l'on  appellera  pour  ce  motif 
Véqualion  tangentielle  de  la  courbe  considérée. 

Si  la  définition  géométrique,  ou  la  construction  de  la 
courbe  au  moyen  de  quelqu'une  de  ses  propriétés,  permet 
d'établir  à  priori  une  relation  entre  les  coordonnées  tangen- 
tielles  u  et  t;  de  Tune  quelconque  de  ses  tangentes,  relation 
s'appliquant  à  chacune  de  ces  tangentes,  et  à  ces  droites 
seulement,  la  relation  ainsi  établie  donnera  immédiatement 
réquation  tangentielle  de  la  courbe. 

Par  exemple,  toutes  les  tangentes  d'un  cercle  jouissant 
de  la  propriété  d'être  équidis tantes  du  centre;  si  nous  pre- 
nons pour  axes  deux  diamètres  rectangulaires  passant  par 
le  centre  ;  il  est  clair  que  l'on  a  ; 

en  appelant  u  et  t;   les  coordonnées  d'une   tangente  quel- 
conque, et  l  la  longueur  comprise  entre  les  axes.  Mais  on  a 

aussi  :  Ri  = ;   donc  l  =. 


uv  Ruv 

et  par  conséquent  entre  u  et  t;  on  aura  la  relation 


u*   "^    v^  R^uH* 

c'est-à-dire  m*  -f  t;'  =  -p^' 

que  l'on  obtient  aussi,  immédiatement,  en  écrivant  que  la 
distance  de  l'origine  à  la  droite  ux-}-  vy  —  i  =  o  est  égale 
à  R,  quels  que  soient  u  et  v.  Le  carré  de  cette  distance  est 

en  eflfet,     — r-; — -  ;  on  a  donc  ; =  R»,  d'où  u*  +  v* 

ti"  -f-  v"  u*  +  V* 

I 

■"    R^' 
Cette  relation  entre  t^  et  t^  est  l'équation  tangentielle  du 
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cercle,  par  rapport  à  deux  diamètres  rectangulaires  passant 
par  son  centre,  pris  pour  axes  des  coordonnées  carté- 
siennes. 
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TiAiTiDE  G^MÉTRiB  DBSCRiPTivBf  par  Mm  A.  Sm,YWLWj,  chef  des  travaux 
graphiques  à  f  Ecole  Polytechnique,  professeur  de  géométrie  descriptive  aux 
If/cées  Saint- Louis,  Louis- le-Gr and  et  au  collège  Rollin,  —  Première  partie: 
la  ligne  droite,  le  plan  et  les  polyèdres,  —  Paris,  librairie  Delagrave. 

L'oDvrage  qae  nous  signalons  aujourd'hui  à  nos  lecteurs  présente  une  expo- 
âition  très  rigoureuse  et  très  claire  des  principes  fondamentaux  et  des  méthodes 
employées  en  géométrie  descriptive;  cette  première  partie,  étudiée  sérieusement, 
permettra  d'apprendre  avec  facilité  la  seconde  partie  du  cours,  comprenant 
l'étude  des  surfaces,  la  partie  la  plus  importante  pour  l'entrée  à  l'Ecole  Poly- 
technique, partie  indispensable  à  bien  savoir,  si  l'on  veut  suivre  avec  fruit  le 
cours,  si  intéressant,  fait  à  l'intérieur  de  l'école,  où  la  théorie  des  surfaces  est 
l'objet  maintenant  d'étudei  approfondies. 

U  appartenait  à  M.  Javary,  par  suite  de  sa  double  situation  comme  chef  des 
travaux  graphiques  à  l'École  Polytechnique  et  comme  professeur  pour  les 
classes  de  mathématiques  spéciales,  d'écrire  une  sorte  d'introduction  au  cours 
de  M.  Mannheim.  Au  début  de  la  préface  de  son  cours  de  Géométrie  descrip- 
tiie,  le  professeur  de  l'École  dit  qu'il  est  nécessaire  de  bien  posséder  les  élé- 
ments de  la  science  qn'it  professe,  en  commençant  la  lecture  de  son  ouvrage. 
<'.'est  pour  répondre  à  cette  nécessité  que  le  livre  que  nous  annonçons  a  été 
écrit. 

Parmi  les  modifications  les  plus  importantes  introduites  dans  l'étude  élémen- 
taire de  la  géométrie  descriptive,  nous  signalerons  l'emploi  des  changements 
de  plans  nettement  indiqué  dans  un  certain  nombre  de  problèmes  comme  pro* 
cédé  d'exécution  seulement,  et  non  pas  comme  moyen  de  solution.  L'auteur  a 
soin  de  ne  pas  recommander  la  méûiode  des  rotations,  qui  présente  le  grave 
inconvénient  de  compliquer  les  tracés,  et  de  les  superposer  à  la  figure  princi-* 
pale;  cependant,  cette  méthode  peut  être  utile  dans  certains  cas  ;  elle  est  donc 
étudiée  à  part. 

Indiquons  anssi  la  construction  d'un  certain  nombre  de  problèmes  au  moyen 
d'un  seul  plan  de  projection.  Ces  questions,  souvent  intéressantes,  montrent 
aux  âèves  que  les  deux  plans  ne  sont  pas  nécessaires  toujours  et  les  achemi- 
nent à  la  méthode  des  projections  cotées  qui  termine  le  premier  volume. 

Enfin,  signalons  des  applications  de  l'intersection  des  polyèdres  à  des  ques- 
tions d'ombre  et  les  principes  de  la  perspective  cavalière,  limités  ici  à  l'étude, 
par  ce  mode  de  représentation,  des  ligures  planes  et  des  polyèdres,  et  qui  ra- 
mènent les  figures  à  l'apparence  qu'on  leur  donne  en  général  dans  l'étude  des 
figures  de  l'espaoe  ;  nous  aurons  indiqué  ainsi  les  parties  les  plus  Importantes 
'le  cet  ouvrage. 

Noos  pouvons  en  terminant,  dire  que  jamais  lecture  d'un  livre  de  Géométrie 
^^eseriptive  ne  nous  procuré  un  plus  réel  plaisir   que  celui  que   nous  avons 
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éprouvé  en  lisant  cet  ouvrage,  dont  les  flgures,  cette  partie  si  importante  pour 
un  livre  de  cette  nature,  sont  faites  avec  un  soin  tout  particulier.  Nous  espé- 
rons que  la  seconde  partie  du  cours  de  M.  Javary  ne  se  fera  pas  attendre  biea 
longtemps,  et  viendra  com2)léter  ce  traité  qui  prendra,  dès  le  début,  sa  place 
parmi  les  très  bons  ouvrages  destinés  à  l'enseignement  scientifique  en  France. 

A.  M. 


QUESTIONS   PROPOSEES 


Mathéinati<iaes  élémentaires. 

313.  —  Si  dans  un  triangle  ABC,  les  côtés  a  et  6  sout 
tels  que  Ton  ait  a  =  6}^2,  démontrer  que  :  1®  la  médiane 
du  triangle  qui  part  du  sommet  A  coupe  le  côté  BC  sousud 
angle  égal  à  l'angle  A  du  triangle;  2®  que  cos  'A  =  ces  2B. 

(de  Longchamps.) 

314.  —  On  considère  un  cercle  de  centre  0,  et  deux  dia- 
mètres rectangulaires  AB,  CD.  Du  point  A  comme  centre, 
avec  AC  =  AD  pour  rayon,  on  décrit  un  cercle,  et  l'on 
prend  un  point  M  sur  ce  cercle.  On  mène  les  lignes  AM,  BM 
qui  rencontrent  le  cercle  0  aux  points  A'  et  B'  ;  on  mené 
aussi  le  rayon  01  qui  passe  par  le  point  M.  Démontrer  que 
Ton  a  :  arc  CI  =  arc  BC  -|-  arc  A'I,      (de  Longchamps.) 

315.  —  On  considère  un  cercle  de  centre  0,  et  deux  dia- 
mètres rectangulaires  AB,  CD  dans  ce  cercle.  Dans  le  demi- 
cercle  ADB,  on  trace  deux  rayons  rectangulaires  OP,  OP'; 
on  abaisse  des  extrémités  P  et  F  de  ces  rayons  des  perpen- 
diculaires PQ,  P'Q'  sur  le  diamètre  AB.  On  forme  ainsi  deu:^ 
triangles  rectangles  OPQ,  OP'Q'  dont  nous  désignerons  les 
centres  des  cercles  inscrits  respectivement  par  od  et  to'.  Cela 
posé,  la  ligure  donne  lieu  aux  remarques  suivantes,  qu'où 
propose  de  démontrer  : 

l^'  La  droite  (00)'  qui  est,  pour  des  raisons  évidentes,  paral- 
lèle au  diamètre  AB,  est  égale  au  rayon  du  cercle  donné  ; 

2<*  Le  lieu  géométrique  décrit  par  le  point  I,  centre  du 
cercle  circonscrit  au  triangle  Ca)(o'(  est  un  cercle; 

3^  La  droite  qui  joint  les  milieux  de  PP'  et  de  ci>a>'  est 
constamment  parallèle  à  CD,  et  égale  à  la  moitié  du  rayon; 
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¥  Les  droites  AP,  BP',  CI  sont  concourantes; 
3**  Les  cinq  points  P,  P'.w,  w',  0  sont  sur  un  môme  cercle  ; 
e°  On  a  C«'«  +  Ow«  =  Geo»  +  Oco'*  =  2R«  ; 
7°  Le  milieu  de  PP'  et  les  points  <o,  w',  I  forment  les  quatre 
sommets  d'un  carré.  (de  Longchamps,} 

316.  —  On  donne  deux  parallèles  A,  B,  et  sur  la  pre- 
mière un  point  fixe  0.  Soit  G  un  point  quelconque  de  B. 
Sur  OC  comme  diamètre,  décrivons  une  circonférence  et 
menons  en  G  la  tangente  GD,  sur  laquelle  nous  prenons 
CD  =  GO.  Enfin  joignons  le  point  D  au  milieu  E  de 
GO.  Cette  droite  rencontre  le  cercle  en  deux  points  I  et  V 
dont  on  demande  le  lieu  géométrique,   (de  Longchamps,} 

Mathématiques  spéciales. 

317.  —  Trouver  Tenveloppe  de  la  ligne 

X  cos  <p  +  1/  sin  (p  =^}J{a  cos  ncp). 

(Edmu7ids,) 

318.  —  Résoudre  le  système 

3 

X  -\-  y  ^=^  3  Yx  —  I 

x'-f"  !/*  =  : — TT"'  (Edmunds.) 

310.  —  1**  On  prend  sur  la  tangente  à  une  courbe  fixe, 
à  partir  du  point  de  contact,  une  longueur  proportionnelle 
à  la^  normale  en  ce  point.  Trouver  le  lieu  de  Textrémité  de 
cette  longueur  quand  la  tangente  se  déplace.  —  2^  On  prend 
snr  la  normale  à  une  courbe  fixe,  à  partir  du  pied  de  la 
normale  à  la  courbe,  une  longueur  proportionnelle  à  la  tan- 
gente en  ce  point.  Trouver  le  lieu  du  point  ainsi  obtenu 
quand  la  normale  se  déplace.  — *  Application  aux  coniques 
et  à  la  cycloïde.  (Julliard.) 

320.  —  Établir  Tidentité  suivante,  qui  a  lieu  pour  toutes 
les  valeurs  entières  et  positives  de  p  et  de  n  : 

np  —  Gp^t(n  —  i)  +  Gp4.i(n  —  2)p  +  . . .  + 

(-  O^C^+jC'^  —  P)^  +  i—  ^)^  +  *  (n  —  p  —  i)P  =  o. 

(de  Longchamps.) 
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321. —  Établir,  pour  des  valeurs  entières  et  positives  de 
p  et  de  fiy  et  quel  que  soit  x^  Tidentité 

(a?  —  i)P+^  [iP  a?  +  21*  x«  -f-  •  •  •  +nP  (xf^] 

+  op  flcP  +  ap4.,  ficP-*  +  •  •  •  +  «M  a:, 
les  coefficients  a,  ^  étant  indépendants  de  x,  et  donnés 
par  les  égalités 

Pi  =  nP 

pi  =  (n  — i)P  — Cj,^,  nP 

^3  =  (n  -  2)P  -  C;^.^  (n  -  i)P  +  CJ+,  nP 


?P+i  =  (n  —  p)P  —  C;,^.,   (n  —  p  +  i)P 

OLi   =   {—   l)P+1.   IP 

a,  =  (—   I)P^"^  .  2P  +  (—    l)P  Gp^^.  iP 

a,  =r  (-  i)P+i  .    3P  +  (-   l)P  C^,   2P  +  {—  i)P-« 


ap=  (-   i)P+i  pp  +   ...  +  (-    i)2Cj;+!.  iP. 

("de  Longchamps.) 


Le  Rédàcteur-Géranl^ 
J.  KŒHLER. 


IMPRIXSRIE  CKNTRALB  DES  CHEIftNS  DE  FER.   ~   A.  CilAIX  KT  C'«, 
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NOTE  D'ARITHMETIQUE 


1.  —  Décomposer  en  fadeurs  premiers  le  produit  : 

I .2.3.4. * '^ 

Soit  a  un  facteur  premier  qui  entre  dans  ce  produit  ;  si 
ToQ  divise  m  par  a,  et  que  Ton  trouve  pour  partie  entière 
du  quotient  f  »  les  seuls  facteurs  divisibles  par  a  seront 

a,  20,  3ay  4a  . . .  qa» 
Par  conséquent,  en  réunissant  ces  facteurs,  nous  pour- 
rons mettre  en  évidence  le  produit 

aï  .  1.2.3. . ,q. 
Supposons  de  même  que  l'on  ait 

g  =  09'  +  »•'• 
Dans  le  produit  1.2.3...^;  nous  pourrons  encore  mettre 

en  évidence  le  produit 

09*.  1 .2.3. .  .q\ 

Enfin,  supposons  qu'en  divisant  q  par  a,  on  ait  un  quo- 
tient /inférieur  à  a;  on  mettra  en  évidence  le  produit 

aî'i  .23..  ,q''. 

11  en  résulte  que,  pour  chaque  facteur  premier,  on  trou- 
vera facilement  la  puissance  à  laquelle  il  entre  dans  le  pro- 
duit 1.2. 3... m,  d'après  la  règle  suivante  : 

On  divise  m  par  le  facteur  premier  considéré  a,  on  a 
pour  partie  entière  du  quotient  q;  on  divise  q  par  a,  ce  qui 
donne  pour  partie  entière  q;  on  divise  q  par  a,  et  ainsi  de 
suite  jusqu'à  ce  que  l'on  trouve  un  quotient  qn  inférieur  à  a; 
la  puissance  à  laquelle  le  facteur  a  entre  dans  le  produit 
est  q  +  q'  +9'+  ...  +  qn. 

En  opérant  ainsi  pour  tous  les  facteurs  premiers  qui 
entrent  dans  le  produit,  on  décomposera  celui-ci  en  facteurs 
premiers. 

Ainsi,  par  exemple,  prenons  le  produit 

1.2.3.4.5.6.7.8.9.10.11.Î2.13.14.15.16.17. 
Les  facteurs  premiers  qui  entrent  dans  le  produit  sont 

-,  3,  5,  7,  II,  i3,  17. 
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—  146  — 

On  trouve  pour  le  facteur  2;  les  quotients 

8,  4,  2,  I  ; 
donc  2  entre  au  produit  avec  la  puissance  1 5  ;  on  trouverait 
pour  3  la  puissance  6  ;  pour  5  la  puissance  3  ;  pour  7  la 
puissance  2,  et. pour  les  autres  la  puissance  i  ;  donc  on  aura 
pour  le  résultat  de  la  décomposition  du  nombre  en  facteurs 
premiers      2"  X  3«  X  5«  X  7*  X  1 1  X  i3  X  17 

S.  -«^  Décomposer  en  facteurs  premiers  le  produit 
(P  +  0(P  +  a)(p  +  3)(p  4.  4)  ...  (p  +  m). 

Je  remarque  que  ce  produit  est  le  quotient  du  produit 
des  (m  +  p)  premiers  nombres  par  le  produit  des  p  premiers 
nombres. 

Cela  posé,  si  nous  considérons  un  facteur  premier  supé- 
rieur àp,  il  est  certain  qu'il  n'entrera  pas  au  dénominateur; 
nous  le  retrouverons  au  quotient  avec  un  exposant  égal  à 
celui  qu'il  a  dans  le  numérateur,  exposant  que  nous  obte- 
nons d'après  la  règle  précédente.  Si,  au  contraire,  nous 
prenons  un  facteur  premier  b  inférieur  à  p,  nous  aurons,  en 
appliquant  au  numérateur  et  au  dénominateur  la  règle  pré- 
cédente, d'abord 

m  +  p  =  6^1  -f  ri  ;  p=zbq-\-f, 

et  il  est  bien  certain  que  Ton  a 

îi  >  ?• 
Nous   en  déduirons   donc,  en  continuant  de   même,    et 

appelant   g/,    9/,  ...    les  quotients  successif^  pour  le 

numérateur,  q\  q"  .  .  ,  les  quotients  pour  le  numérateur 

et,  en  définitive,  en  posant  d'une  part 

Qi  =  9i  +  îi'  +?/+••• 
d'autre  part        Q  =  î  +  ?'  -h  î'  +  •  •  • 

Nous  trouverons  que  le  facteur  b  entre  au  quotient  à  une 
puissance  égale  à  Qi  —  Q. 

En  opérant  de  même  pour  tous  les  facteurs  premiers 
inférieurs  h  p,  nous  décomposerons  en  facteurs  premiers 
le  produit  donné,  en  mettant  en  outre  tous  les  facteurs 
supérieurs  à  p,  pour  lesquels  nous  appliquons  la  règle 
donnée  dans  le  premier  problème. 
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ExiHPLE.  —  Décomposer  en  facteurs  premiers  te  produit 
18,19.20.21 .22.23.34.35.26.27.28.29. 

On  a  ici  :  p  =  17;  p  -|-  m  =  29. 

Les  facteurs  premiers  sont  2,  3,5,7,  ''>  '3>  '7'  '9>  ^3>  ^9' 

Les  facteurs  19,  23,  29  entreront  dans  le  produit  avec 

Texposant  i  ;  pour  les  autres,  on  trouve  le  tableau  suivant 


Q. 

Q 

Q,-Q 

Q. 

• 

Q 

Q,-Q 

2 

23 

i5 

10 

II 

2 

I 

I 

3 

i3 

6 

7 

i3 

2 

I 

I 

5 

6 

3 

3 

17 

I 

I 

0 

7 

4 

2 

2 

■ 

Donc  le  produit,  décomposé   en  facteurs  premiers,  donne 
2"  X  3'  X  5»  X  7*  X  ï  I  X  i3  X  19  X  23  X  29. 

3.  Théorème.  -*-  Le  produit  de  p  nombres  entiers  consé^ 
cutifs  est  toujours  divisible  par  le  produit  des  p  premiers 
nombres. 

Je  puis  toujours  supposer  que  le  plus  petit  des  nombres 
qui  entrent  au  numérateur  surpasse  d'au  moins  une  unité 
le  plus  grand  facteur  du  dénominateur  ;  sans  quoi^  il  y 
aurait  des  facteurs  communs  au  numérateur  et  au  dénomi^ 
naleur,  que  je  pourrais  supprimer  immédiatement^  ce  qui 
me  ramènerait  au  cas  précédent;  je  considère  donc  la 
f    ,.        («»  +  0{»*  +  2)(m  +  3)  . , .  (m  +  p) 

1.2  ...  p 
dans  laquelle  je  suppose  m  >^p;  il  en  résulte  que  l'on  a, 
pour  un  facteur  premier  a,  en  appelant  q^  le  quotient  de 
m  -f  p  par  a,  et  q  le  quotient  de  p  par  a 

de  même  q\   >^  27' 

q[  >   rtq' 
etc.,   q\^  9'iv*    99  v'*--   ayant    la   signification  que  je 
W  ai  donné  précédemment.  J'en  déduis  : 

Qi  -  Q  >  Q. 
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Doue  tout  facteur  premier  du  dénominateur  entre  au 
numérateur  avec  un  exposant  au  moins  égal;  par  consé- 
quent le  numérateur  contient  tous  les  fadeurs  premiers 
du  dénominateur  avec  des  exposants  au  moins  égaux  à 
ceux  qu'ils  ont  dans  ce  dénominateur;  par  suite  Texpression 
considérée  est  un  nombre  entier. 

4.  Théorème.  —  Si  Von  a 

Veocpression 

1.2.3.4  • ■ •  ^ 

■■■  II..P-  I.  ,  ■!■■ 

1.2.3...  aX   1.2.3...  p  X    1.2.3...   yX   i.2.3...ô 
est  un  nombre  entier. 

En  effet  on  peut  d'abord  supprimer  le  produit  i.2.3...i 
au  numérateur;  puis  on  remarquera  que  1  expression  est  le 
produit  des  expressions  suivantes  : 

(a  +  l)  (a+  2)  .    .  a+  fi) 

I .2.3. . .    ^ 

(«  +  p  +  i)  (g  +  ^  +  2)...  (g  +  (i  +  Y)  . 

I . 2.5. . .    Y 

1.2.3...  s  ' 

et  de  plus,  un  produit  sous  forme  entière  P  s'il  y  a  lieu. 

Or,  chacune  des  expressions  précédentes  est  entière, 
d*après  ce  que  l'on  a  dit;  donc  l'expression  considérée  est 
un  nombre  entier. 


APPLICATIONS  DE  LA  TRIGONOMETRIE 

Par  M.  Ciino-IiOria 

(Suite,  voir  page  104.) 


II 

TÉTRAGONOMÉTRIE;  POLYGONOMÉTRIE 

13.  —  (R)  Trouver  une  expression  pour  la  surface  S  d'un 
quadrilatère  ABGD  d(.mt  on  connaît  deux  côtés  opposés  b,  d  et 
les  angles. 
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Les  côtés  AB,  CD  se  coupent  en  E.   L*aire  du  triangle 

»TM3      .                        I    r,  sin  A  sin  D 
ADE  est  — rf« 


2        siu  (A  +  D)  ' 

et  Taire  du  triangle  BCE  est 

j__.j  sin  (ic  —  B)  sin  (w  —  G)    i    ,  ^  sin  B  sin  G 

2  sin  [27r  — (B+C)]         ""         r       sin  (B  +  C) 

et  comme  S  =  ADE  —  BCE, 

^         d*  sin  A  sin  D     ,     b*  sin  B  sin  G 
OD  aura  S  = : — — — j — -- — |- 


2  sin  (A  +  D)     '     2  sin  (B  +  G) 

Remarque.  —  On  reconnaît  aisément  que,  quoique  on  ait 
supposé  dans  la  démonstration  que  le  quadrilatère  fût  con* 
Tcxe,  la  formule  trouvée  est  vrdie  aussi  quand  il  ue  Test  pas. 

14.  —  (R)  Étant  donnés  dans  un  quadrilatère  quelconque  les 
côtés  a,  b,  c,  el  les  angles  B,  G,  trouver  sa  surface. 

Les  côtés  AB,  CD  du  quadrilatère  se  coupent  en  E.  Gomme 
l'angle  Eest  égal  à  :r  —  (x  —  B)  —  (tt  —  G)  ou  B  +  G  —  ^, 
le  triangle  BGE  donnera 

BG  _      GE      _        BE 

sin  (B  -f-  G  —  Tz)         sin  A  sin  G 

el  on  aura  donc 

BE  = 44^^:  GE  =  -       ^''""^ 


sin  (B  +  G)  '  sin  (B  +  G)  ' 

el 

AT,  &  sin  G  -^^  b  sin  B 

AE  =  a : — ,^    .    .,.  ;        DE  =  c  — 


sin  (B  +  G)  '        ^^  —  ^  sin  (b  +  C)  ' 
Or  on  a 

uma         I  /      ftsinG      \/      6  sin  B      \  .      ^    .    ^ 

2  V  sm  (B  -f-  G)  A  sin  (B  +  G)  /         ^      *  ^ 

I  b*  sin  B  sin  G 


2        sin  (B  +  G)     ' 

ini?        ï  /  fesinG    V  ftsinB    \ 

ADE= — la :—_-_- )(c )sin(B4-G— x) 

2  \        sin(B-f-Gj/\        sin(B  +  G)/ 

= ac  sin  (B  +  G)  H 6c  sin  G  H ab  sin  B 

Z  ^        '       '    '      2  2 

I    b*  sin  B  sin  G 

~  7     sin(B  +  G)    ' 
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et  comme  S  =  ADE  —  BCE, 

on  aura 

S  =  — 6c  sin  C  +  — afc  sin  B ac  sin  (B  +  C). 

2  ^  2 

18.  •—  (R)  Le  carré  de  la  surface  éPun  quadrilatère  plan 
quelconque  eut  égal  au  carré  de  la  surface  d*un  quadrilatère 
inscriptible  ayant  les  mêmes  côtés  ^  diminué  du  produit  des  quatre 
côtés  par  lé  carré  du  cosinus  de  la  demi^somme  de  deux  angles 
opposés. 

En  égalant  les  deux  expressions  du  carré  de  la  diagonale 
BD  du  quadrilatère,  on  a 

«•  +  (P  —  2ad  cos  A  s=s  6*  +  c*  —  26c  cos  C, 
d'où  Ton  tire 

ad  cos  A  —  oc  cos  B  = (1) 

2 

En  outre,  la  surface  S  du  quadrilatère  est  égale  à  la 
somme  des  aires  des  deux  triangles  ABD,  BCD,  donc  on  a 

ad  sin  A  -^  bc  sin  B  =  2S.  (2) 

Élevons  les  deux  membres  de  chacune  des  équations  (1) 
(2)  au  carré,  puis  ajoutons  les  premiers  et  les  seconds 
membres  :  il  viendra 

a«d«  +  6*0»  -^  2Abcd  cos  (A  +  G)  =  4S«  +  (Îl-Xr 1 L j  , 

ou 

(ad+fcc)«~r>  ^^    -)  =4S«+4a6cdcos«— (A+C). 

Le  premier  membre  de  cette  égalité  est  le  carré  du  double 
de  la  surface  Z  du  quadrilatère  inscriptible  dont  les  côtés 
sont  Qf  b,  c,  d  :  donc 

S*  =  S«  —  abcd  cos*  —  (A  +  G) 

16.  —  Étant  donné  un  quadrilatère  ABCD  inscrit  dans  un 
cercle  0,  on  prolonge  les  côtés  opposés  jusqu*à  leur  rencontre. 
Soient  E  le  point  ot*  se  coupent  AB  et  CD,  F  le  point  où  se  cou- 
pent BG  et  DA  ;  ayant  tiré  les  droites  OD,  OE,  OF,  on  aura 

OE  .  OF  cos  EOF  =  OD*. 

En  égalant  lès  deux  expressions  du  carré  de  EF  (fig,  6)  dé- 
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duites  des  deux  triangles  EOF,  EBF  on  aura  : 

ÔË-  f  ?)F-  —  2OE .  OF  C08  EOF  =  5Ë*  4-  BF^—sBE .  BF  cos  B, 
d'où  2OE  .  OF  cos  EOF  (1) 

=  OË*  —  Bl*  +  OF*  -.  BF*  4-  2BB..  BF  eoi  B. 


Du  triangle  BGE  on  tire 

b 


BE 


sin  (tc  —  B  —  C) 
el  comme  G  ^r  ir  —  A  il  viendra 

b  sin  A 


sin  G 


BE  = 


sin  (A  —  B)  • 
De  même  du  triangle  ABF  on  tire 

a  sin  A 
""  sin  (A  +  B)' 
En  posant  OAB  =  OBA  =  <p  ;    OBC  =  OCB  =  ^ 
les  deux  triangles  ABO,  BGO  donneront  : 

cos  9  =  -—-  ;   (4)         cos  i)/  =  .^^.  (5) 

Les  deux  triangles  OBE,  OGF  donneront  r 

ÔE*  =  OB*  +  BE*  —  2OB  .  BE  cos  9  ; 

ÔP  =  5b*  +  BJ  *  —  2OB  .  BF  cos  '} 
et,  en  nous  rappelant  les  équations  (2)  (3)  (4)  (5)  : 


(2) 


(3) 


sin  (A  —  B)  ' 


OF*  —  BF'  =  R«  — 


—  482  — 

ab  sin  A 


sin  r  A  -f  B)  • 
donc 

Ôl*  -  Bl»  +  ÔF*  -  W=  2R«  2afe  sin*  A  cos  B 

^  sin(A+B)siD(A-Bj* 

On  lire  encore  des  équations  (2)  (3)  : 

TïT?     'nT^         T>                2a6  sin*  A  cos  B 
2BE  .  BF  cos  B  =  — : — ; — .. 

sin  (A  +  B)  sin  (A  —  B) 
Il  viendra  donc: 

ÔË*  —  BË^  -f-  ÔF*  —  BF*  4.  2BE  .  BF  cos  B  =  2R»  (0). 
Enfin  des  relations  (1)  (6)  on  tire  : 

OE  .  OF  cos  EOF  =  R«  =  ÔD*       c.  q.  f.  d. 

17  (R).  —  Si  les  côtés  AB,  BC,  CD,  DA  d'un  quadriklére 
inscrit  forment  une  progression  géométrique,  on  awa  (si  r  est  la 

tg  —  (BGD  —  ABC) 

ratson)  ; ^^ L 

/j  JL  (BCD  +  ABC)         ('■*+0' 


On  connaît  la  relation  : 


I 


sin  BCD  -  sin  ABC        ^g- (BGD -ABC) 

sin  BCD  +  sin  ABC  ~"       T"!" 

^  Ig  —  (BCD  +  ABC) 

On  aura  sin  ABC  =  2  sin  —  ABC  cos  —  ABC 

2  2 

_    V(V  —  a){p  —  b)(p  —  c){p  —  d)    _       2S 


aà  +  cd  ah  -f-  cd 

sin  BCD  = — ; 

bc  -\-  da 

tg  —  (BCD  -  ABC)  ,   .     , 

donc     ^- -  cib-{-cd-bc-da 

ig  -L  (BCD  +  ABC)         ^b  +  'd+bc-{-  da  ' 

Comme  les  côtés  forment  une   progression   géométrique 
4Qnt  r  est  la  raison  on  aura  : 

b  =^ary    c  ==  a?'S    d  =  ay"^ 
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et  par  conséquent, 

Ig  _L  (BCD  —  ABC) 


a*i-  -f-  "*'■*  —  2a*r* 


,g  J_  (BCD  H-  ABC)  «''•  +  "''•'  +  '"''** 

el  en  supprimant  au  numérateur  et  au  dénominateur  le  fac- 
leur  oV,  on  aura  : 

tg^  (BCD -ABC)  ^,.,__^^. 


Ig   _L  (BCD  +  ABC)  ('    ^  '> 

18.  — (R)Z>an5  tout  quadrilatère  circomcrit  les  carrés  des  sinus 
dei  moitiés  de  deux  angles  opposés  sont  entre  eux  dam  le  rap- 
fffH  inverse  des  produits  des  côtés  qui  les  comprennent. 

En  égalant  les  deux  expressions  du  carré  de  la  diai^onale 
AC  déduite  des  triangles  ABC,  ACD 

ou  a      a*  +  ^*  —  2a6  cos  B=c*  -{-  d*  —  2cd  cos  D, 

ou 

la  ^  6)«  +  2afc  (i  —cos B)  =  (c  —  d)*  +  2cd  (i  —  cos  D). 

Comme  le  quadrilatère  est  circonscriptible, 
^>Qa  a  -\-c  =  b  -\-  d 

ou  a  —  6  =  d  —  c. 

Par  conséquent,  Téquation  précédente  devient 

406  sin*  — B   =  J^cd  sin*  — D 

sin»  — B 

2  cd 


sin*  —  D 


o 


Remarque.  —  La  relation  démontrée  est  vraie  aussi  quand 
Ip  quadrilatère  n'est  pas  convexe  ;  car  alors  on  a  (^)  : 

a  —  c  =  b  —  d 
^l  a  —  b  =  c  —  d, 

^Ha  démonstration  précédente  ne  subit  aucune  aUéralion. 

Sleinef^  Journal  de  Creile»  XXX IF,  p.  2J5, 
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19.  —  (R)  Dans  tout  quadrilatère,  la  somme  des  carrés  de 
deu4€  côtés  opposés  diminuée  de  la  somme  des  carrés  des  deux 
autres  côtés  est  égale  au  double  du  produit  des  diagonales  par 
le  cosinus  de  Vangle  compiis. 

Si  0  est  rintersection  des  diagonales,  posons  AOB  =  COD 
=  a. 
Les  triangles  AOB,  COD  donnent 

o*  =  ÂÔ*  +  BÔ*  —  2AO  .  BO  cos  (it  —  a)  ; 

c«  =  CÔ^  +  DÔ*  —  2GO  .DO  cos  (ir  —  a) 

donc  a«  +  c*  =  AÔ*  +  BÔ*  +  cU'*  +  DÔ* 

+  2(A0  .  BO  4-  CO  .  DO)  cos  a 

de  même      5«  +  d*  =  aD^  +  BÔ*  -|- co*  -|-  DÔ* 

—  2(B0  .  CO  -}-  DO  .  AO)  cos  a. 
En  retranchant  la  seconde  égalité  de  la  première»  on  a 
a«  —  6«  -f  c*  —  d*  =  2(A0  .  BO  +  00  .  DO  +  BO  .  CO 

+  DO  .  AO)  cos  a, 
a«  —  6»  +  c*  —  d»  =  2(A0  4.  OC)(BO  +  OD)  cos  a 

=  2AG  .  BD  cos  a,  c.  q.  f.  d. 

Remarque,  —  La  même  proposition  s'applique  &  un  qua- 
drilatère non  convexe;  la  démonstration  en  est  tout  à  fait 
analogue. 

20.  -—  (W)  Étant  données  les  cordes  a,  b,  c  de  trois  arcs  «fc* 
cercles  adjacents  AB,  BC,  CD,  dont  la  somme  est  égale  à  une 
demi-circonférence,  trouver  r  équation  qui  donne  le  rayon. 

Soit  0  le  centre  de  la  circonférence,  tirons  OB,  OC  et  posous 

AOB  =  29,  BOC  =  21)/,  COD  =  20). 
Ces  angles  sont  liés  par  la  relation 

?+  +  +  ««>=   -7"-  ^*) 

Le  triangle  isoscèle  AOB  donne 

a  =  2R  sin  f 

d'où  sin  (p  = 


2R   • 

De  même      sinil/ =  — -— -;    sin  a>  =  — k-. 

^        ^R  2R 
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Il  s'ensuit  que     

,       /4R«  —  6»                    K4R'  — a» 
cos^,  = ^5_;   cos^  = __ 

Or,  de  réquation  (1), 
il  fient  :  cos  9  cos  ^  —  sin  9  sip.  ^  s=  gin  «a; 

^^^^^     y(4R'-fc«)(4R»-at)  ab     _      c 


4R*  4R'    ""     2R  ' 

En  éleyant  au  carré  après  avoir  isolé  le  radical,  on  aura  : 
16R*  —  4(a*  +  fc*)R*  +  a*6*  =  4c*R*  +  406CR  +  a*b* 
et  supprimant  le  fadeur  commun  4R,  on  a  enfin 

qui  est  Téquation  cherchée. 

(A  Suivre.) 


QUESTIONS  D'EXAMEN 


Si  dam  un  tétraèdre  deux  arêtes  opposées  AC,  BD  sont  perpen- 
diculaires entre  elles,  on  aura 

AB*  +  CD«  =  AD«  +  BC«, 
tl  réciproquement.  (Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure.) 

L'arête  BD  étant  perpendiculaire  à  AC,  on  peut,  par  BD, 
mener  un  plan  perpendiculaire  à  AC  ;  ce  plan  coupera  A.C 
en  un  point  I,  tel  que  IB  et  ID  sont  perpendiculaires  à  AC. 
On  aura  par  suite 

BC»  —  AB«  =  CI^  —  AI» 
DC*  —  DA«  =  CI*  —  AI«. 
On  en  tirera  facilement  en  égalant  les  premiers  membres. 

BC«  +  DA«  =  AB«  +  DC«. 
Réciproquement,  de  cette  égalité  on  tire 

BC»  —  AB«  =  DG*  —  DA«. 
Si,  du  point  B  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  AC, 
^lle  coupera  AC  en  un  point  I,  tel  que  Ton  aura 

BC«  —  AB*  =  CP  —  AI». 
Donc,  en  vertu  de  l'égalité  supposée,  on  aura 

PC«  -  DA*  =  CI*  —  Kl\ 
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c'est-à-dire  que  la  perpendiculaire  menée  du  point  D  sur 
AC  tombera  au  même  point  I.  Par  suite,  BD  sera  dans  uu 
plan  perpendiculaire  à  AG;  les  deux  arêtes  opposées  sont 
donc  rectangulaires. 

Corollaire.  —  Si  AC  est  perpendiculaire  à  BD  et  que  AB 
soit  perpendiculaire  à  CD,  AD  est  aussi  perpendiculaire  à  BC, 
En  effet,  on  a,  d'après  la  première  hypothèse. 

AD*  +  BC»  =  AB«  +  CD*. 
Puis,  d'après  la  seconde  hypothèse,  on  a 

AD*  -f  BC*  =  AC*  +  BD*. 
Donc,  on  aura 

AB*  +  CD*  =AC*  +  BD*, 
ce  qui  nous  montre  que  AD  et  BC  sont  perpendiculaires. 


Démontrer  élémentairement  que  Von  a 

X  —  sin  X  <: 


x' 


-^     6 

La  formule  qui  donne  sin  3a  est 

sin  3rt  ^  3  sin  a  —  4  sin^  a. 

oc 
elle  devient  en  remplaçant  a  par  -:r- 

^     .      X  .ce 

sin  a;  ==  3  sin  —z 4  sin'  -—-, 

ce  qui  donuC;  puisque  l'arc  est  plus  grand  que  le  sinus. 


4( -«- j  >  3  sin  — sin  x. 


X 

On  aura  de  même,  en  remplaçant  x  par  -—  et  multipliant 

5 


f  X  \3  X  X 


les  deux  membres  de  l'inégalité  par  3, 

3  sin  -     , 
puis  de  même 

4  .  3«(^j  .>  V  sin  —  -  3*  sin  —, 

4-3'(-^y>3*sin^-3^sin^, 
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4  •  3«-  (  — j  >  3'»  sm  — 3«-»  sin  - 


3»*  3*»-^ 

Ajoutons  ces  inégalités  membre  à  membre,  en  supposant 
A  infini.  Le  premier  membre  est  la  somme  des  termes  d'une 

progression  géométrique  dont  le  premier  terme  est  4(-^)  » 

et  la  raison  -— -,  On  a  donc  pour  ce  premier  membre,  tout 
3 

calcul  fait,  — r-. 

ô 

Le  second  membre  devient 

3n  sin sin  x, 

3« 

Le  premier  terme  peut  s'écrire 

X  X 


X  sin 


3^»   *    3"  ' 
il  se  réduit  donc  à  x;  et  on  a  bien 


x' 


.    >  a;  —  sin  x. 
o 

ce  qui  démontre  le  théorème  énonce. 


Problème.  —  Trouver  élémenlai rement  le  minimum  de 

i 


xP-f 


x^ 
Lemme.  —  Lorsque  Ton  a  m  >  n  et  a:  —  y  =  a.  Tex- 

pression passe  par  un  minimum  pour =  -^. 

y^  m  n 

En  effet  l'inverse  de  cette  expression,  ou  -^ — ,  peut  s'écrire, 
en  posant  m  =  n  +  P> 


?u 


/  X  —  a  Y        ï 

\      X      y        xP 

/  I  I   \«        I 

a»( )  X  — . 

\  a  X  J         xP 


n 

p 

X  —  a 

p' 

an 

y    _    a 

_    a  -\-  y 

X 
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Cette  quantité  est  un  produit  de  puissances  de  facteurs 
dont  la  somme  est  constante;  donc  on  aura  un  maximum 

I  I  I 

quand  on  aura 


ou 


ou  enfin  .  

n  p  n  -r  p  w 

Par  conséquent,  pour   les  mêmes  valeurs  de  x  et  i/i  1^ 

fraction  proposée  passera  par  un  minimum. 

Ce  lemme  établi,  remarquons  que  la  quantité    proposée 

peut  s  écrire  : ' , 

^  xn       ' 

en  posant  m  =  p  -|-  g. 

Élevons  le  tout  à  la  puissance  m,  et  remarquons  que  Ton 
a  (  0:9  )"»  =  (  a?"*  )9  . 

Nous  avons  %  chercher  le  minimum  de  l'expression 

Ce  minimum  a  lieu,  d'après  le  lemme  précédent,  lorsque 

-,  x"^  4-  ï  x^  i 

Ion  a  : ■ =  =  — . 

m  9  P 

On  en  lire  :  x"^  =  — . 


QUESTION  277 

i^lMtios  par  H.  Anuribux,  élève  au  Lycée  Corneille,  Rouen. 


Deux  circonférences  roulent  sur  une  ligne  droite  AB,  une 
troisième  circonférence  de  même  rayon  que  les  deux  autres  leur 
est  constamment  tangetite;  pour  quelle  position  des  trois  circon- 
férences  Vaire  du  pentagone  ayant  pour  sommets  les  trois  centres 
et  les  deu^jc  points  de  contact  sera-t-elle  maxima? 

Soient  E  et  D  les  deux  circonférences  qui  roulent  sur  la 
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droite  ÂB,  et  0  la  troisième  circonférence  qui  leur  est  cens» 
lamment  tangente  et  qui  a  même  rayon.  On  peut  supposer 
une  des  deux  premières  fixe  et  les  deux  autres  mobiles.  Soit 
ACDOE,  le  pentagone  maximum.  Soient  AG  =?  £D  =  x, 
OH  =  t/  la  perpendiculaire  abaissée  de  0  sur  ED.  La 
surface  du  pentagone  est  : 

^    +  Iteou  —  (2R  -f  y). 


2  2 

Paisque  les  trois  circonférences  ont  même  rayon,  OE  =  OD 
el  le  triangle  EOD  est  isoscèle  ;  alors 

ÔË*  =  OH*  +  gSS 

ou  4R*=  y  +'^; 

4 
d'oîi  ~=  V^4R«  —y\ 

et  l'expression  de  la  surface  devient 

M'  -  y'  {2R  +  yh 

Expression  qui  sera  maximum  en  même  temps  que 

(2R+1/)*(2R-t/). 

Ce  produit  de  deux  facteurs  dont  la  somme  est  constante 

sera  maximum  quand 

2R  +  2/ 
J-i.  =  2R  —  y; 

d'oîi  j/  =  R. 

Donc  le  maximum  a  lieu  lorque  la  circonférence  0  est 
tangente  à  la  ligne  des  centres  des  deux  premières.  Si  y  r=:  R, 
r  =  2RV3 ,  c'est-à-dire  est  le  doubledu  côtédu  triangle  équi- 
laléral  inscrit.  De  là  une  construction  facile,  et  la  surface 
maxima  est  3R*/3,  c'est-à-dire  équivalente  à  la  surface  du 
triangle  équilatéral  circonscrit  que  l'on  obtient  sur  la  ligure 
en  menant  AE  et  CL  qui,  prolongées,  se  coupent  en  I  à  l'ex- 
trémité  du  diamètre  01. 

Nota  :  Ont  résolu  U  niéine  question  :  MM.  PeiTiei*.  à  Lons-le-8autnier;  Chré- 
'''*D,  au  Havre;  H.  Bourget.  à  Aix;  HareL  école  Albert-le-Graod,  (Arcueil); 
HamoD.  au  Mans  ;  Daguillon,  Lapareillé,  lycée  Henri  IV  ;  Gobert.  au  collège 
''Jttptal;  Latallerie,  à  Saint-Dier  (Puy-de-Dôme);  Tinel,  à  Rouen.  Gallon 
^rit,  lyeée  Louis-lo-Grand  ;  Capelle,  Davoine,  Tison,  Morchipont,  à  Tour- 
coing. 
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QUESTION  270 

^olstlon  par  M.  A.  Jolt,  élève  au  Lycée  de  Tarbcs. 


Résoudre  un  triangle  connaissant  un  côté,  l'angle  opposé  et  le 
produit  d*un  des  côtés  inconnue  par  la  somme  ou  la  différence  de 
ces  deux  côtés. 

Données  «,  A,  6(6  -f-  ^)  =  "**• 

abc 


De  la  relation 


sin  A  bin  B  sin  C 

a  6  4-  c  6 

on    lire  — -. =   ~, rr— ; 1^ — 77    =  — : ^ 

sin  A  sin  B  +  sm  C  sin  B 

A  B  —  C 


.      _,  2^/  COS  COS 

a  sm  B  2  2 

(1  ou  6   =   : ; — ,   0  -f-  C  = 


bin  A  sin  A 

Par  suite,  en  multipliant   ces  deux  égalités   membre  à 

membre  ; 

A      .     ,,  B  —  C 

2a*  COS  sin  B  cos 

•  2  2 

.  m*  =  — 


a*  cos  - 

2 


sin*  A 

A    r  .      3B— C     ,  Al 

[sin +  cos  — J 


sin*  A 
expression  qui  peut  s'écrire 

,..A            A                    3B-G.,  A 

4Wi*  sin* cos =  a*  sin h  a*  cos  — 

2  2  2  2 

On  en  déduit 


.      3B  — G 
sm 


cos 1 4m*  sin*  —  —  a*    1 


a 


a 


Pour  que  Ton  puisse  accepter  cette  valeur  il  faut  qu'elle 
vérifie  les  inégalités 

4W*  sin* a*  j 


cos 


:  -'< -; o^ 


I 


—  i«l  — 

qui  se  réduisent  aux  deux  suivantes  : 

A  a* 

cos  >  o,  m*  <  


^    .  ,    A           A 
8  siD*  —  cos . 

U  2 

La  première  est  toujours  vraie. 

Si  ces  conditions  sont  remplies,  on  obtiendra  au  moyen 

des  tables  deux  angles  ^  et  ^',  supplémentaires  Tun  de 

l'antre,  pour  3B  —  C.  On  aura  donc  le  système  suivant 

B  +  G  =  (x 

3B  — G  =  p    ou3B  — C=:p'; 
OD  en  conclut 

4  4 

B._-^—  C,_-^— . 

au  moyen  des  relations  (A)  on  calculera  6,  b',  c,  c  et  par 
suite  S. 

Si  au  lieu  de  prendre  6(6  +  c)  =  m*  on  avait  posé  6(6  —  c) 
=  m*,  c(6  -|-  c)  =  m*,  c(6  —  c)  =  w*  la  marche  à  suivre 
pour  résoudre  le  problème  eût  été  la  même. 

Nota.  ^  MM.  CoUod,  de  Bellay)  Dupuy  de  Grenoble  ont  résolu  la  même  question . 


QUESTION  282 

ttolvtios  par  M.  AndrieuX)  élève  au  lycée  de  Rouen. 


Bésoudre  un  triangle  dont  on  donne  un  élément  linéaire  (côié^ 
hissectrice,  • .)  sachant  en  outre  : 

i^  Que  le  rapport  du  carré  de  chacune  des  hauteurs  au  rectangle 
^  segments  qu'elle  détermine  sur  la  base  correspondante  est 
^^K^ffimé  par  un  nombre  entier; 

^  Que  le  produit  des  trois  hauteurs  est  un  multiple  du  pro- 
^^i  des  trois  segments  non  consécutifs  déterminés  par  ces  hau- 
feurj  sur  les  côtés  opposés.  (Geoffroy.) 

D'après  les  conditions  de  l'énoncé  on  a  : 

ft«         — 
BD  .  DG   -'^' 

iQOlftAL  DB  MATH.  1881.  it 
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h  .  h'  .  hr  =  n  .BD  .  GG  .  AE. 
Or         BD  =  c  cos  B,  CD  =  6  cos  C  .   .   .  . 

on  a  donc  :  -r ^  =  m.  (1) 

bc  cos  B  cos  G 

hh'h"  =  nabc  cos  A  cos  B  cos  G  (î) 

de  cette  dernière  relation  on  tire  : 

bc  cos  B  cos  G  = T- 

na  cos  A 

ou  en  substituant  dans  (1)  il  vient  : 

na  cos  A  „.. 

h'h'        =  ^-  ^^> 

Or  ah  =  bh  =  ch\ 

dès  lors  a»A»  =  bcKh" 

bc 

Substituant  dans  (3)  il  vient  : 

rïbc  cos  A 

, =  w. 

ah 

or  fc  =  (?  sin  B, 

,         a  sin  B 
0  = 


sin  A 


,.     ,  na  sin  B  cos  A 

dès  lors  '  : — - — : — — -  =  m. 

a  sm  A  sin  B 

par  suite.  tff  A  =  — 

m 

De  plus  h  =  c  sin  B, 

K  =  a  sin  C, 

h"  =  b  sin  A. 

Donc  h.K.h^  =  abc  sin  A  sin  B  sin  G. 

Comparant  cette  relation  à  l'égalité  (2)  on  toit  que  : 

tg  A  tg  B  tg  C  =  n 

W  fcottimè  A  4-  B  +  G  =  i8o<> 

on  à  en  ouiré 

tgAtgBtgC  =  tgA  +  tgB+  tgC  =n. 

d'où  tgB  +  tgG  =  n — 

m 

et  tg  B  •  tg  G  =  m. 
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On  peut  dès  lors  calculer  les  trois  angles.  Car  tg  B  et  tg  C 
sont  racioes  de  Téquation  : 

X:»-(n-~.)x+fl»  =  o.  (4) 

Pour  que  tg  B  et  tg  G  soient  réelles,  on  doit  avoir  : 


(»-^)" 


—  w  >  o 


4         _ 

2m]lm. 

ou  n  >  ■■ 

m  —  I 

Si  cette  condition  est  remplie,  tg  Bet  tg  G  seront  positives, 
car  la  somme  des  racines  de  (4)  est  positive,  les  nombres 
n  et  m  étant  entiers. 

Connaissant  les  angles  du  triangle  on  le  résoudra  facile- 
ment, puisqu'on  donne  un  de  ses  éléments  linéaires.  On  est 
ramené  à  un  des  problèmes  connus. 


ECOLE  FORESTIERE 


CONCOURS  DE  1880 

Mathématiques. 

Déûoir  le  maximum  et  le  minimum  d'une  quantité  dont  la  grandeur  dépend 
<i  Qoe  seule  Tariable.  Exposer  la  théorie  des  questions  de  maximum  et  de  mini- 
mam  qui  dépendent  du  second  degré,  et  appliquer  cette  théorie  aux  trois 
^vmples  suivants  de  fonctions  dont  la  variable  est  x  : 

a?  —  X —  I 

2*  œ  —  I  4-  ^0?  +  I 

3*  Xm  [a  —  x]<a  , 

tttet  s  étant  entiers  et  positif.' 

Trigonométrie. 

Dans  un  quadrilatère  ABCD,  le  côté  AB  a  une  longueur  de  6  toises,  et  lé 
côté  BC  une  longueur  de  8  toises.  Les  arcs  qui  mesurent  les  angles  A,  B,  C  de 
ce  polygone  ont  des  longueurs  dont  les  rapports  avec  leur  rayon  valent  res- 
ï^tivement  :  i ,  ii  724696 

1,85247334 
1,48997357. 
Oo  demande  de  calculer  en  mètres,  avec  7  figures,  la  distance  du  centre  de 
?aviiê  du  quadrilatère  à  la  diagonale  ED. 


—  164  — 


SUR  LA  SURFACE  DU  TRIANGLE  POLAIRE 


d'un  triangle  donné 


Par  M.  Ibacby  étudiant  à  la  Faculté  des  sciences  de  Marseille. 


1.  —  Trouver  une  expression  de  la  surface  d*un  triangle  dont 
on  donne  les  équations  des  côtés. 

Soient  (Tii^i,  x^y^^  a?,;/,  les  sommets  du  triangle 

a^x  -{-  6ij/  +  CiZ  =  G, 
a^x  -j-  bjf  +  c^z  =  o, 

a^x  4-  6s!/  +  C3«  =  o, 
dont  la  surface  est  S. 

On  a  2S  =    0?,    j/,     I 

^1    y»    I 
En  portant  dans  cette  équation  les  valeurs  de  a?iyi  . . . 

tirées   des  équations  des  côtés    combinées  deux   à  deux, 

j'obtiens 

(64C,)    (Citt,)    (Oi6,) 

(ai6a)(<ii6,)(a,6i)  .  2S  =     (ft.c,)    (c^a^)    (a,6,) 

(taCi)    (C30,)    (a,6i) 

Le   deuxième   membre  n'est  autre  que  le  réciproque  da 

déterminant  D  des  équations  des  côtés. 

D« 
On  a  donc     2S  =     ,..,..,.,  (i) 

2.  —  Par  un  calcul  analogue  au  précédent  on  trouverait 
que  le  volume  du  tétraèdre  déterminé  par  les  quatre  équa- 
tions des  faces  étant  Y,  on  aurait 

P  étant  le  produit  des  mineurs  correspondant  à  la  dernier^ 
colonne. 

3.  -^  Trouver  une  expression  de  la  surface  du  triangle  polain 
d!un  triangle  donné. 


Soient  {XiyiZ^){x^^z^)(x^y^z^)  les  coordonnées  des  sommets 
du  premier  triangle  dont  la  surface  est  S,  S  la  surface  du 
triangle  polaire,  U  =  o  l'équation  de  Ik  conique  auxiliaire. 

Les  équations  des  côtés  du  triangle  polaire  sont  : 


X 


X 


X 


llXi 

dV 
dx^ 
dU 
dx^ 


+  y 

+  y 


+  y 


dV 

du 

dV 
dyz 


+   3 


dU 
dz^ 
dU 
dz^ 
dU 
djs, 


=  o. 


=  o. 


=  o. 


J'applique  à  ces  équations  la  formule  obtenue  (Probl.  I). 


22     = 


dU 
dxi 
du 
do;. 


dU 


du 


dt/i         dj5i 


P 


P  étant  encore  le  produit  des  mineurs  correspondant  a 
la  dernière  colonne.  Soit: 

U  =  Ax«  +  2Bxy  +  Cy*  +  2Qx%  +  iEyz  +  Fjs«  =  o 
en  remplaçant  les  symboles  par  leurs  valeurs  : 

Air,-f  Byi  +  Djï,  Hx^-^-Gy^^^^  Dx^+Eyi+Fz, 
Aoîj-j-  Bi/,-j-  •  •  •   Bx, 


.V 


•  •   •         •   •  • 


Je  considère  en  outre  les  égalités 


2S  = 


x, 

X, 


et  le  discriminant  A  de  U 


A  = 


2/1 
!/> 


55i 
J3« 


a^s  y.  5?5 


A  B  D 
B  C  E 
D    E    F 


Bn  faisant  le  produit  de  ces  deux  déterminants  j'obtiens 
précisément  le  numérateur  de  la    valeur    précédente    de 
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2S.  Cette  valeur  est  donc  : 


ou 


2S    = 


S  = 


4S*A' 

F" 

2S«A« 


(2) 


forme  que  Ton  pouvait  obtenir  a  priori. 

Remarque  I.  —  La  formule  précédente  donnant  la  surface 
du  triangle  polaire  d'un  triangle,  permettra  de  même  d'ob- 
tenir la  surface  du  polygone  polaire  d'un  polygone  quel- 
conque . 

Remarque  IL  —  La  formule  précédente  permettra  aussi 
de  donner  la  surface  d'un  triangle  inscrit  ou  circonscrit  à 
une  conique. 

Rebiarque  IIL  —  Lorsque  le  premier  triangle  est  autopolairc 
par  rapport  à  U,  S  =  S,  on  a  donc; 

D 


8  = 


2A^ 


en  désignant  par  D  la  valeur  de  P  transformée. 

4.  —  En  faisant  un  calcul  analogue  au  précédent,  on  trou- 
verait de  même  une  expression  du  volume  du  tétraèdre  po- 
laire d'un  tétraèdre  donné  par  rapport  à  une  quadrique  U. 

Si  0  est  ce  volume  : 

24V»A» 


0  = 


P  étant  le  produit  des  déterminants  : 

rfU         du        (TU 


(3) 


du 


dU 


dz^ 


dx,         dy, 


W  «  V  V  9  « 

On  fera  au  sujet  de  celte  formule  des  remarques  analogues 
à  celles  faites  sur  la  formule  (2) .  En  particulier,  la  surface 
d'un  tétraèdre  autopolaire  sera  de  la  forme  ; 


H 


.  A- 
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o.  — Sur  l'expression  (2)  on  peut  trouver  un  certain  nomhre 
de  théorèmes  relatifs  au  rapport  des  surface^  S  et  I.  Je  me 
contenterai  d'indiquer  le  suivant  : 

Théorème.  —  Si  une  conique  pivote  autour  de  son  centre 
et  qué  le  discriminant  de  la  partie  du  second  degré  de  son  éqiuitton 
reste  constamment  égal  au  carré  du  terme  constant^  les  triangles 
polaires  d*un  triangle  donné  ont  une  surface  constante. 

Je  cherche  la  forme  du  produit  P  de  mineurs^  c'est  le 
produit  des  mineurs 

Kx,  +  By.  +  Dz,      Bx',  +  Gy,  +  E^, 
Aoî,  +  •  •  •  ^^«  +  Gy,  ... 

La  forme  de  chacun  de  ces  mineurs  est 
( AC  -  B«)(x^O  +  (AE  -  BD)(x,z,)  +  (CD  ^  BE)(a,y,)  . . . 
Si  on  suppose  que  la  conique  est  rapportés  4  sou  ceçtrt» 
D  et  E  sont  nuls  et  le  produit  P  devient 

(AC  -  B»)'(x,j/,)(x^,)(x,y,). 
L'expression  (2)  devient  donc 

2S*A« 

(Xiy,Kx,y,)  ...  (AG  -  W)' 
or,  dans  ce  cas  A  ==  F(AG  —  5*) 

donc  Z  = : 

(x,y,)  ...  (AC  —  B^)  ' 

mais  si  AG  —  B*  =  F* 

S  =  — 

(a?,i/,) .  (x^y^Xx^y^) 

el  le  théorème  est  démontré. 

Remabqite.  —  Si  B  =  o,  la  conique  est  rapportée  A  ^n 
système  de  diamètres  conjugués.  Soit  donc  a  et  6  1§9 
abscisses  et  les  coordonnées  des  points  de  rencontre 

Ace*  +  Cl/»  +  F«  =  o 

avec  ?es  axes       a*  =  -j—        6*  =  -^r" 

F* 
d'où  a*6*  =  -^tttj 

Au 

et  comme    AG  =  Y\    a^b*  =  f\    aft  ^  ±:  y 

d'où  l'on  déduit  que  ; 


23  = 
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Lorsqu'une  conique  est  constamment  rapportée  à  un 
système  de  diamètres  conjugués  et  que  le  produit  des 
longueurs  des  demi-axes  est  constant,  la  surface  du  triangle 
polaire  d'un  triangle  donné  est  constante. 

On  pourrait  faire  sur  la  formule  (3)  des  remarques  ana- 
logues. 


PROBLÈME  DE  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 

Par  H.  Hamre»  élève  au  Lycée  Louis-l&-GraQd. 


On  donne  deux  coniques  G^  C„  et  on  prend  les  polaires  P,  P, 
cf  un  point  p  de  leur  plan.  Elles  se  coupent  en  P.  Lieu  des  points  P 
quand  p  décrit  une  courbe  du  plan. 

Considérons  le  faisceau  de  coniques  passant  par  les  points 
(Cl,  C,).  On  sait  que: 

Le  triangle  formé  par  les  centres  des  sécantes  communes 
est  autopolaire  commun  à  toutes  les  coniques  du  faisceau. 

Les  polaires  d'un  point  quelconque,  relatives  à  ces  coni- 
ques, passent  par  un  même  point  qui  est  dit  le  conjugué  de 
l'autre.  (Ghasles,  Sect.  con.  308.) 

Si  un  point  p  décrit  une  droite  /,  son  conjugué  P  décril 
une  conique.  —  Cette  courbe  est  aussi  le  lieu  des  pôles  de 
la  droite  /  relatifs  aux  coniques.  —  Elle  est  circonscrite  au 
triangle  autopolaire  commun.  (Chasles,  loc.  cit.  309). 

Remarquons  que  la  tangente  au  sommet  Si  du  triangle 
autopolaire  est  la  polaire  du  point  (t,,  oh  la  droite  Z  rencontre 
le  côté  Sj  S„  par  rapport  à  Tangle  (ASiB). 

En  effet,  considérons  le  point  a'^  infiniment  voisin  de  a^  sur 
/;  son  conjugué  S\  est  infiniment  voisin  de  S^  sur  la  conique 
et  la  polaire  de  a\  par  rapport  à  Tangle  (AS^B)  qui  fait 
partie  du  faisceau  sera  la  droite  S^S\.  Donc  à  la  limite,  la 
polaire  de  a^  est  tangente  en  S^  à  la  conique. 

Gela  posé,  remarquons  que  le  problème  proposé  revient  à 
chercher  le  lieu  du  conjugué  P,  du  point  p  quand  ce  dernier 
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décrit  une  courbe.  Le  problème  a  été  résola  dans  le  cas  de 
la  droite.  Nous  avons  tu  que  le  lieu  de  P  est  une  conique. 
Nous  dirons  que  la  droite  et  la  conique  sont  correspondantes. 


I.  —  Cela  posé,  supposons  que  le  point  p  décrive  une  courbe 
5  d'ordre  m.  Le  point  P  décrira  une  courbe  S  que  je  coupe  par 
une  conique  circonscrite  au  triangle  autopolaire  commun. 
A  celte  conique  L  correspond  une  droite  {  et  une  seule;  en 
effet,  prenons  deux  points  P^,  P,  sur  la  conique  et  détermi- 
nons leurs  conjugués  p^,  p^,  La  droite  p^  p,  est  déterminée 
elsa  conique  correspondante,  passant  par  (S^,  S„  S3,  Pi,  P«)» 
coïncidera  avec  la  conique  L.  Cette  droite  que  je  désigne 
par  {,  rencontre  le  lieu  des  points  p  en  m  points,  auxquels 
correspondent  sur  la  conique  m  points  de  la  courbe  S.  La 
^oite  S|  S3  coupe  la  courbe  a  en  m  points  qui  ont  pour 
conjugué  le  point  S^.  Donc  les  points  S^  S,  S,  appartiennent 
à  S  avec  le  degré  m  de  multiplicité.  Donc  la  conique  ren- 
contre la  courbe  S  en  m  -}-  3m  =  4m  points.  Donc  la  courbe 
*  est  d'ordre  2m. 

II.  Tangente  en  un  point.  —  Soit  /  une  sécante  rencontrant 
la  courbe  a  en  deux  points  voisins  p  et  p\  Soient  leurs  con- 
jugués P,  F,  ils  se  trouvent  à  l'intersection  de  S  et  de  la 
conique  correspondante.  Faisons  tourner  la  sécante  l  autour 
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de  p,  de  manière  que  le  point  p'  vienne  en  p.  La  conique  se 
déformera  en  restant  circonscrite  au  quadrilatère  (Sj,  S,, 
S,,  P)  jusqu'à  ce  que  P'  vienne  en  P.  La  Qonique  devient 
tangente  au  point  P  à  S  et  correspond  à  la  tangente  en  p  à 
(7,  On  peut  donc  construire  la  tangente  en  P  à  S. 

Si  la  tangente  en  p  a  un  contact  d'ordre  u.  avec  <j,  la 
conique  correspondante  aura  un  contact  d'ordre  jx  avec  la 
courbe  S. 

Un  point  de  degré  7'  de  multiplicité  dans  ç  possède  r 
tangentes,  auxquelles  correspondent  dans  S,  r  coniques  pas- 
sant par  le  conjugué  du  point  multiple.  Ce  point  a  dès  lors 
r  tangentes  et  est  du  degré  r  de  multiplicité.  Remarquons 
que  les  points  A,  B,  G,  D,  d'intersection,  de  C^  et  de  G,  sont 
à  eux-mômes  leurs  conjugués  ;  s'ils  appartiennent  à  la 
courbe  <t,  ils  appartiendront  aussi  à  2  avec  le  môme  degré 
de  multiplicité. 
Gherchons  les  tangentes  en  ces  points. 
Prenons  le  point  A,  par  exemple,  et  cherchons  la  tangente 
en  ce  point  à  la  conique  correspondant  à  une  tangente  Axg  à 
la  courbe  ff. 

Considérons  les  points  A  et  s^  ;  la  conique  est  le  lieu  des 

intersections  de  leurs  polaires  qui 
passent  toutes  par  les  points  A  et  S,. 
Considérons  la  droite  S, A  comme 
appartenant  au  faisceau  S^  et  cher- 
chons le  TSLjon  homologue  dans  le 
faisceau  A.  S3A  est  la  polaire  de  .<3 
par  rapport  à  une  certaine  conique 
du  faisceau.  Cette  conique  passant 
par  les  points  A  et  B  est  tangente  à 
«8  A,  53  B.  Par  rapporta  cette  conique 
la  polaire  de  A  est  la  droite  AT. 

C'est   le' rayon  homologue  de  Sj.V 
et  par  conséquent  la  tangente  cher- 
chée. Il  en  résulte  que  si  S  et  (j  passent 
par  les  points  (A,  B,  G,  D),  elles  sont 
tangentes  en  ces  points. 
On  verrait  facilement  que  les  tangentes  en  S|  S,  S|  sont 
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les  polaires  des  points  où  7  rencontre  les  côtés  opposés  du 
triangle  autopolaire. 

Cas  de  décomposition.  —  Si  la  courbe  a  est  irréductible  et 
ne  passe  pas  par  un  point  S,  la  courbe  S  est  irréductible. 
Si  la  courbe  «7  passe  r  fois  par  S^  pour  chaque  point  S,,  le 
conjugué  est  indéterminé  sur  S,  S3. 

Donc  SjSj  fait  r  fois  partie  de  il.  Si  <t  passe  r  fois  par  S|, 
S„  S,,  S  se  décompose  en  r  fois  chaque  côté  du  triangle  et 
une  courbe  de  degré  2m  —  3r. 

Faisons  en  particulier  r  =  —- .  Le  degré  est  2m  —  m=:m. 

Donc  une  cubique  circonscrite  au  triangle  autopolaire  se 
transforme  en  une  autre  cubique.  Si  en  outre  elle  passe  par 
les  points  ABGD,  sa  transformée  aura  avec  elle  sept  points 
communs  et  mêmes  tangentes  en  quatre  de  ces  points. 
Donc,  en  général  ces  deux  courbes  coïncideront.  Cette  cu- 
bique sera  donc  une  sorte  d'anallagmatique  dans  la  trans- 
formation que  nous  étudions.  Telle  est  entre  autres  la 
cubique  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  issues  d'un 
point  fixe,  aux  coniques  du  faisceau. 

III.  Asymptotes.  —  Les  points  à  l'infini  de  la  courbe  2  cor- 
respondent aux  points  communs  à  d  et  au  lieu  des  centres  de 
coniques.  Ce  lieu  est  une  conique  dite  des  neuf  points.  On 
construira  Tasymptote  comme  la  tangente  en  un  point.  Remar- 
quons que  la  tangente  au  point  considéré  de  <r  rencontre  la  co- 
nique des  neuf  points  en  un  second  point  qui  donne  l'autre 
asymptote  de  la  conique  correspondante. 

Donc  si  <T  est  tangente  à  la  conique  des  neuf  points,  les 
deux  asymptotes  de  la  conique  correspondante  à  la  tangente 
à  5  sont  confondues.  La  conique  est  une  parabole  et  S  a 
^ne  branche  parabolique. 

On  peut  avoir  directement  la  direction  asymptotique. 
Considérons  la  tangente  à  la  conique  des  neuf  points,  au 
point  ou  elle  rencontre  la  courbe  <t.  Cette  tangente  est  la 
polaire  du  point  conjugué  à  l'infini  par  rapport  à  une  conique 
du  faisceau.  Elle  passe  donc  par  le  centre  de  la  conique. 
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Cette  conique  a  donc  son  centre  au  point  considéré,  et  la 
direction  asymptotique  est  le  diamètre  conjugué  de  la  tan- 
gente par  rapport  à  cette  même  conique. 

Application.  —  Considérons  deux  hyperboles  équilatères 
concentriques.  Toutes  les  coniques  passant  par  leurs  points 
d'intersection  sont  concentriques,  puisque  la  droite  de  Tin- 
fini  fait  partie  du  triangle  autopolaire  commun.  De  plus  ce 
sont  des  hyperboles  équilatères.  En  effet  ces  coniques  déter- 
minent une  inyolution  sur  la  droite  de  rinfiui,  et  le  faisceau 
des  asymptotes  ayant  pour  base  cette  division  est  involutif. 
Il  a  deux  couples  de  rayons  rectangulaires.  Donc  tous  les 
autres  couples  de  rayons  homologues  sont  rectangulaires  et 
les  hyperboles  sont  équilatères. 
Les  sécantes  communes  réelles  sont  rectangulaires  comme 

faisant  partie  du  fais- 
ceau. Les  deux  sommets 
du  triangle  autopolaire, 
autres  que  le  centre 
commun  0,  sont  les 
points  doubles  do  Tin- 
volution  déterminée  sur 
la  droite  de  l'infini, 
c'est-à-dire,  les  points 
cycliques  I  et  J. 

De  là  résulte  que  la 
transformée  d'une  droi- 
te est  une  conique  pas- 
sant O.LJ.  c'est  donc 
un  cercle.  Si  nous  con- 
sidérons les  tangentes 
à  la  courbe  a,  S  sera 
une  enveloppe  de  cer- 
clespassantparunpoint 
fixe.  C'est  une  podaire.  Soit  u)  le  cercle  correspondant  à  la 
tangente  pr  à  la  courbe  a.  Soit  P  le  conjugué  de p  et  Mie 
point  diamétralement  opposé  au  point  0.  La  droite  PMsera 
tangente  en  M  à  une  courbe  dont  ^   est  la  podaire.   Tout 
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reTÎent  à  trouver  le  lieu  de  M.  La  tangente  OR  est  la  polaire 
du  point  à  l'InQai  par  rapport  à  (01,  OB).  Donc  OR  et  la 
parallèle  or  kpr  sont  conjagaées  et  également  inclinées  sur 
OA.  La  droite  DM  est  la  polaire  du  point  à  Tinfiai  de  pj* 
par  rapport  à  une  certaine  hyperbole  du  faisceau.  Par  rap- 
port à  cette  même  hyperbole,  la  droite  or  est  conjuguée  de 
OM. 

Donc  les  asymptotes  de  l'hyperbole  sont  bissectrices  des 
angles  de  Or'  avec  OM.  Soit  OH  une  de  ces  asymptotes. 

Soit  (X  Tangle  de  Or  avec  OA. 

On  a  r'OA  =  ROA  =  a 

MGR  est  droit. 

Donc  MOr  =  90®  —  2a 

ei  HOr- = -ÎÎ2L.  =  450  -  a 

3 

HOA  =  HOr  +  r'OA  =  45°  —  a  +  a  =  45°. 

Donc,  l'hyperbole  cherchée  est  une  hyperbole  fixe  ayant 
pour  axes  les  sécantes  communes  OA,  OB. 

D  un  autre  côté,  le  pôle  de  pr  par  rapport  à  cette  hyper- 
bole se  trouve  sur  le  cercle  w.  Il  se  trouve,  en  outre,  sur 
OM.  Donc,  il  se  trouve  en  M.  Le  point  M  étant  le  pôle  de 
pr  par  rapport  à  l'hyperbole  H,  décrit  la  polaire  réciproque 
de  <s  par  rapport  à  cette  même  hyperbole.  Donc  S  est  la 
podaire  de  la  polaire  réciproque  de  a  par  rapport  à  H. 

Supposons  que  c  soit  un  cercle.  Il  passe  par  I  et  J.  Donc 
1  se  décompose  en  OJ  et  01  et  un  cercle,  à  condition  que 
ff  ne  passe  pas  par  0.  Si  a  passe  par  0,  on  obtient  01, 
OJ,  la  droite  de  l'infini  et  une  droite.  Dans  le  premier  cas, 
la  polaire  réciproque  de  a  est  une  conique  de  foyer  0  et 
dans  le  second  une  parabole  de  foyer  0. 

Il  est  à  remarquer  que  cette  transformation  présente  de 
nombreuses  analogies  avec  l'inversion  qui  aurait  pour  pôle 
le  point  0. 

En  effet  : 

1°  Un  cercle  passant  par  0  donne  une  droite  ; 

2®  Un  cercle  quelconque  donne  un  cercle  ; 

3^  Une  droite  donne  un  cercle  passant  par  0  ; 

4*^  Une  conique  donne  une  podaire  de  conique; 
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5<*  L'inverse  d'une  figure  est  la  podaire  de  sa  polaire  réci- 
proque prise  par  rapport  au  cercle  qui  définit  l'inversion. 


ETUDE  SUR  LES  COORDONNEES  TANGENTIELLES 

ET   LEURS    APPLICATIONS 
Par  M.  E.  J.  Boquel. 

(Suite,  voir  pîige  80 J 


Méthode  générale  pour  passer  de  l'équation  d'une  ligne  en  coor- 
données cartésiennes  à  Véquation  de  cette  ligne  en  coordonnées 
tangentielles,  et  inversement. 

Pour  passer  de  l'équation  F(.T,y)  =  o  d'une  ligne  en  coor- 
données cartésiennes  à  l'équation  f(u,v)  =  o  de  cette  même 
ligne  en  coordonnées  tangentielles,  il  suffit  évidemment  de 
former  la  condition  qui  doit  exister  entre  les  quantités  ueiv 
de  l'équation  ux  -^  vy  —  i  =  o  pour  que  cette  équation 
représente  une  tangente  de  la  courbe  F{Xf  j/)  =  o. 

{x,y)  étant  le  point  de  contact  d'une  de  ces  tangentes,  la 
droite  a  pour  équation  en  coordonnées  homogènes  : 

XF^+YFy  +  ZF^  =  o. 

L'identification  de  cette  équation  avec  l'équation  uX  -f-  rY 
' —  Z  =  o,  ou  mieux  avec  l'équation  homogène  uX  -f-  t?Y 
-|-  wZ  =  o  donne  les  deux  relations 

F'j?  F'ï/  F  z 

U  V  (V 

qui,  jointes  à  la  condition  Y{x,y,z)  =  o,  permettent  d'éliminer 
X  et  y  (en  faisant  z=  i  ),  et  donnent  entre  u,v  eitolGi  relation 
cherchée.  Si  Ton  ne  veut  conserver  quew  et  v,  on  fera  w=  i, 
et  si  l'on  veut,  en  outre,  avoir  la  condition  relative  à  la  forme 
ux  -\-  vy  —  I  =  o,  et  non  à  la  forme  ux  -|-  t'î/  -j-  i  =  o,  on 
donnera  à  iv  la  valeur  —  i . 

La  difficulté  du  calcul  se  réduit  un  peu  si  l'on  remarque 
que  le  point  {x,y)  appartenant  à  la  courbe  et  à  sa  tangente  en 
ce  point,  on  peut  remplacer  la  condition  F(a?,y,j8)  =  o  par  la 
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condition  équivalente  ux  -{•■  vy  +  icz  =  o,  ce  qui  résulte 
d'ailleurs  du  théorème  d'Euler  ;  car  on  a  : 

xYx  +  yF'y  +  zYz  =  mF(a;,  y,  3)  ==  o. 
relation  qui,  en  vertu  des  égalités  de  rapports 

F'o;  Yy  Y, 

U  V  w 

devient  :  ux  -{-vij  -{-  tes  =  o. 

Soit,  par  exemple,  à  calculer  l'équation  tangentielle  de  la 
cissoïde  de  Dioclès,  dont  l'équation  est,  en  coordonnées  rec- 
tangulaires :  x{x*  +  !/')  —  ^^y*  =  o 
c  est-à-dire          ar(x*  -[-  i/*)  —  2ay*5  =  o 
Ou  aura  à  élimiùer  j;  et  y  entre  les  relations  : 

3x*  +  j/*    2xy  —  4at/    —  2aj/* 

u  V  w 

et  ux  -|-  vtj  -\-iv  =  o 

qui  peuvent  s'écrire  : 

w{3x*  +  j/*)  +  2aj/'u  =  o  (1) 

{x  —  2a)w  -\-  ayv  =  o  (â) 

ux  -{-  vy  -{-w  =  o.  (3) 

On  tire  de  (2)  et  (3)  : 

3aiv                              w(w  +  2aii) 
X  =  ' —  t/  = 


w  —  au  v{w  —  au) 

et,  en  reportant  dans  (1)  : 

w[2ya^wH^*  -|-  w\w  +  2au)*]  +  2aM2^'(i<;  -|"  2ûw)*  =  o 
En  faisant  t^  =  i ,  il  vient  : 

270*1?»  +  (i  +  2auY  +  2aw(i  -[-  2au)»  =  o 
c'estr-à-dire  27a»i;«  +  (i  -f  ^aw)'  =  o. 

Eu  égard  à  la  forme  ux  -{-  vy  —  i  =  o,  on  aurait  : 
270*1?*  -(-  (201*  —  i)*  —  2au(2au  —  i)«  =  o 
c'est-à-dire 

27aV  —  (2au  —  i  )»  =  o,  ou  encore  270*1;*  +  (  i  —  2au)^  =  o. 
Cet  exemple  montre  que  l'équation  tangentielle  d'une 
courbe  est  généralement  d'une  tout  autre  forme  que  l'équa- 
tion cartésienne  ;  sauf  dans  des  cas  tout  à  fait  particuliers, 
dont  l'exemple  précédent  fait  partie^  elle  est  même  d'un 
autre  degré  que  cette  dernière  ;  nous  reviendrons  sur  ce 
point. 

Avant  de  poursuivre,  nous  appliquerons  encore  la  méthode 
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générale  à  la  recherche  de  Téquation  tangeniielle  générale 
des  coniques,  dont  l'équation  cartésienne  homogène  est 
Aoc*  +  2Bxy  +  Gt/»  +  ^Docii  +  ^Ej/jï  +  Fjs*  =  o . 
U  faut  éliminer  a;  et  y  entre  les  équations 
Ax-f  By  +  Dg  _  Bag  +  Cy  +  Eg  _  Dag  +  Ey  +  F^ 

if  t'  "~  w 

et  iioc-\-vy-{''wz  =  o. 

En  appelant  X  la  valeur  commune  des  trois  rapports  pré- 
cédents, on  a        Ax  +  By  +  D^ — wX  =  o, 

Boc+Cy  +  Ea  — rX  =o, 
Doc  +  Ey  +  Fj:f  —  wX  =  Oj 
tix  ■-\~  vy  +  wz         =  O/ 
Ces  quatre  équations,  homogènes  et  linéaires  en  £c,  y,  ;s,a, 
admettent  des  solutions  qui  ne  sont  pas  toutes  simultanément 
nulles,  puisque  dans  tous  les  cas  Tune  d'elles  z  est  égale  à 
Tunilé;  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'il  en 
soit  ainsi  est  que  le  déterminant  de  leurs  coefficients  soit 
nul.  L'équation  tangentielle  homogène  des  coniques,  et  rela- 
tivement à  la  forme  mo;  +  t;y  +  ^^  =  o,  est  donc 

A.  B  D  u 
B  G  E  v 
D     E    F   1^' 

U     V     w     o 


=  o. 


—  Inversement,  pour  passer  de  l'équation  f  (u,  v)  =  o,  en 
coordonnées  tangentielles,  à  l'équation  F  (x,  y)  =  o  en  coor- 
données cartésiennes,  il  faut  résoudre  un  cas  du  problème 
des  enveloppes. 

En  effet,  puisque  f{u,  v)  =  o  est  la  condition  entre  u  et  v 
pour  que  la  droite  wcc  +  vy  -—  i  =  o  soit  tangente  à  la  courbe 
considérée,  l'enveloppe  de  cette  droite,  quand  u  et  v  varient 
d'une  manière  continue  sous  la  condition  f(u,  v)  =  o,  est 
précisément  la  courbe  dont  il  s'agit. 

Regardons  u  comme  la  variable  indépendante,  le  point  de 
rencontre  de  deux  tangentes  très  voisines  sera  donné  par  le 
système  des  deux  équations 

MX  +  vy  —  i  =0 
(m  -|-  ùiu)œ  +  (v-j-  At;)y  —  i  =  o 
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lu  et  îv  étant  liés  entre  eux  par  la  relation 

ou  bien 

Att  [f'u  (u,  v)  +  H  +  ^^  1/V(m,  v)  +  <o']  =  o 
Av  et  Ai;  tendant  simultanément  vers  o,  le  point  considéré 
tend  Ters  une  position  limite  sur  la  droite  ux  -^vy  —  i  =  o, 
et  la  deuxième  équation  étant  remplacée  dans  le  système 
par  sa  différence  avec  la  première,  elle  devient 

X  .  ^u  -{-  y  .  ^v=  o 
et  par  conséquent  à  la  limite,  on  aura  le  système  des  quatre 
équations  ux  -^  vy  —  i  =  o 

a?  +  V  lim  -— —  =  o 
'    ^  Au 

Av 
fu  (t*,  V)  +  lim  — -  fv  (u,  v)  =  o 

f(Uy  v)  =  o 
Le  point  limite  sur  ux  -^-vy  —  i  =  o  est  donc  défini  par 
les  deux  équations  :    ux  -^  vy  —  i  =  o 

X 

et  /'„  (i^,  v) ff,  (u,  v)  =  o, 

, .  fu  (Uf  ^')  /'»  (w,  v) 

ou  bien  — — ■ =  - — ^ ■- 

X  y 

Les  valeurs  de  w  et  v  qui  répondent  à  un  point  particulier 
étant  un  certain  système  de  solutions  de  Téquation  f(Uy  t;)=o. 

Si  donc  outre  les  trois  équations 

ux  -{-  vy  —  I  =  o 
yfu  (w,  v)  —  x  fv  ( w,  v)  =  o 
et  f{u,  v)  =  o 

on  élimine  les  deux  paramètres  u  et  v,  il  restera  entre 
X  et  y  une  relation  s'appliquant  à  la  succession  de  tous  les 
points  limites  définis  précédemment;  cette  relation  sera  donc 
réquation  cartésienne  de  la  courbe  considérée. 

Supposons  que  l'équation  f(u,  v)  =  o  soit  algébrique  et 
du  degré  m,  on  peut  la  rendre  homogène,  comme  on  le  fait 

en  coordonnées  rectilignes,  en  remplaçant  u  et  t;  par  — 

w 

V 

H  ;  elle  prend  alors  la  forme  f(u,  v,  w)  =  o,  d'oh  Ton 

w 

iOURKAL  DE  MATH.  1881.  13 
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déduit,  par  le  théorème  d'Euler 

Écriyant  alors  la  relation 

X  y 

80U8  U  forme     - —  =  -î —  =  — ^ \ — - — , 

X  y  ux-^-  vy 

c  est-à-dire  -^ —  =  - —  = ■ — 

X  y  I 

L'expression  uf'u  +  vft, ,  qui  est  du  degré  m,  se  trouvera 
ramenée  au  degré  m  —  i ,  et  le  calcul  d'élimination  de  u  et  v 
sera  quelque  peu  simplifié. 

Cherchons,  par  exemple,  l'équation  en  coordonnées  recli- 
lignes  de  la  courbe  dont  l'équation  tangentielle  est 
Aw«  +  2Buv  +  Cv»  -h  2Du  +  2Et;  +  F  =  0. 

Nous  aurons  à  éliminer  u  et  i;  entre  cette  relation  et  les 

Au  4-  Bv  +  D  Bu  +  Gv  -f  E 

équations      • =  • • 

^  X  y 

et  ux  -{-  vy  —  I  =  o. 

Si  nous  prenons  les  formes  homogènes 

Au"  +  2But;  +  Cr*  -|-  ^Duu;  -|-  îEvm;  +  ¥w*  =  o 
et  ux  +  ^y  -^  wz  =  o. 

Les  relations  deyiendront 
Au  +  Bt;  -f  Dm;    _    Bu  +  Gt;  -f  Ew   _  Du -f  Et;  +  Fto 

X  "~  y  "*  j»  ' 

On  aura  donc,  en  appelant  X  la  valeur  commune  de  ces 
trois  rapports,     Au  +  Bv  -f-  Du;  —  Xo?  =  o, 

Bu  4-  Gu  +  Eî^  —  Xy  =z  o, 
Du  -i-  Ev  -|-  Ft<;  —  Xz  =  o, 

avec  uo?  +  t)t/  4-  «^^  =  o. 

Four  que  ces  équations  admettent,  comme  cela  a  lieu,  des 
solutions  qui  ne  soient  pas  simultanément  nulles,  11  faut  et 
il  suffit  que  le  déterminant  de  leurs  coefficients  soit  nul« 
L'équation  cherchée  sera  donc 

À  P  D  X 
B  G  E  t/ 
D    E    F     * 

ce      t/      0       O 


=  0,  établie  plus  haut. 
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II 7  a  lieu  d'observer  la  forme  remarquable  de  cette  équa- 
tion, qui  se  déduit  de  Téquation  tangentielle 

A    B    D    u 

B     G    E    v 

D    E    F    w; 

u     V     tu    o 
par  le  simple  changement  de  u,  v,  tv  en  x,  y^  %. 

Cesl  encore  là  un  résultat  du  principe  de  dualité  et  un 
exemple  de  la  facilité  avec  laquelle  l'emploi  des  coordonnées 
UiDgentîelles  met  ce  principe  en  lumière.  Nous  reviendrons 
d'aillenrs  sur  ces  deux  équations,  dont  la  réciprocité  est  si 
remarquable. 

—  Pour  achever  de  faire  bien  comprendre  la  méthode, 
considérons  encore  la  courbe  dont  l'équation  tangentielle  est 
tt'  — •  ao*  r=  o,  et  proposons-nous  de  trouver  son  équation  en 
coordonnées  cartésiennes. 

Il  faut  éliminer  u  et  t;  entre  les  équations 

UX  -\-  Vy  '\'  wz  ^:^  o 

u'  —  av^w  s=  o 

et  =  —  ■ 

X  y 

Mais  la  dernière  donne  : 

3tt*  ^avw  3u'  —  2av^w  av*w  av* 


X  y  ux  -^^  vy  —  wz  z 

d'où  Ton  tire  (en  faisant  zeiw=^  i  )  : 

V  =  . —  et =  —  -^,  d  ou  w»  =  —   ^  .  ' 

y  X  y«  3t/* 

L'équation  cherchée  est  donc  : 


2 
X  — 

y 


l/       ox     ,        ,  ,  4ax» 

}j _  +  2-f- 1  =0,  ouî/«=—  :^=^ 
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THÉORÈME  DE  M.  LAGUERRE 


On  sait  que  si  Ton  considère  l'expression  imaginaire 
a  +  fiif  on  peut  représenter  cette  quantité  par  un  point,  en 
conyenant  de  prendre  pour  ce  point  celui  dont  les  coordon- 
nées sont  a,  p  ;  les  axes  étant  d'ailleurs  rectangulaires. 

Ceci  posé,  considérons  Timaginaire, 

g  +  pX  +  t(x  +  f>^) 
^  —  Y  +  8X  +  i(y  +  S-X) 
dans  laquelle  X  représente  un  périmètre  réel  et  variable.  Poar 
chaque  valeur  de  X,  u  prendra  la  forme  A  -|-  ^*  ®*  ^  ^^^ 
considère  le  point  M,  dont  les  coordonnées  sont  x  =  ^, 
y  =  B ,  ce  point  M  décrira  un  lieu  géométrique.  On  propose 
de  démontrer  que  ce  lieu  est  un  cercle;  ce  théorème  a  été 
donné  par  M.  Laguerre. 

En  multipliant  haut  et  bas  la  valeur  de  u  pari'  expression 
imaginaire  conjuguée  du  dénominateur,  on  trouve  d'abord: 

__  («+ ^x)(y  +  SX)  +  («'  -f  my  +  8'^)       ,.. 

(y  +  SX)»  +  (y  +  8'X)«  ^ 

y  (Y  +  8X)«  +  (r  +  S'X)»  ^  ^ 

Il  faut  éliminer  X  entre  ces  deux  équations.  A  cet  eiTet, 
multiplions  (i)  par  (y  +  S'X)  ;  et  (2),  par  (y  +  ^^)  ;  ^^  viendra, 
après  avoir  ajouté  les  deux  résultats  : 

a;(X' +  8'X)  +  î/(y  +  SX)  =  a  +  pX  (3) 

On  trouve  de  même, 

^(Y  +  SXj-î/(Y'  +  S'X)  =  a  +  ^X  (4) 

Il  n'y  à  plus  aucune  difficulté  à  éliminer  X  entre  (3)  et  (4) 
et  Ton  trouve    (x*  +  t/«)(8y  —  yi')  +  P  =  o,  ' 

équation  dans  laquelle  P  désigne  une  fonction  du  premier 
degré  en  x  et  y.  Les  axes  étant  supposés  rectangulaires^ 
cette  équation  est  bien  l'équation  d'un  cercle.  Il  faut  pour^ 
tant  observer  que  ce  cercle  se  réduit  à  la  droite  P  =o,  quan<| 
on  suppose  Zy  —  yo'  =  o.  I 
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Sans  former  explicitement  Féquation  du  cercle,  on  peut 
encore  démontrer  le  théorème  de  la  manière  suivante  : 
En  ajoutant  les  carrés  de  x  et  t/,  on  obtient 

Mais  le  second  membre  peut  se  mettre  sous  la  forme 

Ao:  +  Bj/  -f  C 
car  X,  y,  x^  -^  y*  sont  trois  fractions  rationnelles  de  la  forme 

pX*  ~|-  (jX  +  7' 
s}t  _^  fx  +  u  ' 

p'X"-f-  Ç^  +  ^' 
5X«  +  A  +  u  ' 
p'X»  +  q'^  +  r" , 

on  peut  donc  poser 

p-V+7'^  +  r-   ^   A(pX«+^X+r)         B(p-X«+(yX+r-)  , 

,}}  -{-  /x  -f  ti  .s-X*  +  /X  +  w    "•"     «X«  +  /A  +  it       ^     ■ 

Les  coefficients  A,  B,  C  sont  déterminés  par  les  équations 

Ap  +  Bp  +Gç=p^ 
Ag  +  Bg'  +  G^  =  q\ 

Ar  +  Br  -f  Cu  =  ^''• 
L'équation  du  lieu  est  donc 

CD*  +  y*  =  Aa?  +  By  +  G,       c.  q.  f.  d. 


QUESTION  D'ALGÈBRE 


On  demande  souvent  dans  les  examens  la  sommation  de  la  suite ^ 

X  +  2x«  +  3x«  +  . . .  +  nx« 

Cette  question   n'est  qu'un    cas   particulier  de   la    sui- 
vante, qui  est  beaucoup  plus  étendue  : 

Sommation  d^une  suite  de  la  forme 

X  +  2P  X*  4-  3p  x«  -f-  ...  +  nP  X» 

Posons  Sp  =  iP  x  +  2P  «•  +  3p  a?*  +  ...  +  wP  a« 
et  prenons  la  dérivée  de  Sp  par  rapport  à  a;  ;  il  Tient  : 
S'p  =  ip  +  1  +  2P  +  1 0?  +  3P  +  ^  CD»  +  ...  +  nP  +  <  0?"  -  ^ 
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Par  conséquent  : 

xS'p  =  iP  +  1  ûD  +  2P  +  1  05*  +  3P  +  i  flp«  +  •  •  •  +nP-^^^ 
c'est-à-dire  : 

xS'p  =  Sp  4- 1. 

Cette  relation  générale  permet  de  calculer  Sj  connaissant 
Sq,  puis  S,,  connaissant  S^  et  par  conséquent  S'^  ;  ayant  S^, 
on  formera  S'^,  ce  qui  donnera  S„  et  ainsi  de  suite. 

Par  exemple^ 
S,  =  05  +  205*  +  Sfic»  4-  ...  -^ncc!^ 
résultera  de  la  relation 
Sj  =  a?S'« 

Or, 

So  ==  aï  +  a?*  +  ^  +  ...  +  a?»  =  (c = 

X  —    I  X  —    I 

donc 

^j,   __    [(n  -f-  0  a?"  —  i]  (a;  —  i)  —  (a?»  +  <  —  x) 

noc^  +  <  —  (n  +  i)  œ«  -f-  1 

-  (a?  -  i)« 
Par  suite, 
iuc«  +  2  —  (n  -f-  i)  a?"  +  1  +  a; 

Formant  8'^,  on  en  conclura  S,  par  la  relation  S,  =  xSi 
et  ainsi  de  suite. 


SUR  L'EQUATION  AUX  CARRÉS  DES  DIFFERENCES 


Pour  calculer  cette  équation,  on  forme  habituellement 
réquation  aux  différences  des  racines,  équation  que  l'on 
transforme  ensuite  de  manière  à  obtenir  Féquation  aux 
carrés  des  différences  des  racines.  Il  nous  parait  sensible- 
ment plus  simple  d'opérer  d'une  façon  inverse  et  de  calculer 
directement,  comme  nous  allons  le  montrer  dans  le  cas  du 
troisième  degré,  l'équation  aux  carrés  des  différences  des 
racines. 
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i.  —  Soit  /■=cc*+pcD+î=o 

l'équation  proposée  ;  a;',  x"  deux  racines  de  oetlé  éqilation  ; 
y  la  racine  correspondante  de  Téquation  cherohés  ;  de  telle 

sorte  que  y  =  {x  —  x'y 

ou  y  =  (x  -f-  x)*  —  4a?x' 

soit  X,  la  troisième  racine  ;  on  aura  donc 

y  =  X*  -f  -^. 
*^  X 

ou  a:*  —  ajy  +  49  =  0'> 

d'ailleurs  oc*  +  P^  "4-  î  =  o 

et,  par  différence,  x  =  r — . 

p  +  y 

On  obtient  ainsi  Téquation  demandée 


(P  +  y)*        p  +  2/ 

ou  enfin 

•   ?  =  y*  +  6py*  +  9P*y  +  4P*  +  279*  =  0. 

L'équation  /*,  par  un  théorème  connu,  aura  toutes  lés 
racines  réelles,  si  tf  est  une  équation  complète  et  n'offrant 
que  des  yarîations  ;  on  retrouve  ainsi  la  oo&dition 

4P'  -f-  27g*  <  o. 

3.  —  Considérons  maintenant  le  cas  le  plus  difficile  de 
l'équation  complète  du  troisièL'ie  degré  ; 

/*=  x^  +  ^ï^'  +  ta?  +  c  =i  o.  (1) 

On  a  toujours     t/  =  (a;'  -f  ^0*  —  4000?" 

ou  y  =  ^ai-xY  +  -^ 

c'est-à-dire    a;'  +  200?*  +  ^{^*  —  y)  +  4^^  =  o  (2) 

Il  s'agit  maintenant  d'éliminer  Xy  entre   (1)  et  (2).   Une 

soustraction  donne  d'abord  : 

oa?*  +  x{a*  —  b  —  y)  4-  3c  =n  o  (8) 

D'autre  part  l'élimination  du  terme  constant  entre  (4)  et 

'2)  conduit  à  la  combinaison, 

ix*  +  2ax  +  (46  —  a"  +  y)  3=  0  (1) 

Bes  équations  (3)  et  (4)  et  par  la  règle  connue  qui  sert 

à  éliminer,  entre  deux  équations,  un  paramètre  qui  y  entre 

au  second  degré  ; 
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(4ah  —  a^  —  gc  -{-  ay)*  =  (a"  —  36  —  3}/) 
[!/■  41/(56  -  2a*)  +  (a«  -  6)  (a«  -  46)  +  6ac]  ^ 
Développant  et  simplifiant  on  a  Téquaiion  aux  carrés  des 
différences; 

(A)         y*  —  2i/«(a«  —  36)  +  y(a«  —  36)«  +  H  =  o 
en  posant 

H  =  27c*  +  2«c(2a*  —  96)  +  f>*{4b  —  a*) 
Cette  équation  donne  lieu  à  plusieurs  remarques. 

3.  —  L'équation  aux  carrés  des  différences  devant  être 
complète  et  n'offrir  que  des  variations,  si/* n'a  que  des  racines 
réelles,  on  voit  d'abord  que, 

a*  —  36  >  o. 
Cette  relation,  entre  les  trois  premiers  coefficients,  appli- 
quée à  l'équation  aux  inverses,  donne,  pour  les  trois  derniers 
coefficients,  la  condition  ; 

6*  —  3«c  >  o 
et  l'on  peut  énoncer  le  théorème  suivant;  théorème  qu'on 
peut  établir  de  bien  des  façons  différentes  ; 

Lorsqu'une  équation  du  troisième  degré  a  ses  racines  réelles^ 
le  carré  d'un  coefficient  quelconque  est  toujours  plus  grand  que  le 
triple  produit  des  coefficients  voisins. 

On  peut  remarquer  pourtant  le  cas  limite;  celui  ou  Ton 
aurait  à  la  fois 


a«=  36 

et 

6« 

— : 

3ac. 

L'équation 

est  alors 

a» 
3 

■a?  + 

a« 
27 

=  0 

ou 


(œ  +  ^f=o. 


Les  racines  sont  réelles  mais  coïncidentes  ;  l'équation  aux 
carrés  des  différences  se  réduit  a  y*  =  o;  c'est  ce  qu'on 
vérifie  facilement. 

4.  —  Le  coefficient  de  y  est  lui-même  positif  ou  nul  : 
les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  l'équation 
du  troisième  degré  ait  ses  trois  racines  réelles,  sont  donc 

a«  — 36  >  o, 
H<  o. 
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Xous  allons  montrer  (*)  que  ces  deux  conditions  rentrent 
l'une  dans  l'autre  et  que  la  seule  condition  nécessaire  et 
suffisante  est  H  <  o. 

Posons  gc  —  ab  =  \]  (1) 

et,  dans  l'égalité 

3H  =  8ic«  +  6ac(2q«  —  96)  +  36«(4&  —  a»), 
remplaçons  c  au  moyen  de  l'égalité  (1)  ;  on  obtiendra,  après 
des  calculs  simples  et  évidents, 

9H  =  3U«  +  4aU(a»  —  36)  +  46(a«  —  36)«. 

Dans  ce  trinôme  du  second  degré  en  U,  la  quantité  sou- 
mise au  radical  est        4(0*  —  36)'. 

Si  l'on  avait  a*  —  36  <  o,  les  racines  de  l'équation  H  =  o 
seraient  imaginaires  et  H  conserverait  le  signe  de  son  pre- 
mier terme,  le  signe  -f">  P^^  conséquent,  et  l'on  ne  saurait 
avoir  H  <  o.  En  résumé,  les  deux  inégalités 

H  <  o        et        a«  —  36  <  o 
^ont  en  contradiction  ;  et,  du  moment  que  H  >  o,  on  a  nécessai- 
rement a*  ^3b  >  o. 

0.  —  La  question  que  nous  venons  de  résoudre  et  qui 
consiste  à  faire  rentrer  les  unes  dans  ks  autres  des  inégalités 
qu'on  pourrait  nommer  surabondantes^  pour  exprimer  ce  fait 
que  quelques-unes  d'entre  elles  suffisent  et  que  toutes  ne 
sont  pas  nécessaires,  se  présente  aussi  dans  la  discussion 
de  l'équation  du  troisième  degré  par  la  méthode  de  Sturm . 

L'équation  étant  toujours 

on  a,  pour  la  suite  de  Sturm, 
V,  =  3a^  ^  2Aaj  +  B 
V,  =  2(A*  —  3B)a?  +  AB  —  9C 

V,  =  — 3(9C— AB)«— 4A(9C— AB)(A«— 3B)— 4B(A«— 3B)« 
Les  conditions  données  par  cette  méthode  seraient,  comme 
celles  qu'a  fournies  l'équation  aux  carrés  des  différences, 

A»  ~  3B  >  o  ;       Vj  >  o 
et  comme  V,  =  —  9H 

i*<  Cette  question,  croyons-nous,  a  été  soulevée  aux  examens  de  l'année  der- 
nière par  M.  Marie. 
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on  trouTe,  par  une  discussion  semblable  à  celle  que  nous 
ayons  faite  sur  H,  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  Véquationj      x^  +  ^^*  +  Boj  +  C  =  o 
ait  ses  trois  racines  réelles  et  distinctes,  est  : 

27c*  +  2ac(2a*  —  gb)  +  ft*(46  —  a')  <  o. 


CHOIX  DE  QUESTIONS 

PROPOSÉES  AUX  EXAHBNS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLB  POLYTECHNIQUE  EN  1880 


Gédmétrie  analytique  plane. 

—  On  donne  l'un  des  sommets  de  Taxe  focal  d'une  ellipse,  et  une  extrémiti' 
de  rnn  des  diamètres  conjugués  égaui.  Former  Téquation  des  courbes  qui  ont 
ces  éléments  communs. 

—  On  considère  les  paraboles  ayant  une  tangente  et  son  point  de  contact 
communs,  ainsi  qu'un  point  de  la  tangente  au  sommet.  ~  Trouver  le  lieu  de^^ 
sommets  de  ces  courbes. 

^  Asymptotes  de  la  courbe 


.=(/ 


2x7  -f  3afi  4-  .  .  .   . 


4a;'  4-  3a;  —  i 

—  On  donne  une  tangente  à  une  parabole,  et  les  points  où  elle  est  coupée  - 
1*  par  la  directrice;  2*  par  la  tangente  inclinée  à  45*  sur  Taxe.  —  On  demande 
l'équation  générale  de  ces  paraboles. 

~  Expliquer  a  priori  pourquoi  dans  la  valeur  générale  du  paramètre  d'une 
parabole  contenant  à  son  numérateur  A  et  sinO,  et  à  son  dénominateur  A+C— 

2  B  cos  ft,  le  rapport  des  exposants  A  et  de  A  +  C  —  2B  cos  îj  est  -5-,  et]»our- 

3 

quoi  -—  est  facteur  dans  ces  exposants. 
2 

—  Lieu  des  sommets  des  hyperboles  équilatères,  ayant  un  foyer  donné  et 
passant  par  un  point  donné. 

—  Lieu  du  foyer  des  hyperboles  ayant  une  asymptote  et  un  sommet  donné. 

—  Construire  la  courbe 

I  —  sin  Cl) 

I    —  2C0S  (O 

—  Construire  la  courbe  y  y/x  -{-  t  —  yri— a?,  et  étudier  cette  courbe  autour 
de  l'origine. 

—  Lieu  des  sommets  des  paraboles  qui  ont  la  directrice  et  une  tangente 
communes. 

•  Former  l'équation  générale  des  hyperboles  ayant  comme  éléments  cooi- 
muns  un  sommet  réel  et  le  point  de  rencontre  de  l'une  des  directrices  avec  l'uM 
des  asymptotes. 

—  On  donne  la  droite  sur  laquelle  est  compté  un  des  diamèti'es  conjuguée 
égaux  d'une  ellipse,  et  la  grandeur  de  ce  diamètre  (mais  non  sa  position)  ;  oà 
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dooDe  aussi  le  pied  d'ane  directrice  sur  l'axe.  —  Former  l'équation  de  la  courbe 
qoi  stWMi  h  ces  eonditioas. 

—  On  forme  l'équation  générale  des  paraboles  ayant  une  tangente  et  l'axe 
eommans^  trouver  le  lieu  des  contacts  des  tangentes  qui  font  avec  l'axe  un 
angle  de  45*. 

—  Expliquer  pourquoi  l'équation  aux  carrés  des  demi-axes  d'une  conique  est 
bofflogèoe  par  rapport  aux  coefficients  de  l'équation  de  la  courbe,  pourquoi 
AC  —  fi>  est  facteur  dans  les  deux  premiers  termes,  et  pourquoi  À  est  flicteur 
diDs  les  deux  derniers. 

—  Construire  la  courbe  dont  l'équation  en  coordonnées  polaires  est 

I  —  tang*  (1) 

lang*  (0  —  I 

—  Etant  donnée  la  courbe  y  =x^  ,  troa?er  le  lieu  des  milieux  des  cordea 
parallèles  h  la  droite  y  =  2X. 

—  Construire  la  courbe  dont  l'équation  est 

as^  -\-  x^  y^  —  6x^  +  1/^  =1  o. 

—  Construire  la  courbe  dont  un  point  quelconque  a  pour  coordonnées 

«^  +  t  H-  I  <»  —  I 

<  -h    I  ^  '4  -  « 

—  Former  l'équation  générale  des  hyperboles  équilatères  passant  par  un 
point  fiie,  et  telles  que  le  lieu  de  leurs  centres  est  un  cercle  de  rayon  R,  doit 
OD  donne  le  centre. 

—  Construire  la  courbe  dont  l'équation  en  coordonnées  polaires  eat 

I  -f  sln  <*> 

COS*  (i> 

^  Construire  le  lieu  dont  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  sont 

t  I 

X  =  .  y  =  — ^ 

A  priori  quel  sera  ce  lieu? 

Géométrie  analytique  dans  r  espace. 

jL  y^  z^ 

—  Etant  donnés  l'ellipsoïde  a^  -\ j =   i   et  le  plan  x  -^   ty 

4  9 

T  3s  =  o,  former  l'équation  aux  carrés  des  demi-axes  de  la  section  de  l^  syr- 
tsee  par  le  plan,  et  trouver  les  directions  de  ces  axes. 

—  Faire  voir  a  priori  que  le  lieu  des  points  où  les  génératrices  de  l'byper- 
iioloide  à  une  nappe  se  coupent  à  angle  droit  est  l'intersection  de  la  sphère  de 
Monge  avec  Thyperboloïde. 

—  Reconnaître  la  nature  de  la  surface 

X^  -h  1/^  -h  2Z^  —  2ZX  —  2«  =  o 

ptr  la  méthode  des  contours  apparents. 

—  Lieu  des  centres  des  sections  faites  dans  une  surface  du  second  ordre 
par  les  plans  qui  passent  :  1*  par  un  point  fixe;  S**  par  une  droite  fixe. 

—  A  quels  aies  est  rapportée  la  surface  xy  ==  z^ 

—  Êiani  donnée  l'équation  oâ^  —  y^  '\-  yz  -f  «  —  a:  =  o,  calculer  l'angle 
des  deux  génératrices  de  la  surface  qui  passent  à  l'origine,  et  l'équation  du 
i>laa  des  deux  droites. 

—  Étudier  la  surface  représentée  par  l'équation 

(X  -  «)(v  -  ^)(,  -y)  =  (m-  «')(y  -  p')(.  -  i). 
vaelle  particularité  présente  le  plan  a;  —  a  =  o  par  rapport  à  cette  surfiioe? 
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—  Étant  donnée  l'équation  -^  +  — 5-  =  i ,  former  l'équation  géné- 
rale des  plans  qui  coupent  la  surface  suivant  deux  droites. 

—  L'équation  générale  du  second  degré  à  trois  variables  représentant  un 
paraboloïde,  on  demande  les  équations  de  son  axe. 

—  Trouver  les  plans  principaux  de  la  surface 

xy  -\-  xz  —y-  -^  1=0. 

—  Étant  donnée  la  sphère  x^  -\-  y^  -h  a'  =  RS  former  l'équation  de  la  sur- 
face engendrée  par  une  droite  tangente  à  la  sphère,  et  assujettie  k  s'appuyer 
sur  l'axe  des  z  et  sur  la  droite  (a;  =  a,  «  =  y^* 

—  Étant  donnée  la  surface  x[x  -^  y  -f  i)  +  j/(5  -f  y  —  2)  =  o,  on  donne 
sur  l'axe  des  z  un  point  à  la  hauteur  s  ==  y  ;  former  les  équations  de  la 
seconde  génératrice  qui  passe  par  ce  point. 

—  Étant  donnée  l'équation  >Ju  -{-  \^v  -f  v/mS^=  o  dans  laquelle 

u  =  ax  -{-  by  +  cz  -\-  d 
V  =  a'x  +  b'y  +  c'z  +  d' 
10  =  a'x  +  b'y  -f-  c'z  +  d', 
on  demande  les  propriétés  de  la  surface  qu'elle  représente. 

—  Former  l'équation  de  l'hyperboloïde  à  une  nappe,  quand  on  prend  pour 
axe  des  x  une  génératrice  du  cône  asymptote,  et  pour  plan  des  zy  son  plan 
diamétral  conjugué. 

—  Former  l'équation  générale  des  cônes  du  second  ordre  qui  contiennent 
es  axes  Ox  et  Oy.  —  On  prend  sur  Oz  deux  points  A  et  A'  symétriques  par 
rapport  à  l'origine  ;  on  mène  dans  le  plan  des  zx  AB  i^arallèle  à  (Xr  et  dan;;  le 
plan  des  zy  A'B'  parallèle  à  Oy.  On  demande  l'équation  de  la  surface  engendrée" 
par  une  droite  s'appuyant  sur  AB  et  A'B'  et  parallèle  aux  génératrices  de  Ton 
des  cônes  considérés.  Quel  est  le  cône  asymptote  de  celte  surface? 

—  Lieu  des  centres  des  sphères  tangentes  à  deux  droites  rectangulaires. 

—  Lieu  des  centres  des  sections  faites  dans  une  surface  du  second  (rdre 
f[x^y,z):=.o  par  des  plans  constamment  tangents  à  une  sphère  donnée. 

—  On  coupe  rclhpsoïde h  -^ 1 —  =  i    par  des  plans   parallèles 

^ï  ^  J.2 

au  plan   px  -\'  qy  -\'  rz  ^=  o  \  trouver  le  lieu  des  foyera  des  sections  ainsi 
obtenues. 

—  Lieu  des  sommets  des  cônes  de  révolution  ayant  pour  directrice  l'ellipse 


/  x^         «»  \ 

1'  =  °'— +-f-'=V- 


Géométrie  desoiiptiTe. 

—  Étant  donné  un  triangle  par  les  projections  et  les  côtés  de  ses  sommets, 
mener  par  l'un  des  côtés  un  plan  faisant  avec  le  plan  du  triangle  un  angle  de 
45  degrés.  (Pas  de  plan  vertical  de  projection.) 

—  On  donne  deux  droites  AB,  BC  dans  le  plan  horizontal.  ABest  la  projection 
d'une  droite  située  à  un  décimètre  au-dessus  du  plan  horizontal.  Cette  droite 
tourne  autour  de  BC  et  engendre  un  hyperboloïde  de  révolution.  Par  AB  on 
fait  passer  un  plan  incliné  de  45  degrés  sur  le  plan  horizontal.  On  demande 
un  point  de  l'intersection,  et  la  tangente  en  ce  point.  (Pas  de  plan  vertical  de 
projection). 

—  Étant  donnés  un  cercle  dans  le  plan  vertical,  et  une  droite  quelconque,  le 
cercle  est  la  base  d'un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  parallèles  h  la  droite. 
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Mener  à  ce  eylindre  un  plan  tangent  faisant  avec  le  plan  vertical  un  ongle  de 
45  degrés. 

—  Étant  donné  un  triangle  ABC  dans  le  plan  horizontal,  ce  triangle  est  la 
bjsc  d'nn  tétraèdre  dont  le  sommet  se  projette  horizontalement  en  Set  dont  le 

AB 

eo(é  est  — .  On  demande  le  centre  et  le  rayon  de  la  sphère  inscrite  dans  le 

tétraèdre.—  On  demande  aussi  les  centres  et  les  rayons  de  toutes  les  sphères 
qu'on  peut  mener  tangentes  aux  quatre  foces  du  tétraèdre.  (Pas  de  plan  ver- 
iicd  âeprojecHon,} 

—Etant  donné  dans  le  plan  vertical  un  cercle  qui  est  la  section  droite  d'un  cylin- 
dre, 00  considère  un  plan  défini  par  sa  trace  horizontale  qui  ne  rencontre  pas  la 
ligne  de  terre  dans  les  limites  de  l'épure,  et  passant  p.ir  un  i>oint  (c^  c')  ;  oa 
deaiaode  :  1*  un  point  quelconque  de  l'interjection  du  cylindre  par  le  plan; 
i'  si  dans  les  développements  du  cylindre,  le  développement  de  l'intersection 
présentera  des  points  d'inflexion. 


QUESTION  256 

JNk»liiUoM,  i>ar  M.  Baron,  élève  au  Lycée  Henri  IV. 

On  donne -une  ellipse  dont  les  aœes  sont  01  et  OB  ;  la 
tangente  en  M  à  la  courbe  rencontre  les  axes  en  C  et  D  ;  on 
construit  le  rectangle  OCPD  et  on  joint  le  sommet  P  au  point  M. 
Démontrer  que  si  du  centre  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur 
PM,  cette  perpendiculaire  rencontre  la  normale  en  M  en  un 
point  I  qui  est  le  centre  du  cercle  osculateur  de  rellipse  au 
point  M. 

Je  rapporte  Tellipse  à  deuic  axes  rectangulaires  d'origine 
M,  parallèles  aux  axes  de  la  courbe.  L'équation  de  Tellipse 
iT*     .      v*     .      20?  cos  ?      ,     '2V  sin  9 
r/'  6*  a  b 

celle  de  la  tangente  en  M  est 

œ  cos  <p  1/  sin   <p    

a  0 

On  sait  que  les  cordes  communes  ,à  Tellipse  et  au  cercle 

osculateur  en   M  sont  la   tangente  et  la  droite  symétrique 

de  la   tangente   par  rapport  à  la   parallèle   à  Taxe  focal 

menée  par  M.  Celte  droite  aura  pour  équation, 

X  cos  G  y  sin  9 

^ ^    ,     ^    =  o.  (1 

a  b 
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Bile  coupe  l'ellipse  au  point  M,  et  au  point  M\  dont  les 
coordonnées  sont  x  =  —  4a  sin*  9  cos  cp 

y'  =  —  46  sin  cp  cos*  cp. 

Le  centre  du  cercle  osculateur  sera  donc  déterminé  par 
l'intersection  de  la  normale 

0    cos  (p 

et  de  la  perpendiculaire  au  milieu  de  MM'  : 

(y  -j-  20  8in  9  cos*  9)  = r '—  {i^  +  2a  sin*  9  cos  tp).  (0) 

Gela  posé,  je  cherche  les  coordonnées  du  point  P;  elles 

b  cos*  © 
seront  y  =  : ^ 

sm  9 

a  sia*  9 

X  =  ^. 

cos  9 

La  perpendiculaire  abaissée  de  0  sur  PM  aura  donc  pour 

équation 

{y  +  b  sin  9)  =  —   ^  ^^^^^3  ^    (Jc  +  a  cos  9).     (4) 

Si  cette  droite  détermine  le  centre  du  cercle  osculateur 
par  son  intersection  avec  la  normale,  il  faut  que  Fintersec- 
tion  des  droites  (3)  et  (4)  soit  sur  la  normale  en  M. 

Si  je  cherche  l'équation  de  la  droite  passant  par  M  et 
rintersection  des  droites  (3)  et  (4),  je  trouverai  après  réduc« 
tion 

b  cos  9  .  t/(i  —  2  cos*  9)  ==  a  sin  9  .  x(2  sin*  9  —  i) 
c'est-à-dire  l'équation  de  la  normale  en  M.  Donc  le  point  I 
est  bien  le  centre  du  cercle  osculateur  cherché. 

Nota.  —La  même  qaestiona  été  résolue  par  M*  Bonvalet,  élève  au  Lycée  de 

Versailles. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


Mathématiques  élémentaii^es. 

3222. —  Trouver  cinq  nombres  en  progression  arithmétique, 
connaissant  leur  somme  et  leur  produit. 
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323.  —  Trouver  le  minimum  du  volume  d'un  tronc  de 
cône  droit  à  bases  parallèles  circonscrit  à  un  hémisphère. 

324.  —  Construire  géométriquement  un  triangle,  connais- 
sant un  côté,  le  périmètre  et  la  surface. 

325.  —  Résoudre  l'équation 


n  n 


326.  —  Étant  donné  un  cercle  0  et  deux  points  extérieurs 
A  et  B  donnés  par  les  quantités  suivantes  :  OA  =  a,  0B  =  6, 
AB  z=  d,  trouver  sur  la  circonférence  un  point  M  tel  que 
la  somme  des  carrés  des  distances  MA  et  MB  soit  égale  à 
une  quantité  donnée.  On  discutera  le  problème  et  on  cons- 
truira géométriquement  le  point  M  lorsqu'il  existe. 

327.  —  On  donne  un  cercle  C,  une  corde  AB  de  ce  cercle, 
et  sur  AB  un  point  P;  mener  par  le  point  P  une  corde  XPY 
telle  que,  si  on  abaisse  XX'  et  YT  perpendiculaire  sur  AB, 
on  ait  XX'  —  YY'  =  D.  (Lieber.) 

328.  —  On  donne  un  cercle,  uu  diamètre  et  deux  points 
P  et  F  sur  ce  diamètre,  de  part  et  d'autre  du  centre,  à  des 
distances  inégales  du  centre.  Mener  par  P  et  F  deux  cordes 
é^Ies  qui  se  coupent  sur  la  circonférence.  (Lieber.) 

Mathématiques  spéciales. 

329.  —  On  considère  une  ellipse  et  deux  normales  à  cette 
courbe  faisant  entre  elles  un  angle  droit.  Soit  M  le  point 
de  rencontre  de  ces  deux  normales.  Par  ce  point  M  on  mène 
^  l'ellipse  les  deux  autres  normales^  dont  les  pieds  sont  A 
et  B.  En  A  et  B,  on  mène  les  tangentes  à  l'ellipse.  Trouver 
le  lieu  du  point  P  de  rencontre  de  ces  tangentes,  quand  le 
point  M  décrit  le  lieu  des  sommets  des  angles  droits  dont 
les  côtés  sont  normaux  à  l'ellipse  donnée. 

330.  —  On  donne  trois  points.  A,  B,  G,  dans  un  plan. 
Autour  du  point  A,  on  fait  tourner  un  angle  de  grandeur 
constante,  dont  les  côtés  rencontrent  en  M  et  N  une  droite 
fixe  donnéa  ;  on  demande  le  lieu  décrit  par  le  point  de  ren- 
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contre  des  lignes  BM  et  CN  lorsque  Tangle  donné  louruc 
autour  du  point  Â.  Étudier  les  propriétés  de  ce  lieu. 

331.  —  Étant  données  deux  ellipses  homofocales,  par  uu 
point  P  de  leur  plan,  on  mène  à  Tune  d'elles  deux  tangentes, 
A  et  B  d'une  part,  C  et  D  d'autre  part  étant  les  points  où 
ces  tangentes  rencontrent  la  seconde  ellipse,  établir  la  rela- 
tion 


PA    —    PB  PC    —    PD  ' 

trouver  à  quelles  positions  du  point  P  conviennent  respec- 
tivement les  signes  +  et  — . 

332.  —  On  coupe  uu  ellipsoïde  : 

1^  Par  des  plans  parallèles  à  un  plan  donné; 
2®  Par  des  plans  passant  par  une  droite  donnée; 
3°  Par  des  plans  passant  par  uu  point  donné. 
Trouver  les  lieux  décrits  par  les  foyers  de  ces  sectious 
dans  les  trois  cas. 

333.  —  M  et  M'  étant  deux  points  d'une  parabole,  P  le 
point  de  concours  des  tangentes  en  ces  deux  points,  et  F  le 
foyer,  démontrer  que  Ton  a  : 

PM'  _  PM' 
MF    —"MT" 
Existe-t-il  un  théorème  analogue  pour  Tcllipse  et  l'by- 
perbole  ? 

334.  —  Étant  donnée  la  fonction 

cù(.t)  =  ■ , 

on  demande  de  calculer  la  fonction  analogue  <f(2x)  en  fonc- 
tion de  f^(x), 

336.  —  Construire  les  courbes  suivantes  : 

2x^y^  -{-X*  —  y*  —  2xy  =  o 
4x^1/*  +  ^*  —  î/*  +  5x*y*  (ce*  —  j/*)  —  ^xy  =  ô. 


Le  Rédacteur-Gérant, 
J.  KŒHLER. 
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—  193  — 


QUESTION  DE  GEOMETRIE 

Par  MM.  0elplt  et  IBoetear,  élèves  de  l'École  préparatoire 

de  Sainte-Barbe 

Solntloii  et  développeicent  de  la  question  315. 


On  donne  dans  un  cercle  deux  diamètres  fixes  AB,  CD.  Par 
le  centre,  on  mène  des  rayons  perpendiculaires  OP,  OF  ;  on 
abaisse  de"?  et  P'  des  perpendiculaires  PQ  et  P'Q'  sur  AB  ;  soient 
w  et  te)'  les  centres  des  cercles  inscrits  dans  les  triangles  POQ, 
P'OQ'.  La  figure  jouit  des  propriétés  suivantes  : 

1°  Les  trois  points  P,  w,  G,  sont  en  ligne  droite. 

En  effet,  le  triangle  OGP,  qui  est  isosccle,  donne 

OPG  =  OGP; 
de  plas  PQ  est  parallèle  à  OG:  donc 

GPQ  =  OGP  ; 
par  suite  PC  est  la  bissectrice  de  Tangleen  P;  elle  contient 
donc  le  point  o).   Pour  la  même  raison,  les  points  F,  co',  G 
sont  en  ligne  droite. 

^  Les  deux  droites  «oP,  «oÂ  sont  égales  et  rectangulaires. 

Ces  lignes  sont  égales,  parce  que  PH  =  AH  ;  elles  sont 

P           0 
perpendiculaires  parce  que  PwH  =  —  -( =  45®.  Donc 

P»A  =  go**. 

On  Toit  aussi  que  les  angles  (oAO,  OPa>  sont  égaux  ainsi 
que  OPco  et  w'OQ';  donc  les  droites  <oA,  co'O  sont  égales  et 
parallèles. 

3*JZa  droite  cdw'  est  égale  au  rayon. 

Cela  résulte  de  ce  que  nous  venons  de  dire;  les  ligues 
(âl  et  co'O  étant  égales  et  parallèles,  la  figure  omo'AO  est  un 
parallélogramme. 

4®  Le  lieu  du  centre  I  du  cercle  circonscrit  au  triangle  Gwo)' 
cH  un  cercle. 

Bn  effet,  Tangle  en  G  étant  égal  à  45'',  uxo'  est  le  côté  du 

JOOmftAI.  Dl  KATB.  1881.  13 
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carré  inscrit  dans  le  cercle  (oGu)',  et  si  par  le  point  E,  milieu 
de  ci)(d',  on  élève  à  cette  droite  une  perpendiculaire  sur  laquelle 
on  prend  une  longueur  El  égale  à  coE  dans  l'intérieur  du 
triangle,  le  point  I  est  le  centre  du  cercle  circonscrit;  on  a 

donc  CI  =  lo)'  ;  or  comme  on  a  Iw'  =  — — ,   on    voit  que 

il 

CI  est  constant;  le  lieu  du  point  I  est  donc  un  cercle  ayant 

R  "T^ 
le  point  C  pour  centre,  et  pour  layon . 


f{<»  La  droite  qui  joint  les  milieux  de  PF  et  de  iotà' est  constante 
et  égale  à  la  moitié  du  rayon. 

D'abord  les  droites  OE  et  CI  sont  égales  ;  de  plus    elles 
sont  parallèles.  En  effet,  on  a 
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KOD  =  KOP  —  DOP  =  450  —  OPQ. 

ICO  =  ICû)  —  —  =  90»  —  C<o'«o  —  -L. 

2  2 

Mais                          G(i>(i>  =  90'  —  ■  ; 

donc  ICO  =  .^ L  =  450  _-  OPQ. 

2  2 

et  par  suite  KOD  =  ICO. 

Il  en  résulte  que  la  figure  OKIC  est  un  parallélogramme, 
et  puisque  lE  est  déjà  parallèle  à  GO,  la  ligne  EE  est  aussi 

parallèle  à  CO  ;  enfin,  on  a  IK  =  R,  et  comme  lE  =  —,  il 

2 

en  résulte  que  KE  est  égal  à  — . 

6°  Les  points  K,  w,  w',  I  sont  les  sommets  d'un  carré. 

Cela  résulte  de  ce  que  les  droites  Kl  et  oko'  se  coupent  en 
leurs  milieux  et  à  angle  droit  et  sont  de  plus  égales. 

7°  Les  trois  points  Â,  co,  F,  sont  en  ligne  droite. 

P  P 

En  effet  on  a  «oAB  =  — ,  et  puisque  FAB  =  — ,  les  droites 

2  2 

A(t),  AF  se  confondent. 

8<»  Les  trois  droites  BP,  AF  et  CI  concourent  en  un  même 
point. 

En  effet,  nous  avons  vu  que  Ga>  était  perpendiculaire  sur 
AM  ;  de  même,  Go/  est  perpendiculaire  sur  BM  ;  donc  le  qua- 
drilatère Ma>Ca>'  est  inscriptible,  et  GM  est  un  diamètre  du 
cercle;  ce  diamètre  passe  donc  par  le  point  I. 

9*  Les  cinq  points  P,  P',  o),  w',  0  sont  sur  une  mén^  circon-- 
férence  ayant  pour  centre  le  point  K. 

Cela    résulte    de  la    propriété    démontrée    (6),    puisque 

K»  =  Kcd'  = ,  et  que  cette  même  quantité  exprime  les 

distances  KO,  KP  et  KF. 
\^  On  a        Co)'*  +  Ou)«  =  Ga>«  +  Oca»  =  2R«. 
En  effet,  on  a  Ocd  =:  P'o»'  =  B<o'. 
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Donc    Cto*  +  Oo)'*  =  Cw'*  +  Bo)'*  =  CB«  =  2R*. 
On  a  de  môme  Co)'  +  0^^  *  =  ^R*. 

Il  existe  beaucoup  d'autres  propriétés,  dont  nous  allons 
signaler   les  plus  importantes. 

1  !•*  Le  lieu  du  point  M  est  une  circonférence  ayant  pour  centre  G. 
Cela  résulte  immédiatement  de  (8),   puisque  CM  =  2CI 

=  RV2.  On  Toit  que  cette  circonférence  passe  par  les  points 
A  etB. 

12°  Le  lieu  du  point  E  est  une  circonférence. 

En  effet,  si  nous  joignons  le  point  E  au  milieu  L  de  OC, 
la   ligne   EL   est   toujours   égale  et  parallèle    à  CI;  donc 

2 

Vd^  Le  point  0  est  le  point  dHntersection  des  hauteurs  du 
t7i angle  Cww'. 

En  effet,  les  cordes  PA,  P'G  sont  parallèles,  parce  que  les 
arcs  FF'  et  AC  sont  égaux;  donc  Ow,  perpendiculaire  à  PA. 
est  aussi  perpendiculaire  à  PC. 

Pour  la  môme  raison,  cd'O  est  perpendiculaire  à  PC. 

H^  Le  lieu  géométrique  du  centre  de  gravité  du  triangle  Cwi»» 
est  un  cercle. 

En  effet,  le  centre  de  gravité  se  trouve  sur  01,  et  sa  dis- 
tance au  point  0  est  les  deux  tiers  de  01.  Donc,  le  lieu  du 
centre  de  gravité  est  un  cercle  dont  le  centre  est  sur  OC,  à 
une  distance  de  0  égale  aux  deux  tiers  du  rayon. 

18°  le  lieu  du  centre  du  cercle  des  neuf  points  du  triangle  Cwco' 
est  un  cercle. 

En  effet,  ce  centre  se  trouve  au  milieu  de  01.  Donc  le  lien 
de  ce  centre  est  un  cercle  dont  le  centre  est  au  point  L. 

16°  Les  six  points  P,  H,  Q,  R,  0,  K  sont  sur  une  même  circon- 
férence. 

Car  les  angles  qui  ont  pour  sommets  les  points  H,  Q, 
R  ou  K  et  passent  par  les  points  0,  P  sont  droits. 
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n®  Les  lieux  des  points  w  et  w'  se  composent  de  deux  cercles. 

£q  effet,  l'angle  OioG,  opposé  par  le  sommet  à  l'angle  Po)H, 
est  égal  à  43°.  Le  lieu  du  poiut  a>  est  donc  le  cercle  circons- 
crit au  triangle  AOC. 

18*  Les  trois  points  D,  K,  M  sont  en  ligne  droite. 

Car  IK  est  la  moitié  de  CD,  et  le  point  I  est  au  mi- 
liea  de  MG,  IK  étant  parallèle  à  CD.  Donc  le  point  E  est  le 
milieu  de  DM. 

49°  La  ligne  Kw  passe  par  le  point  Q. 

En  effet,  l'angle  coQO  est  égal  à  45*^  ainsi  que  l'angle 
KfaHo',  et  les  droites  cou)'  et  AB  sont  parallèles. 

20°  Les  six  points  K,  co,  w',  I,  R,  R'  sont  sur  une  même  cir- 
rffnférence. 

Les  quatre  premiers  points  sont  sur  une  circonférence 
ayant  E  poiy:  centre,  et  les  angles  wRo)',  wRV  sont  droits; 
donc  cette  circonférence  passe  par  les  points  R  et  R'. 

21°  Le  lieu  du  point  F  est  une  stropho'ide. 

Menons  AF.  L'angle  aigu  de  cette  droite   avec  OF  sera 

égal  à  PFH,  ou  P  -| .Or,  Tangle  DGF  a  la  même  valeur. 

il 

Donc,  le  point  F  s'obtiendra  en  portant  à  partir  du  point  de 
rencontre  de  AF  avec  OD  une  longueur  égale  à  la  dislance 
de  ce  point  au  point  0.  Il  appartient  donc  à  la  boucle  d'une 
slrophoïde. 

22°  Soit  |A  te  centre  du  cercle  inscrit  au  triangle  Gwù)'.  Le  lieu 
du  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  (ojaw'  est  un  cercle. 

En  effet,  l'angle  (oulo)' est  égal  à 1 =  JL  -L  -Z_, 

°  '  2  2  2  2 

Donc,  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  (o^.a)  est 
constant.  Soit  S  le  centre  de  ce  cercle;  la  droite  SE  est  cons- 
tante. Prenons  sur  GO,  à  partir  du  point  L,  une  longueur 
LV  égale  à  SE.  SV  sera  toujours  égal  à  LE;  donc  V  sera  le 

centre  d'un  cercle  de  rayon  — ; — qui  sera  le  lieu  du  point  S. 
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S8*  Les  troiê  points  S,  ti,  C  sont  en  Ugne  droite. 

Bn  effet,  on  a       Saw  = , 

'22 

Tt  (i>'b>G 

L'angle  aigu  de  Cu.  avec  wu.  est  égal  à  -5 — | . 

Si  Ton  égale  ces  valeurs,  on  en  tire 

to)w'C  -}-  ^'fàC  =  i35®; 
telle  est  la  condition  ii  laquelle  doivent  satisfaire  les  angles 
en  10  et  (o'  du  triangle  Cuxo'  pour  que  les  trois  points  S,  a 
et  C  soient  en  ligne  droite  ;   on   sait   que   cette  condition 
est  remplie. 

24<*  Le  lieu  du  centre  du  cercle  inscrit  dans  le  triangle  Caxd' 
est  un  limaçon  de  Pascal. 

En  effet,  le  point  S  appartient,  d'après  ce  que  Ton  vient 
de  dire,  au  cercle  circonscrit  au  triangle  Cww',  puisque  la 
ligne  GjA  est  la  bissectrice  de  l'angle  en  G  ;  il  en  résulte 
que,  puisque  S[u  est  constant,  le  point  jx  décrif  un  limaçon 
de  Pascal. 

23®  Jl  existe  une  ellipse,  ayant  pour  foyers  les  points  0  et  I, 
et  tangente  aux  trois  côtés  du  triangle  G(<><d'. 

Nous  remarquons  que  les  angles  IGo)',  OCo>  sont  égaux; 
en  effet,  l'angle  to'GO  et  l'angle  IGo)  sont  égaux  comme  com- 
plément d'un  môme  angle  Gw'o).  Donc,  en  retranchant  lu 
partie  commune  IGO,  on  voit  que  les  angles  wGO,  to'GI  soûl 
égaux.  En  outre,  les  angles  Iu)'G,  Oww  sont  égaux;  en  effet, 
l'angle  Ow'o)  est  le  complément  de  l'angle  Gwa)';  il  en  est  de 
même  de  l'angle  I(i)'G,  qui  est  le  complément  de  la  moitié 
de  l'angle  au  centra  GIo)'.  On  prouverait  de  même  que  les 
angles  w'wO  et  IwG  sont  égaux.  Gela  posé,  prenons  une  ellipse 
ayant  pour  foyers  0  et  I  et  tangente  à  tow'.  Si  des  points  w 
et  (!>'  on  mbne  deux  autres  tangentes  à  cette  ellipse,  elles 
feront  respectivement  avec  les  droites  wl,  w'I  des  angles 
égaux  à  0)  wO  et  ww'O.  Les  droites  wG,  to'G  satisfont  précisé- 
ment à  celte  relation.  Le  théorème  est  donc  démontré. 

Note  de  la  Rédaction,  —  Les  auteurs  auraient  pu  démon- 
trer ce  dernier  théorème  en  rappelant  que  les  symétriques 
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de  0  par  rapport  aux  côtés  dn  triangle  Ctùîù  sont  snr  la 
circonférence  circonscrite,  puisque  le  point  0  est  le  point 
de  concours  des  hauteurs  de  ce  triangle  ;  si  Ton  appelle  R 
le  symétrique  de  0  par  rapport  à  Go),  le  point  de  rencontre 
de  IR  aYOO  Cio  est  tel,  que  la  somme  de  ses  distances  aux 
points  I  et  O  est  égale  à  IG,  et  de  plus  la  ligne  C«)  est  éga- 
lement inclinée  sur  les  deux  droites  qui  joignent  ce  point 
aux  points  I  et  0.  Donc  Geo  est  tangente  à  Tellipse  ayant  I 
et  0  pour  foyers,  et  pour  cercle  directeur  le  cercle  circons- 
crit à  C(0b)'.  Il  en  est  de  même  pour  les  deux  autres  côtés 
du  triangle.  Nous  avons  reproduit  la  démonstration  des  au- 
teurs, quoiqu'elle  s'appuie  sur  un  théorème  moins  connu 
des  élèves  de  Mathématiques  élémentaires. 

Nota.  —  La  question  315,  telle  qu'elle  avait  été  proposée,  a  été  résolue,  en 
ootre,  par  HM.  Launay,  A  Bourges;  Baudouiu,  au  collège  de  Beauvais;  Fiévet, 
à  Lille;  Hamon,  au  Mans;  Jullien  et  Lapareillé,  au  lycée  Henri  IV,  à  Paris. 


APPLICATIONS  DE  LA  TRIGONOMÉTRIE 

Par  M.  €;iiio-IioHa 

[Suite  et  /In,  voir  pages  62, 104  et  148.) 


ii.  —  (T,  W)  0  est  le  centre^  r  te  rayon  du  cercle  inscrit 
dans  un  triangle  quelconque  ABC.  On  mène  OA,,  OBj,  OC, 
perpendiculaires  aux  côtés  BC,  CA, 
AB.  Soient  r^,  r^,  r,  les  rayons  des 
cercles  inscrits  dans  les  quadrilatères 
AB^OCi,  BCiOA^,  CA4OB1.  Trouver 
des  relations  entre  r^  r,  r,  et  les  élé- 
ments du  triangle  donné. 
Considérons  le  quadrilatère 
ABi  OU,  ; 
puisque 

OBi  =  0Q„      ABi  ==  ACi, 
on  a 

OBi  +  ACt  =  OCi  +  ABi 


—  200  — 

et  le  quadrilatère  est  circonscriptible.  OA  étant  la  bissec- 
trice des  angles  A  et  0,  cette  droite  doit  contenir  le  centre 
Oi  du  cercle  inscrit  dans  le  quadrilatère.  Menons  la  bissec- 
trice de  Tangle  C^  ;  cette  droite  aussi  contient  0^.  Donc 
ce  point  est  le  point  de  rencontre  de  ces  deux  droites. 
Ayant  tiré  O^P  perpendiculaire  à  00^,  on  aura  OjP  =  r,. 

Dans  le  triangle  OOïC  Tangle  0  est  égal  à ,  Tangle  C, 


2 


est  égal  à ,  donc  Tangle  0^  vaut  — — 

4  4 

?•  sin  — 

Il  viendra  donc   00,  = rA-. 

.    7r+2A 
sm — ■ 


Le  triangle  OO^P  donne 


sin  —  sm 


i\  =  OOj  Sin =  r 


TT  -4-  2A 

sm ' 


4 
on  en  tire 

■::  A 

7*  sm  — r-  cos  — 
r^  2  2 


r  .      TT  A    ,  -jr      .     A 

sin —  COS' Hcos —  sm  — 

4  2     '  4  2 

7;  A 

sm  —  cos  — 

et  'J- =  ± L  =  cot  —A.         (i) 

r  —  r.  :r      .      A  2 

cos  —  sm  — 
4  2 

De  même —  =   cot — B:  Ci) 

/•  —  r,  2  ^ 

^^        =  cot  —G.  (3) 


r  —  r^  2 

a)  Additionnant  les  égalités  (1)  (2)  (3),  on  obtient  ; 


=  cot  — A  +  cot  —  B  4-  cot  — C. 

2  2  '  2 
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Mais,  puisque  A  +  B  -f-  C  =  :t 

on  a  (*)         cot  — A  +  cot  — B  +  col  —  G 

2  2  2 

=  cot — A  cot  — B  cot  —  C. 

2  2  2 

Par  conséquent 

^' I ÎJ I îî 

r  —  7\  r  —  r,  r  —  r^ 


_     I    p{p  —  a)  j     pip  —  b)  I     p(p  ~  c) 

\(l^à){p-  c    y  (p-c)(p-a)   y  (p-fl)(p-6) 

c'est-à-dire 

-II— +  — îi— + -Ji— = -P- . 

r  —  Tj  r  —  r,  r  —  r,  r 

fcjLes  équations  (1)  (2)  (3)  peuvent  s'écrire 


r 

—  ^ 

rr^ 

r 

—  r^ 

rr^ 

r 

—  ^'s 

rr. 


ou 


I 


îj  ?• 


I 


r,  r 


I  I 

r,  r 


Ig 

I 

2 

A 

r 

j 

«g- 

I 

2 

B 

7* 

1 

tg- 

l 

2 

• 

r 

% 

Ig 

I 

2 

■A 

?• 

tg 

I 
2 

-B 

?• 

tg 

I 

a 

■C 

ù  Desboves,  Qu^^iofu  de  trigonométrie,  2*  éd.,  p.  liO. 
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Par  conséquent: 

(i-f)(-^-^)+(i-^)(^ 

+  (i-f)(i-^) 


-^) 


tg-fAtg^B  +  lg^Btg  ^C+tg    ^ 


-i-C  Ig  -A 


A4-B  +  G  =  'n 


Gomme 
on  a  (*) 

tg4-A  tg  4-B  +  tg  4-B  tg  4-^  +  Ig  -^C  Ig  4-\  =  ' 


2 


il  s'ensuit  que 


(^-^)(i-^)+(^ 


I 
r 


r,  /•  ; 


\  r.  r 


I 


r 


I 
7^ 


22.  —  (T)  Enjoignant  aUemativement  deux  à  deux  les  sommeU 

£un  polygone  régulier  de  u 
côtés  paru  droites,  onfonhr 
un  second  polygone  de  n  c/i/''^. 
Si  l'on  effectue  sur  ce  nou- 
veau polygone  et  sur  les  .<«'■ 
vants  la  même  opération,  o« 
propose  de  trouver  la  somim 
des  aires  de  tmis  ces  pohj- 
gones. 

Appelons      A,    A^,   Aj 
A3,  ....  les  aires  du  polv 
gone  donné  et  des  poly 
gones  formés   suivant  1 
loi  donnée;  OP,  OP^,  OP,,  OP,,  ...  leurs  apothèmes. 
Les  triangles  rectangles  OPH,  OP^A  donnent 


OP  =  R  cos 


Tr 


n 


OPj  =  R  cos 


21: 
n 


[*)  Desboves,  Questions  de  trigonométrie,  2*  éd..  p.  liO. 
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et  comme  les  figures  semblables  sont  entre  elles  comme  les 
carrés  de  deux  lignes  bomologues,  on  aura 

cos" 

Â  n 


Al  27C 

cos* 

n 

Cette  équation  montre  que  les  aires  des  polygones  consi- 
dérés forment  une  progression  géométrique  indéfinie  dont  le 

cos* 

n 
premier   terme    A^   est      A et   la    raison    est 

cos" 


cos* 


n 


cos* 


— .  Gomme  cette  dernière  quantité  est  moindre  que 


n 
l'unité,  la  progression  est  décroissante;  en   appelant  S  la 
somme  de  ses  termes,  on  aura 

2W 


s  = 

A  cos»  ■ 

n 

21: 

n 
A  cos*  - 

n 

27r 

s  = 

n 

3t: 
sin sin  - 

1T 

ou  (>) 

sin  — 

n  n 

C(w  particuliers,  —  1°  Soit  n  =  3  ;  on  a  alors 

27C 

cos»  — 
S  =  A , 


sm  7c  sin  -— 
3 


et  comme  sin  «k  =  o,  on  aura  S  ==  oo.  En  effectuant  en  effet 
sur  le  triangle  Topération  indiquée  par  le  problème,  on 
obtient  toujours  le  triangle  donné;   et  comme    la  somme 

'.•|  Gotenso,  Plane  Trigonometry,  p.  58. 
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d'une  série  infinie  de  termes  égaux  est  infinie,  on  doit  avoir 
S  =  00. 

cos'  -^ 

2^  Si  n  =  4,  on  a  S  =  A ;  et  comme  cos— =  o, 

sin sin  — 

4  4 

S  =  o;  en  effet,  tous  les  polygones  déduits  d'un  carré  d»^ 

la  manière  indiquée  se  réduisent  ù  un  point  (point  de  ren- 
contre des  diagonales),  donc  leur  somme  est  égale  à  o. 
3®  Soit  n=:  6;  alors  on  a 


S  =  A :: =  A =A  cos  4=-"-^ 

3       2 


21: 

•  "^ 

cos* 

cos*-:;- 

() 

-  i        ^ 

.          37U 

• 

TZ                       .          TU 

TU 

Sm  — rr- 

sm 

-r-               Sin  ■; —    COS 

b 

()                              2 

:^ 

III 

MAXIMÀ   ET   MIMMA   ('') 

23.  Entre  tous  les  rectangles  qui  ont  la  même  diagonale  déter- 
miner celui  a)  de  périmètre  maximum,  b)  de  la  plu^  grand'' 
surface. 

Soit  AC  =  d  la  diagonale  donnée;  appelions  9  Tanirlt* 
BAC;  alors    AB  =  d  cos  cp;       BG  =  d  sin  9. 

a)  Le  demi-périmètre  p  du   triangle  sera   donné   par  la 

relation     p  =  rfl  sin  <p  -|-  sin  ( <p  J 1 

p  =  zd  sin  —  cos  (  o ■—] 

4  V         4/ 

Le  maximum  de  p  correspond  donc  au  maximum  de 

cos  (9 ^1,  c'est-à-dire  à  9  =— ^. 

\  4/  4 

b)  La  surface  S  du  rectangle  sera  donnée  par  Téqualion 

S  =  d^  sin  cp  cos  9  =  —  d*  sin*  9. 
Le  maximum  de  S    correspond   donc  au   maximum  di 

(*)  Toutes  les  questions  suivantes  sont  tirées  de  l'ouvrage  de  M.  Reidi. 


—  208  — 

sin  27,  c'est-à-dire  à        2(p  =  -^ 

el  o  =■  — 

4 
Donc  :  Entre  tous  les  rectangles  ayant  la  même  diagonale  le 

rarré  est  celui  qui  a  le  plus  grand  périmètre  et  la  plus  grande 

surface. 

Il  s'ensuit  aussi  (f^)  :  Entre  tous  les  rectangles  ayant  le  même 

périmètre  ou  la  même  surface^  le  carré  est  celui  qui  a  la  moindre 

diagonale. 

24.  Un  quadrilatère  a  deux  côtés  parallèles,  et  les  deux 
autres  égaux  ;  on  en  donne  une  diagonale  et  la  somme  des  côtés 
parallèles^  et  on  demande  de  trouver  entre  tous  les  quadrila- 
tères qui  satisfont  à  ces  conditions,  celui  dont  Vaire  est  un 
maximum. 

Soit  AC  =  d  la  diagonale  donnée,  et  soit   aussi   donné 
AB+  CD=  2S.  Posons  BAC 
=  9.  En  appelant  h  la  hauteur 
CH  du  quadrilatère,  on  aura 
h=  d  sin  9. 

La  surface  S  du  quadrilatère 
sera  donc  donnée  par  l'équation 
S  =  sd  sin  cp.    ' 

Le  maximum  de  S  corres-      ^ 
pond  donc  au  maximum  de  sin  9,  c'est-à-dire  à 

Par  conséquent,  enti^e  tous  les  quadrilatères  proposés,  celui 
î«i  a  la  plu^  grande  surface  a  la  di<igonale  perpendiculaire 
aux  côtés  parallèles. 

io.  Inscrire  dans  un  secteur  circulaire  un  parallélogramme 
ûi/an(  un  angle  commun  avec  le  secteur,  un  sommet  sur  rare  du 
trieur  et  dont  la  surface  soit  un  maximum. 

SoitOXYZ  un  parallélogramme  ayant  un  angle  commun 
a?ec  le  secteur,  et  le  sommet  Y  sur  l'arc  du  secteur.  Posons 


V  Bertrand,  Traité  d'algèbre,  l"  partie,  W  éd..  p.  247. 


ou 
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AOB  =  a,  AOY   =   <p.  L'aire  S  du  parallélogramme  sera 

donnée  par  la  relation 

ç, R*  sin  çp  sin  (a  —  cp) 

b  — : . 

Sin  a 

Le  maximum  de  S  correspond  donc  aa 

maximum  de 

sin  (p  sin  (a  —  ç) 

ou  de        cos  (29  —  a)  —  cos  a 

Et  comme  celte  expression  atteint  son 

maximum  quand 

2flp  —  a  =0 

nous  pourrons  dire  que,  entre  tous  les  parallélogrammes  con- 
sidérés, le  losange  ayant  son  sommet  au  milieu  de  Varc  du 
secteur  a  la  plus  grande  surface. 

26.  —  Du  centime  G  â!un  cercle  donné  on  tire  un  rayon  quel- 
conque Gâ  sur  lequel  on  prend 
un  segment  arbitraire  GB  =  a. 
Trouver  le  plus  grand  de  tous 
les  angles  dont  le  sommet  est  sur 
la  circonférence  et  dont  les  côtés 
passehtpar  B,  G. 

Soit  X  un  point  quelconque 
de  la  circonférence  :  posons 

BXC  =  <p;       BX  :=  X. 

Le  triangle  BCX  donne 
a"  =  R»  +  (c*  —  2Rx  cos  ? 
ou 
ce*  —  2R  œ  cos  (p  -f-  (R*  —  o*) 

=  G. 

D'où  l'on  tire  ^ 

a?  =  R  cos  <p  ±  Va*  —  R'(i  —  cos'y) 

ou  (T  =  R  cos  9  ±  Va?  —  R'  sin»  9). 

Pour  que  le  problème  soit  possible  il  faut  qu'on  ait 

a 
a^  —  R»  sin*  ©  >  o;      sin  cf.  -r^-é 

"~  MX 
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Le  maximam  de  sin  9  et  de  <p  a  lieu  donc  quand 

a 

Dans  ce  cas  BX  est  perpendiculaire  à  BG  et  on  déduit 
qu!entre  tous  les  angles  proposés,  le  pltis  grand  est  celui  dont 
le  côté  passant  par  B  e^^  perpendiculaire  à  BG. 

47.  —  Entre  tous  les  triangles  ayant  la  même  base  et  pour 
lesquels  la  somfne  des  deux  autres  côtés  est  constante,  déterminer 
celui  qui  a  le  plus  grand  angle  au  sommet. 

Soient:  a  la  base,  s  la  somme  des  deux  autres  côtés  x,  y, 
?  Tanfçle  au  sommet.  On  aura  : 

X  -^  y  =  s;  (1) 

a'  =  ar*  -|-  j/*  —  2xy  cos  9.  (2) 

L'équation  (2)  peut  s'écrire  : 

a*  =  (x  +  î/)«  —  4an/  cos*  -—  <p; 

2 

c*est-à-dire  a*  =  5*  —  4  xy  cos*  —  cp 

d'où  l'on  tire  cos*  —  9  = 


2  4xy 

Le  maximum  de  —  9  (et  de  9)  correspoud  au  minimum  de 

cos — 9  (et  de  cos*  — 9)  :  or,  le  minimum  d'une  fraction 

correspond  au  maximum  de  son  dénominateur;  donc  le  maxi^ 

mnm  de  9  correspond  au  maximum  du  produit  xy  de  deux 

nombres  dont  la  somme  s  est  constante. 

L'angle  9  atteint  donc  son  maximum  quand  {*) 

I 

X  =sc  y  =  s. 

^  2 

Donc  :  Entre  tous  les  triangles  qui  ont  même  base  et  même  somme 

^s  deux  autres  côtés,  le  triangle  isoscèle  a  le  plm  grand  angle 

ou  sommet. 

^.  —  Partage!^  un  arc  en  deux  parties  telles  que  :  a)   la 
l'j  Bertnnd,  L  c,  p.  333. 
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somme,  b)  le  produit,  c)   la  somme  des  carrés  des  cordes  soienl 
maximum. 

Soit  AB  =  c  la  corde  de  Tare  a  donné,  X  un  point  quel- 
conque de  la  circonférence.  Posons 

AX  =x,    BX  —  o,     BAX  =  îp,     ABX  =  •»». 
On  aura  cc  =  2Rsin9  (1) 

î/  =  2R  sin  •]/  (2) 

a)  Des  équations  (1)  (2)  on  tire 

ac  4-  y  =  4R  sin  —  (9  -I-  •})  cos  -^  (©  —  •}) 

ou  x-{-  y  =4R  cos  —  a  cos (9  —  ^). 

2  2 

Le  maximum  de  ce  +  j/  correspond  donc  au  maximum  de 

cos  —  (o  —  -J/),  c'est-à-dire  à 
2 

?=  f 
6)  Les  équations  (1)  (â)  donnent  aussi 

xy  =  4R*  sin  9  sin  ^ 

ou  xt/  =  2R*  [cos  (<p  —  f)  -f-  cos  a]  G. 

Le   maximum   de  xy  correspond  donc  au    maximum  do 

cos  (<p  —  'I),  c'est-à-dire  à  ?=  ^« 

c)  On  a  encore  des  équations  (1)  (2) 

x*  +  y^  =  4R*  (sin*  9  +  sin*-}). 

Le  maximum  de  x*  -f-  y*  correspond  donc  au  maximum  do 

siD*(p-}-sin'iJ/  =  (sin  9  -|-  sin»})*  —  2sin  9  sin  «^ 

I  .  I  /        . 

=  4COS*  — accos*  — (ç  —  1)  —  cos  a —  cos  (9—  V 

=  I  —  cos  a  -f-  2  cos'  - —  (9  —  ^)  COS  a 

c'est-à-dire  au  maximum  de  cos  — (9  —  f\i). 

2 

La  fonction  x^  -f-  j/*  atteint  donc  son  maximum  quand 

9  =  f 

Concluons  donc  :  Pour  partager  un  arc  en  deux  parties  telle-'i 
quelasommCy  leproduit^  ou  la  somme  des  carrés  des  cordes  soient 
maximum,  il  faut  le  partager  en  deux  parties  égales. 

89.  —  Entre  tous  les  triangles  isoscèles  inscrits  dans  un  cercle 
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iormé  quel  esl  celui  dont,  a)  le  périmètre,  b)  la  surface  est  un 

maximum  ? 

Soit  7  Tangle  au  sommet  du  triangle  isoscële  ;  les  autres 

"K  I 

angles  seront  chacun  égal  à —   9.   Sa    base    sera 

donc  2R  sin  ^  et  chacun  de  ses  côtés  sera  2R  cos  —   «p. 
a)  Le  périmètre  de  ce  triangle  est  donc 
2RJsin  (p  +  2C0S  —  ç  j  =  4R  cos  —  «pf  i  +  sin  —  ^). 

I  TZ 

Ayant  posé  —  9  = 'f,  (1) 

la  question  est  réduite  à  trouver  le  maximum  de 

sin  '|(i  -f"  cos  •^)  ou  de  4sin  —  ^  cos'  —  ^  , 
qui  est  le  même  de  celui  de  l'expression 

sin*  —  'Ix  (  I  —  sin»  —  «M   . 

Comme  les  quantités  positives  sin»  — ^,  r  —  sin»  —  •} 

ont  une  somme  constante,  le  maximum  de  ce  produit  sera 
atteint  quand  (*) 

.   ,   I     ,  I  —  sin»  —  ^ 

sm»  —  •>  =  2 

1     •         • 


3 

d'où  l'on  tire  sin  —  i  =  —  et  —  -J/  =  — . 

2     *  2  2     '  2 

La  relation  (1)  donne  par  conséquent 

27r  z 

''i  La  surface  S  du  triangle  est  donnée  par  Téquation 
S  =  2R*  cos»    —  9  sin  cp  =  aR^  sin  —  ç>  cos^  —   j& . 
Donc  le  maximum  de  S  correspond  au  maximum  de 


il  —  sin»  —  <pj    sin»  — 


2     ^ 


>  Berinnd,  i.  c,  p.  215. 

WCt!IAt  1>E  HATR.  1681 .  1 4 
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Cette  expression  atteint  son  maximum  quand 

î  —  sm*    —  9  I 
=  sm*     2 


3 
De  cette  équation  on  tire 

1  I  t: 

sin  —  9  =  —   et  9  =  -r— . 

2  2  3 

Donc  :  Entre  tous  les  triangles  isoscêles  tnscriptibles  dans  un 
cercle  donné,  le  triangle  équilatéral  est  celui  dont  le  périmètre  et 
Vaire  sont  maxima. 

30.  —  La  hauteur  AB  d'une  tour  est  a  ;  sur  son  f-ommet  eM 

fixé  un  étendard  BG  de  hau- 
teur b.  On  demande  de  trouver 
le  point  du  terrain  horizontal 
dou  Vétendai'd  est  vu  ■sou-< 
rang  le  maximum. 

\  Soit  X  le  point  cherché.  En 

^  posant 


\ 


B 


\.        \ 


s 


\ 


\ 


AX  =  £c;     AXC  =  o: 
V   \  AXB  =  .]/:    BXG  =  jx, 

on  aura  : 

tg>i.  =  tg(9  — 'J/)=   ^^^""^^1 
Or  on  a 


X 


a  +  b  a 

tg?=  — -;: — ;       tg'|=  — ; 

donc,  toute  réduction  faite, 

bx 


^  ^  ce»  +  a(a  +  6) 


ou              a?*  tg  [X  —  b.r.  +  a(a  -\-  b)  ig  ^l  =  o. 
D'où  l'on  tire  

b  ±  //>'  —  4«(^^  +  b)  tgV 


X  = 


2tga 

Les  racines  de  cette  équation  seront  réelles  si 

6*  —  4a(a  -\-  b)  ig*  [u  >  o 

on  si  tjç»  u.  < — r— r- 

^    '    -     4a{a  +  b) 
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Le  maximum  de  tg  \k  ei  de  a  sera  donc  atteint,  quand 

te  'x  =  —  — 

2Y  a((i  -j-  '^) 

Alors  .r  =  /a(a  +  ^)» 

qui  est  Texpressiou  de  la  distance  cherchée. 


QUESTIONS  D'EXAMEN 


héinonlrer  que^  (fuet  que  soit  Ventier  positif  n,  2''"  —  i  e,s7 
dirisiblepar  5. 

En  effet,  cette  expression  peut  s'écrire 

(2*)'»  —  I. 

Or,  on  sait  que  2*  est  terminé  par  6,  et  que  toutes  les 
puissances  d'un  nombre  terminé  par  6  sont  elles-mômes 
terminées  par  6.  Donc,  en  retranchant  l'unité,  la  différence 
sera  terminée  par  5. 

On  peut  remarquer  aussi  que  ce  nombre  peut  s'écrire 

Or  I  peut  être  considéré  comme  la  quatrième  puissance 
de  Taaité  et  l'on  sait  que,  lorsque  deux  nombres  sont  pre- 
miers ayec  5,  la  différence  de  leurs  quatrièmes  puissances 
est  divisible  par  5;  mais  2»  est  premier  avec  5,  donc 

(2"  )♦  —  I 
^sl  divisible  par  5. 

Cette  seconde    démonstration    s'applique  à   un  nombre 

quelconque  premier  avec  5  et  n'est  môme  qu'une  conséquence 

liu  Ihéorème  de  Fermât. 


Aa  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  deux  petits 
^ercl^s  d'une  sphère  se  coupent  il  angle  droit ,  est  que  le  sommet 
du  rône  circonscrit  à  la  sphère  suivant  l'un  des  cercles  soit  dans 
^'^  p/oji  de  Vautre. 

Oa  sait  que,  dans  une  surface  de  révolution  quelconque, 
an  parallèle  rencontre  tous  les  méridiens  à  angle  droit  ;  que 


—  212  — 

les  génératrices  du  côae  de  révolution  circonscrit  à  la  sur- 
face le  long  d'un  parallèle  donné  sont  tangentes  aux  divers 
méridiens  aux  points  où  ils  coupent  ce  parallèle  et  rencon- 
trent l'axe  au  même  point;  enfin,  que  chacune  de  ces  géné- 
ratrices est  perpendiculaire  à  la  tangente  au  parallèle  au 
point  de  contact. 

D'après  cela,  si  je  considère  une  sphère  et  deux  petits 
cercles  se  coupant  à  angle  droit,  la  tangente  à  l'un  de  ces 
cercles  au  point  d'intersection  est  dans  le  plan  tangent,  et 
perpendiculaire  à  la  tangente  à  l'autre  cercle;  elle  se  con- 
fond donc  avec  une  génératrice  du  cône  circonscrit  à  la 
sphère  le  long  de  ce  second  cercle,  et,  par  suite,  contient 
le  sommet  de  ce  cône;  elle  est  du  reste  aussi  dans  le  plan 
du  premier  cercle  ;  donc  la  condition  nécessaire  pour  qu** 
les  deux  cercles  se  coupent  à  angle  droit  est  que  le  som- 
met de  l'un  des  cônes  soit  dans  le  plan  de  l'autre  cercle. 

Je  dis  de  plus  que  la  condition  est  suffisante:  car,  si  par 
l'une  des  génératrices  du  cône  circonscrit  à  la  sphère  le 
long  d'un  cercle  donné,  je  fais  passer  un  plan  quelconque, 
ce  plan  coupe  la  sphère  suivant  un  cercle  ayant  pour  tan- 
gente la  génératrice  considérée,  et,  par  conséquent,  ortho- 
gonal au  cercle  donné. 

Le  raisonnement  précédent  montre  bien  que  la  condition 
s'étend  à  chacun  des  deux  sommets;  on  peut  voir,  du  reste, 
que,  le  sommet  du  cône  étant  le  pôle  du  plan  du  cercle  de 
contact,  le  pôle  de  tout  plan  qui  passe  par  ce  sommet  est 
situé  dans  le  plan  de  ce  cercle  de  contact;  la  condition 
indiquée  est  donc  bien  applicable  pour  les  denx  sommet^. 


On  a  un  triangle  ABCi),  insent  dans  un  cercle.  Par  le  sommet 
A  on  mène  une  tangente  au  cercle;  d'un  point  M  de  la  circon\ 
férence  on  abaisse  des  perpendiculaires  MP  sur  la  tangente^  MQ,i 
MR,  MS  respectivement  sur  BC,  CA  et  AB.  Démontrer  que  Von  <i' 

MR.  MS  =  MP.  MQ.  I 

Ce  théorème,  que  Ton  pourrait  démontrer  directement,  eslî 
une  conséquence  du  théorème  suivant  et  se  démontre  de 
même  : 
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Si  un  quadrilatère  ABGI)  est  inscrit  à  une  circonférence^ 
et  que  d'un  point  M  de  cette  circonférence  on  abaisse  des  per- 
pendiculaires sur  les  côtés,  le  produit  des  perpendiculaires 
abaissées  sur  deux  côtés  opposés  est  égal  au  produit  des  deux 
autres  ("). 

En  effet,  si  nous  menons  les  droites  MA  et  MG,  les  deux 
triangles  MAP,  MGR,  qui  sont  rectangles  et  ont  un  angle 
aigu  égal,  sont  semblables,  et  donnent 

MP    _    MA^ 
MR    ""  MG  • 
De  même    les  deux  quadrilatères  ABGM,  SBQM  étant  Tun 
inscrit,  l'autre    inscriptible  puisqu'il  a  deux  angles  opposés 
droits,  les  angles  AMS,  GMQ  sont  égaux  et  on  en  tire 

MS    _  ^A 
MQ    "~  Hg" 

M  A' A       M'A        T*A     MS  MP 

On  en  déduit  1  égalité 


MQ  MR  • 

Si  maintenant  nous  supposons  que  le  point  D  se  rapproche 
indéfiniment  du  point  A,  le  côté  AD  devient  la  tangente  en  A 
et  comme,  dans  le  raisonnement,  nous  ne  nous  sommes  pas 
occupés  de  la  longueur  des  côtés,  nous  arrivons  au  théorème 
proposé. 

Si  nous  supposons  successivement  que  ce  soit  Tun  des 
côtés  autre  que  AG  qui  se  réduise  à  la  tangente,  nous  aurons, 
eo  appelant  MP,  MT,  MU  les  perpendiculaires  sur  les  tan- 
gentes menées  à  la  circonférence  par  les  trois  sommets  du 
Iriangle  inscrit  :       MP.  MQ  =  MR.  MS 

MT.  MR  =  MQ.  MS 
MU.  MS  =  MR.  MQ. 

Bn  multipliant  membre  à  membre,  il  vient,  après  réduc- 
tion MP.  MT.  MU.  =  MR.  MQ.  MS. 

Donc,  si  Ton  considère  un  triangle  inscrit  à  une  circoutë- 
rence  et  le  triangle  circonscrit  tel  que  les  points  de  contact 
de  ce  dernier  triangle  soient  aux  soniiuets  du  preinier,  le 
produit  des  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  de  la  cir- 
conférence  sur  les  côtés   du    triangle  inscrit  est  égal  aux 

*,  Le  lecteur  e$t  prié  de  faire  la  ligure. 
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produit  des  perpendiculaires   abaissées   du  même  point  sur 
les  côtés  du  triangle  circonscrit. 


Soienl  AB  un  arc  de  cercle,  M  son  milieu^  G  e^  D  deux  foinU 
quelconques  de  la  circonférence;  démontrer  que^  si  Von  a 

s  in  G  A  sin  DA 

s  in  GB  sin  DB 

on  aura  tg^  AM  =  ty  UG  .  MD  (*). 

Il  est  d'abord  évident  que,  des  deux  points  G  et  D,  Vun  est 
sur  l'arc  AMB,  Tautre  sur  l'autre  partie  de  la  circonférence: 
sans  quoi,  si  les  deux  points  G  et  D  étaient  entre  A  et  B,  la 
somme  des  arcs  GA  et  GB  étant  égale  à  DA  -|-  DB  et  les  siuus 
ayant  le  même  rapport,  les  points  G  et  D  seraient  confondus. 

Gela  posé,  on  a      AB  =  GA  -{-  GB, 
avec  AB  =  DA  —  DB,  par  exemple. 

Puis,  de  l'égalité  proposée,  on  tire,  par  une  propriété  des 
proportions, 

sin  GA  —  sin  GB  sin  DA  —  sin  DB 

sin  GA  +  sin  GB     "^     sin  DA  +  sin  DB  ' 
GA  —  GB  DA  —  DB 

^'^ z ^^ :: 

ou  bien      — 


.       GA  +  CB  DA  +  DB 

Ig  1 ig  — 


2 

Or  on  a  GA  —  GB  =  2MC  ; 

GA  +  GB  =  DA  —  DB  =  2AM; 

DA  +  DB  =  2DM. 

On  a  donc  bien,  en  remplaçant, 

Ig  MG    __    tg  MA 
Ig  MA    ~     tg  MD  • 


Etant  donné  Canrjie  x  par  la  relation 

a  — b 


fun  X  = 


a  +b  ' 
déterminer  t(j  [45 '—), 


[*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  fi{{ure. 
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Delà  relation  donnée,  on  lire  facilement 

I  —  sin  X  h 


ou  bien 


I  -j-  sin  X  a 

M!  (45  +  ^) 


a 


X  'Jj 

Mais  les  angles  45 et  45  +  - —  sont  complément 


taires;  on  a  donc  tg*  [45 ]  = 

qui  est  la  relation  cherchée. 


_6 
a 


Des  droites  de  l'espace  qui  coupent  deux  autres  droites  données 
en  parties  proportionnelles  sont-elles  parallèles  àun  fnêmeplan(*)  ? 

Soient  les  deux  droites  AB  et  CD,  partagées  en  parties 
proportionnelles  aux  points  EP  pour  Tune,  HK  pour  Tautre; 
je  mène  AM  égal  et  parallèle  à  CD,  et  je  prends  les  points 
I,  L  tels  que  AI  =  GH,  IL  =  HK;  alors  IH  est  parallèle 
à  AC;  il  en  est  de  môme  pour  les  lignes  LKet  MD.  De  même, 
je  mène  CQ  égal  et  parallèle  à  AB,  et  je  prends  AE  =  CN, 
ËF  =  NP.  Donc  EN,  FP  et  BQ  sont  parallèles  à  AG.  On 
Terrait  de  même  que  les  lignes  El,  FL,  BM  sont  parallèles 
entre  elles;  donc  le  plan  lEH  est  parallèle  au  plan  LFK 
el  au  plan  MBD.  Il  en  résulte  que  toutes  les  droites  qui 
partagent  AB  et  CD  en  parties  proportionnelles  sont  paral- 
lèles au  plan  qui  est  parallèle  à  BD  et  AG. 


QUESTION  186 

isolation  {mt  M.  du  Motel,  élève  au  Lycée  Saint-Louis. 


On  considère  U7i  losange  A^  A,  A,  A^.  SoitG^  le  centre  du  cercle 
'circonscrit  au  triangle  A^  A,  A,.  On  a  ainsi  qualité  points  Ci,Cj, 
^it  Cj.  On  prend  les  milieux  des  longueurs  A^  C^,  A,  C,,  Aj  G„ 


')  Le  lecteur  est  pri»'î  de  faire  la  figure. 
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A4C4.  Démontrer  que  la  figure  formée  par  ces  qttatre  points  es^ 
un  losange  homothétiqtie  à  celui  des  points  Ci,  C,,  C3,  C4. 

(De  Longchamps). 

Soient  M^,   M„  les  milieux  de  A^  C^,  A,  C,.    Il  suffit  de 

OM,  OC, 


démontrer  que 
Or 


OMi  OC,  " 


OC,  +  QA,   ^,A^ 
2  2 

De  plus  I  étant  le  milieu  de   A 
C„  IMi  =  OC,.  Donc  OM^ 

2 

Dès  lors 

OM,         A,  C, 


A,C, 


OMi  Al  C3 

Soit  D  le  milieu  de  Ai  A,. 
Les  triangles  semblables  A,  C4D, 
Al  D  C„  donnent 
A,D         A,  D 


A1C3         DC,  DC,    ' 

mais  dans  les  triangles  semblables  Ai  D  Cj,  C,  OC,  on  a 

Al  D  OC, 


D  C3   " 
donc  Al^L 

et  le  tbéorëme  est  démontré. 


OC3 
OC, 

OC, 


Nota.  ~  Oat  résolu  la  même  question  :  MM.  H.  Bourget,  à  Aix;  Lagier,  à 
AuluQ. 


QUESTION  266 

Solution  par  M.  H.  Bourget,  élève  au  Collège  d' Aix. 


On  donne  un  point  P  dans  V intérieur  d'un  triangle.  Par  ce 
point,  on  mène  des  parallèles  aux  côtés:  la  parallèle  AG  rencontre 
les  côtes  aux  points  i  et  4;  la  parallèle  BC  aux  points  2  et  5, 
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enfin  la  parallèle  AB  rencontre  les  côtés  aux  points  3  et  6;  en 
joignant  les  points  i,  3,  5,  07i  forme  un  triangle;  de  même  pour 
les  points  2,  4,  6.  On  demande  :  1°  de  démontrer  que  ces  deux 
triangles  sont  équivalents  ;  ^  de  déterminer  le  point  P  de  façon 
que  le  triangle  i,  3,  5  soit  maximum. 

r  Tirons  les  lignes  2,  3;  i,  6;  4,  5  ;  le  triangle  2  3  P  est 
équivalent  au  triangle  i  3  P  comme  ayant  même  base  et  même 
hauteur;  de  même  i  6P  et  45P  sont  respectivement  équiva- 
lents à  i5P  et  à  35  p.  Ainsi  le  triangle  i  35  est  équivalent  à 


la  somme  des  triangles  2  3  P,  i  6  P,  4  5  P.  On  prouvera  ae  même 
que  le  triangle  246  est  équivalent  à  la  môme  somme  ;  donc, 
les  deux  triangles  246,  1  3  5  sont  équivalents  entre  eux, 
^  Il  s'agit  de  trouver  le  maximum  de  la  somme  des 
triangles  2  3  P,  i  6  P,  4  5  P.  Or,  ces  triangles  étant  chacun  la 
r-2oilié  d'un  parallélogramme,  la  question  revient  à  trouver 
le  maximum  de  la  somme  des  trois  parallélogrammes.B2P3, 
A6Pi,C4P5.0u  voit  que  cette  somme  sera  maxima  lorsque 
la  somme  des  surfaces  3  4  P,  5  6  P,  i  2  P  sera  minima.  Soient 
^  p,  -jf  ces  surfaces  semblables  entre  elles  et  semblables  au 
grand  triangle.  Si  l'on  désigne  par  S  la  somme  de  a,  p  et  f , 
^t  si  Ton  pose  3  4  =  m,  B3  =  v,  4C  =  w,  on  aura 

X        f5        y  i:.  s 

tt*  "~  v»         w^  ""   w'  +  t'*  +  w;*  "~  a*  ' 
«  étant  la  ligne  BG. 

De  la  on  lire        ^  =  — — ^ -^ ^. 

a* 

~  étant  une  constante,  ^  sera  minimum  quand  la  somme 
•^  '  +  V*  +  ttj*  sera  minima. 
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Le  problème  est  donc  ramené  au  suivant  : 

Trouver  sur  U7ie  droite  a  deux  points  tels  que  la  somme  des  carrh 
des  segments  x,  y,  z,  déterminés  par  ces  points^  soit  minima. 

Dans  la  solution  de  ce  problème  nous  distinguerons  trois 
cas  : 

Ou  les  segments  sont  égaux, 

Ou  il  y  en  a  deux  plus  petits  et  un  qui  sera  forcémenl 
plus  grand, 

Ou  deux  plus  grands  et  un  plus  petit. 

Premier  cas.  —  Soit  x  =  y  =  z  =1  — . 

En  élevant  au  carré  x,  y  et  z  et  faisant  la  somme 


x'+y^  +z^  =  — . 


Deuxième  cas.  —  Soit  x  =  -—-  —  t;  y  =,  — l  ;    alors 

^  =  —  +  s  +  8» 

et,  de  môme  que  dans  le  cas  précédent,  il  vient 

a' 
.X*  +  w«  -|-  J5»  = h  2e*  +  25*  +  2c8  ; 

9 

d'où  nous  concluons  que  de  ces  deux  cas  le  premier  esl  le 

minimum. 
Troisième  cas.  —  Soit  x  =  -- — |-  s;  t/  =  -r-    +  0;    dè> 

lors  z  =  -^ 6  —  8.  Ce  cas  est  identique  au  précédeuU 

3 

si  nous  changeons  les  signes  de  s  et  de  8.  Et  comme  daus 
le  cas  précédent,  ces  quantités  n'entrent  que  comme  fac- 
teurs ou  comme  carrés;   on  trouvera  donc  la  même  valeur 
pour  Texpression  considérée. 
Donc  dans  tous  les  cas  le  minimum  de  la  somme  œ*  + 1/*  +  ** 

sera  égal  à  — -  et  x,  1/,  z  égaleront  chacun  -r-.    C'est-à-dire 

3  3 

qu'il  faut  par  le  tiers  de  a  mener  une  parallèle  à  un  côte 

du  triangle  ABC,  faire  de  même  pat  les  deux  tiers,  et  l'in- 
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terseciion  de  ces  droites  sera  le  point  P,  qui  donnera  le  ma- 
ximum de  Taire  du  triangle  i  3  5.  Ce  point  P  sera  le  point 
de  rencontre  des  médianes  du  triangle  ABC. 


QUESTION  281 

féolatioB  par  M*  Joly,  élève  au  Lycée  de  Tarbes. 


Résoudre  le  système 

1 + 1 = ! 

ax  —  by  —  I  by  —  ax  —  r  ax  4-  by  —  i 

bx  +  ay  =  m. 

Chassant  les  dénominateurs  de  la  première  équation,  il 
vient,  après  réductions 

a*j[;'  —  2ax  -j-  1  =  2by  (i  +  ao;  —  b^y*); 

rciaplacons  y  par  sa  valeur ,  on  a,  après   simpli- 

l:culiiju, 

.iW'-i^h*)  —  2j'{a'  4*  2a*6m  —  2a6«  -f-  2mb^]  +  (a  —  6m)*=  o, 

t'I  si  Ton  pose  36»(a*  +  6')*  =  A, 

20*6'  +  406*  —  20*6  —  2a*6  —  2a'6'  —  6»  =z=  B 

3o«6»(a»  —  6*)  ^  C, 
la  valeur  de  ,r  devient 

^.  _    q^  +  2«'6  —  2ab^  +  2mb^  ±  y/Am*— 2Bm  — G 

Pour  que  les  valeurs  de  ac  soient. réelles,  on  doit  avoir 

Ain*  —  2Bm  —  G  >  o 
'^^  k{m  —  m)  {m  —  in)  >  o, 

^■^  qui  exige  que      m  >  m  ;     m  <  m\ 

>\  ces  conditions  sont  remplies,  on  aura  pour  chaque  in- 
'ouuue  des  valeurs  bien  déterminées. 

m  =.  m  est  un  minimum 
m  ==  m"  est  un  maximum. 

^»  déduira  aisément  les  valeurs  correspondantes  de  x  et 
•Jei/. 
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■■:: — rr 


QUESTION  5>84 

Solution  par  M.  L.  Malcob,  élève  «u  Lycée  du  Havre. 


x'     j     v'^  1  '.2 1 

Résoudre  le  système  — 


X*  +  y'  1 3 

On  a,  en  divisant  haut  et  bas  par  x  -\-  y  : 

^  +  y^  _  (.T*  +  y*)'  —  xY  —  ^y  (-^'  +  //*> 
x^  +  j/'   ~"  (x-{-y)^  —3  xy 

or  a;  4-  !/  =  2  ;  donc  a:*  +  i/*  =  4  —  2  x'i^. 

remplaçant  et  simplifiant  et  il  vient 

65  x*y*  -}-  io3  xy  —  276  =  —  o  ; 

d  où  (l)  xy  ^"H-et  xy  =  3  (2); 

(1)  donne  pour  x  eiy  des  valeurs  imaginaires  Si  Ton  preud 

xy  =z  —  3,  les  valeurs  d*x  et  d'y  sont  données  par  l'équation 

X«  —  2X  —  3  =  o  ; 
d'où  X  =  3,  y  =  —  I 

■Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Fleur>^,  au  Havi'e;  Fievci,  Bomli- 
gnier,  à  Lille;  Leclair,  Masserand,  à  Passy  ;  Bourget,  à  Aix;  Goberl,  au  colle/» 
Chaptal,  à  Paris;  Lapnreillé,  lycée  Henri  IV;Hellot.  Tinel^ù  Rouen;  Baudoin, 
à  Beau  vais  ;  Barchat,  à  Vitry-le-Franrois  ;  de  Lagenardiî»re,à  Besnnoon  ;  Uenn, 
à  Brechaincourt  (Vosges,;  Calon,  lycée  Louis-le-Orand  ;  Simonet,  à  Neutt- 
teau  ;  GinoLoria,  à  Mantoue  ;  Joly,  àTarbes;  Perrier,  à  Lons-le-S:iulnier. 


SUR 

UNE  LIMITE  SUPÉRIEURE  DES  RACINES  D'UNE  ÉQUATION 

Par  M.  Catalan. 


Les  Nouvelles  Annales  ont  publié  récemment  (*)  un  iulé- 
ressant  article  de  M.  Gandèze,  élève  de  TÉcole  polytechnique: 
mais  la  limite  indiquée  est  moins  avantageuse  qu'une  aulre 
limite  attribuée  à  Lagrangc  (*'*). 

(•)  Nouvelles  Annales^  février  18S1. 

[**]  Nouvelles  Annales  (t.  !•'.  1842,  p.  58).  —  Cours  clanahstMie  l'univei>ite 
de  Liège. 


t  •  •  • 
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En  effet, 

AX»  .  .  .  —  Nx"'  -  n  —   Fx"^  -  P    .  .  .    _  Qxm  -  7  =r   O   (1) 

étant  la  préposée,  posons  x  =  Kt/,  et  disposons  du  nombre 
K  de  manière  que  dans  la  transformée 

AK^y» ...  —  NK»»  -  «yw  -  »»  ...  —  PK"»  -/>  [/"»  -  «»  =  o 
le  coefl&cienl  du  premier  terme  surpasse  tous  les  coefficients 
né<yatifs  (ceux-ci  étant,  bien  entendu,  pris  en  valeurs  abso- 
lues). Alors,  d'après  un  lemne  préliminaire.  2  sera  une  limite 
supérieure  des  racines  de  la  transformée. 

Or,  la  condition  énoncée  donne 

par  conséquent,  la  plus  grande  des  quantités, 

sera  limite  supérieure. 
î°  Supposons  pour  fixer  les  idées 

t-,>i\  11- 

Il  est  clair  que  Ton  a 

Donc  la  limite  trouvée  par  M.  Gandèze   est  moins   avanta- 
petite  que  Tautre. 


NOTE  SUR  LE  THEOREME  DE  STURM 


Lorsqu*on  applique  le  théorème  de  Sturm  à  la  recherche 
des  conditions  de  réalité  des  racines  d'une  équation  de 
degré  m,  on  est  conduit  à  poser  m  —  i  inégalités  consti- 
tuant m  —  I  conditions.  Ces  conditions  sont-elles  distinctes 
les  unes  des  autres  ?  peuvent-elles  en  général  se  ramener 
à  un  nombre  de  conditions  moindre  ? 
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Soient  V,  V^,  V„ . . .  Vm  les  polynômes  composant  la 
suite  de  Sturm  pour  Téquation  V  =  o  de  degré  m  ;  pour 
que  les  racines  soient  toutes  réelles,  on  sait  que  les  coeffi- 
cients I,  pi,  p„  ...  pm  des  premiers  termes  de  V,  Y^,  Y^, 
. . .  \m  doivent  être  tous  positifs.  On  peut  ajouter  qu'il  y 
aura  autant  de  couples  de  racines  imaginaires  que  de 
variations  dans  la  suite  i,  p^,  pj,  ,..pm  (dont  les  deux 
premiers  termes  sont  essentiellement  positifs).  Le  nombre 
maximum  de  variations  possibles  est  évidemment  m  —  i  ; 
mais  il  ne  peut  être  atteint  lorsque  m  surpasse  2,  car  on 
aurait  2in  —  2  racines  imaginaires,  nombre  plus  grand 
que  le  degré  de  l'équation.  Si  l'on  forme  le  tableau  de 
toutes  les  alternances  de  signes  que  peuvent  présenter  le? 
m  —  I  quantités  Pj,  pg,  ...  pm,  il  est  assez  facile  de 
reconnaître  que  le  nombre  des  combinaisons  possibles  est 
2m  -  1  ;  mais  il  faudra  rejeter  toutes  celles  qui  donnent  un 

nombre  de  variations  supérieur  à  —  dans  la  suite  complète. 

si  m  est  pair,  supérieur  à  ; — —,  si  m  est  impair. 

On  ne  peut  donc  pas  disposer  tout  à  fait  arbitrairement 
des  signes  de  p,,  p,,  ...  pm  ;  ces  fonctions  des  coetticients 
de  réqualion  ne  sont  pas  indépendantes  les  unes  des  autres. 
Toutefois  il  n'est  pas  exact  de  dire  que  les  conditions  de 
réalité  des  racines  fournies  par  le  théorème  de  Sturm 
rentrent  nécessairement  et  dans  tous  les  cas  les  unes  dans 
les  autres. 

Ce  qui  est  seulement  vrai,  c'est  qu'on  n'-apas  le  droit  de 
changer  arbitrairement  le  sens  des  inégalités  qui  expriment 
ces  conditions,  car  on  pourrait  être  conduit  à  des  absur- 
dités. Nous  allons  éclairer  ces  considérations  par  des 
exemples. 

^^  Equation  du  troisième  degré,  —  On  a 

Y    =  x^  4"  ^P^*  +  ^9^  +  '' 

V^  z=:  a;*  +  2px'  +  ? 

V,  =  2a^(p'  —q)J^pq  —  r  ...   (p'^  —  ç  =  p^) 

Va  =  Ps  =  {pq  —  r)(4p^  —  bpq  +  r)  —  47   (p*  —  qf 

Toutes  les  combinaisons  de  signes  des  pi   sont  données 
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parle  tableaa: 

'+  +  +  +)(+  +  +  -)(++ )  (+  -f-  -+)• 

La  dernière  ne  peut  avoir  lieu^  car  on  aurait  deux  couples 

de  racines  imaginaires.  Donc,   si  />,  est  positif,  p,  le  sera 

aussi  ;  ainsi,  pour  Téquation  du  3^  degré,  les  conditionna  de 

réalité  des  racines,  p»  >  o,  p,  >  o  se  réduisent  à  une  seule  : 

Pi  >o. 
Ccsl  ce  qu'il  est  facile  de  vérifier  directement. 
La  condition  p»  >  o  peut  s'écrire 

<W  —  r)[4PiP*  —  9)  —  (pq  —  n]  —  49(P*  —  9)'  >  « 
'm  49(p*  —  q)^  —  j^'plf  ^  q)(pq  —  r)  +  (pq  —  r)*  <  o. 

Si  q  est  négatif,  la  condition  p^  >  o  ou  p*  —  q  >  o  est 

satisfaite  d'elle-même.  Si  q  est  positif,  l'inégalité  ci-dessus 

peut  s'écrire 

ip^  -  g)«  —  -^  (p*  —  q)(pq  -  r)  +    ^^^  ~  ''^'     <  o 
**tron  doit  avoirnécessairement  i ^—  <ooup' — ûf>  o. 

q 

i^  Equation  du  quatrième  degré,    —  Nous    considérerons 
l'équation  simplifiée  x^  +  6px^  -{-  /\qx  -f-  '*  =  o.  On  a 
V,  =  x^  -\-  3px  -j-  q 

^i  =  —  3px'  —  iqx  —  ?•  . . .  (p,  =  —  p) 
V,  =  xipr  —  39*  —  9p^)  —  ^(3p*  -f  r)  . . .  (Pj  =  pr  —  39*  —  9p'') 
V,  =  p^  =  r(pr  —  3$«  —  9pO*  +  3pî*  (3p*  +  rf 

+  39'(3p*  +  r)  {pr  —  3q'  —  gp'). 
Les  conditions  de  réalité  sont  —  p  >  o,  p^  >  o,  p*  >  o. 
Toutes  les  combinaisons  de  signes  des  p*  sont 

^+++++)  (++++-)  (+++-+)  (+++ — ) 
•■++-++)  (++ — +)  (++ )  (++-+-) 

On  ne  peut  plus  dire  ici  que  les  trois  conditions  de  réalité 
rentrent  les  unes  dans  les  autres.  Mais  il  v  a  une  combi- 
liaison  de  signes  qui  ne  peut  se  présenter,  c'est  la  dernibre: 
car  elle  donnerait  trois  couples  de  racines  imaginaires. 

Il  est  très  facile  de  voir  directement  qu'on  ne  peut  avoir 
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en  même  temps  p^   <  o,  p,  >  o,  p^  <  o  ou  bien  p  >  o, 
pr  —  3q*  —  9p'  >  o,  p,  <  o. 

Si  les  deux  premières  inégalités  ont  lieu,  r  est  nécessai- 
rement positif;  alors  les  trois  produits  dont  la  somme 
constitue  p^   sont  séparément  positifs  et  on  ne  peut  avoir 

Pi  <  o. 

3**  Équation  du  cinquième  deyvé,  —  La  formation  de  la 
suite  de  Sturm  conduisant  à  des  calculs  d'une  excessive  lon- 
gueur, nous  ferons  seulement  les  remarques  suivantes. 

Il  y  a  seize  combinaisons  de  signes  pour  les  quantités  p,. 
p,.  Pi  et  Pj.  Mais  parmi  ces  seize  combinaisons,  il  y  en  a 
cinq  qui  ne  peuvent  se  présenter,  savoir 

(+_+_)  (_+ — )  (-++_)  ( — +-)  (-+-+). 

Les  quatre  premières  donnent  trois  couples  de  racines 
imaginaires,  la  cinquième  donne  quatre  couples. 


SUR  L'EQUATION  DU  TROISIÈME  DEGRE 

Par  M.  Koenlips.  élève  à  l'École  normale  supérieui-e. 


Rappelons  d'abord  ce  théorème  : 

Si  f{x)  est  un  polynôme  entier  en  j:;  et  que  deux  valeurs 
a  et  p  d'à?  donnent  pour  /"(a)  et  /(f>)  des  valeurs  de  signes  con- 
traires,il  y  a  sûrement  entre  a  et  p  une  racine  de  f{x)  =  o. 

En  substituant  —  oo ,  o  et  -f-  °°  dans  une  équation  de 
degré  impair,  parexemple  dans  j;'*+px*-f-çjc+7*  =  /*{ir)  =  o, 

on  trouve  les  signes  — ,  +>  "h  ou  — , \-  selon  que  r  es* 

positif  ou  négatif:  il  y  a  dans  un  cas  une  racine  négative 
et  dans  l'autre  une  racine  positive.  Ce  qui  montre  dans  tous 
les  cas  que 

L'équation  x^  +  P^'^  -}-  gjc  -f"  '*  =  ^  admet  toujours  une 
racine  réelle.  Appelons  a  celte  racine  et  posons 

/;  (x)  =  0)*  -f-  (p  +  a)  o;  +  (a*  -f  pa  +  q). 
En  divisant  f{x)  par  (x  —  a)  on  trouve 

/  {œ)  =  {x-a)  f,ix)  +  f(a), 
et  comme  f{a)  ==  o, 

f'{x)  =  (o?  —  a)  fi{x). 


—  2-25  — 

On  démoutre  dès  les  débuts  de  FAlgèbre  que  tout  poly- 
nôme du  degré  n  qui  s'annule  pour  plus  de  n  valeurs  dis- 
tinctes données  à  x  est  identiquement  nul  :  ainsi  f  (x)  =  o 
n'a  pas  plus  de  trois  racines.  L'une  d'elles  est  a,  les  deux 
autres  sont  celles  qui  annuleut /'^(a;).  La  condilion  de  réalité 
des  racines  de  f^{x)  =  o  s'exprime  en  posant 
<f{x)  =  3x*  -f-  2pa;  +  49  —  p*, 
par  rinégalité  <p(a)  <  o. 

Si  les  racines  de  <p(x)  =  o  sont  imaginaires,  c'est-à-dire 
sip*—  3q  <  o,  9{x)  n'est  jamais  négatif  et  f(x)  =  o  n'a 
qu'une  racine  réelle. 

Si  les  racines  a  el  ^  de  9  (o;)  =  o  sont  réelles,  l'inégalité  (p(a) 
<  0  exprime  que  a  est  compris  entre  a  et  6.  En  résumé, 

posons 

—  p  —  2  Yp*  —  37  —  P  +  2  y  p^  —  3q 

I  = ,       S  = 


3  '       '  3 

Si  les  racines  de  r équation  f(x)  =  o  sont  toutes  réelles,  elles 
ffoiU  comprises  entre  a  et  p. 

Si  une  seule  racine  de  Véquation  f(x)  :=.  o  est  réelle,  ou  bien 
I  et  ^sont  imaginaires  (p*  —  3q  <  o),  ou  bien  si  <x  et  p  sont 
réelles  f  tunique  racine  de  f(x)  =  o  est  extérieure  à  ces  quantités. 

Supposons  toutes  les  racines  de  f{x)  =  o  réelles,  el  soient 
«  <  6  <  c  ces  racines.  On  obtient  en  substituant  —  00  et 
(a  —  g)  le  signe  —  ;  comme  a  <  a  le  résultat  de  la  substi- 
tution de  a  est  négatif,  car  s'il  était  positif  il  y  aurait  une 
racine  entre  —  00  et  a,  et  les  deux  autres  ne  sauraient  être 
réelles:  pour  la  même  raison  f{p)  >  o. 

Ainsi  quand  les  racines  sont  réelles,  on  a  f(<x)  <  o. 

Supposons  réciproquement  qu«  /*(a)  <;  o  et  /(p)  >  o;  il  y 
y  a  une  racine  réelle  de  f{x)  =  o  comprise  entre  a  et  (i  et  par 
suite,  en  yertu  d'un  théorème  précédent,  en  appelant  a  cette 
lacine,  ?(o)<  o. 

Ce  qui  exprime  que  les  deux  autres  racines  b  et  c  sont 
réelles,  donc 

^  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  f(x)  =  o  ait 
*'•*  trois  racines  réelles,  c'est  que  f(a)  <  o  et  f{p)  >  o. 

En  effectuant  les  substitutions,  on  trouve 
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2p»  -  9pg  +  27  r  —  2  (p«  -  3?)  V  f  -  3g  <  0. 
2p«  -  9pg  +  27  r  +  2  (p«  -  3q)  Y  p' -  iq  >  0. 

c'est-à-  dire  

—  2(p«  —  3g)  fAp*— 39  <  2  p»  —  9pq  +  27  r  < 

2  (p«-3g)yp«-3fl 

Or  on  sait  qu'en  désignant  par  A  une  quantité  positive,  la 

condition 
jt A*  <  0  comprend  les  suivantes  —  A  <  X  <  A. 

L'inégalité  ci-dessus  se  traduit  donc  de  la  sorte  : 

(2p'  —  9P9  +  27^)'  —  4(P'  —  39)'  <  o 
ou  bien 

—  (49'  +  27  r»)  +  ï8  pqr  +  p*  î'  —  4P^r  >  0. 
Ce  qui  est  la  condition  bien  connue  pour  que  les  trois 
racines  soient  réelles. 


SUR  LE  THÉORÈME  DE  PASCAL 


On  sait  comment  on  déduit  ce  théorème  de  cette  propriéU 
plus  générale  des  coniques  :  Si  trois  coniques  Sj,  S„  83,011/ 
me  sécante  commune  ^ ,  les  cordes  ^^  communes  à  S,  et  S„ 
A,  à  Si,  Sj  ;  A3  a  S^,  S„  concourent  au  même  poinL 

*Mais  il  est  intéressant  de  démontrer  directement  ce  théo- 
rème, et  on  peut  le  faire  très  simplement  comme  nous  allons 

l'indiquer. 

Représentons  par  P,  =  o  P.  =  o. . . .  P,=  0  les  équations 
des  six  côtés  de  l'hexagone,  et  par  a  =  o  l'équation  d'une 
diagonale  de  cet  hexagone.  La  Conique  proposée  étant  cir- 
conscrite au  quadrilatère 

Pj  =  o,  P»  =  o,  P3  =  o,  a  =  o 

a  pour  équation  Pj  a  =  Pi  Pj.  (v 

Si  on  considère  cette  même   conique  comme  circonscrite 

au  quadrilatère 

p,  ==0,    P5  =  o,^«  =  o,    a  =  o 
son  équation  sera  P4  P«  =  Pj  a.  (*) 
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Si  ayec  (1)  et  (2),  on  forme  la  combinaison 

Ps  P»  p.  =  Pi  P»  p.»  (3) 

cette  équation  représente    une  courbe  du  troisième  degré, 

et  les  coordonnées  x  y'  d'un  point  quelconque  de  la  conique 

considérée   satisfaisant   à  (1)  et  à  (2)  yérifieront  aussi   la 

combinaison  (3),  Or,  cette  équation  (3)  du  troisième  degré,  étant 

satisfaite  par  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  conique^ 

représente  donc  une  conique  et  une  droite  :  tous  les  points  dont 

les  coordonnées  satisfont  à  l'équation   (3)  et  qui  ne  seront 

pas  sur  la  conique,  seront  donc  en  ligne  droite.  Tels  sont  les 

points  Pi  =o  P4  =0;  P,  =0,  P6=o;  enfin  Pa  =  o,  P^  — o; 

c'est  précisément  le  théorème  de  Pascal. 


QUESTIONS    D'EXAMEN 


Parmi  les  questions  qui  reviennent  le  plus  fréquemment 
dans  les  examens,  il  en  est  une  catégorie  qui  mérite  de 
fixer  spécialement  Tattention,  en  raison  de  la  diversité  des 
méthodes  auxquelles  elle  donne  lieu  :  c'est  la  formation  de 
réquation  générale  d'une  conique  satisfaisant  à  un  certain 
nombre  de  conditions  données,  et  lorsque  ces  conditions 
sont  au  nombre  de  quatre  pour  les  coniques  à  centre,  ou  de 
Irois  pour  la  parabole  et  l'hyperbole  équilatère,  la  recherche 
du  lieu  décrit  par  un  élément  remarquable  de  la  conique 
dont  il  s'agit.  Lorsque  ces  questions  n'ont  pas  été  préparées 
à  ravance,  et  que  l'on  prend  comme  données  des  conditions 
quelconques,  elles  sont  généralement  difficiles  à  résoudre 
directement,  et  nous  donnerons  quelques  exemples  des 
procédés  analytiques  plus  ou  moins  indirects  à  l'aide  des- 
quels on  peut  tourner  les  difficultés  qu'elles  présentent. 
Quant  aux  solutions  géométriques,  sans  les  proscrire  d'une 
façon  absolue,  nous  ne  les  présenterons  le  plus  souvent 
que  comme  moyens  de  vérification,  parce  que  c'est  à  la 
solution  analytique  que  l'examinateur  s'attache  de  préférence 
et  que  bien  souvent  même,  en  posant  la  question,  c'est  cette 
solution  seulement  qu'il  a  en  vue. 
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Voici  d'abord  un  premier  exemple,  dans  lequel  on  arrive 
assez  facilement  au  lieu  demandé  en  en  cherchant  préala- 
blement un  autre. 

On  considère  toutes  les  paraboles  pour  chacune  desquelles  l'axe 
rencontre  la  directrice  en  un  même  point  A  donné,  et  qui  ont  en 
outre  une  tangente  commune;  on  demande  le  lieu  décrit  par  leur 
sommet. 

Prenons  pour  axe  des  x  la  tangente  commune,  et  pour 
axe  des  y  la  perpendiculaire  abaissée  sur  cette  tangente  du 
point  donné  A,  lequel  est  le  pied  de  chaque  directrice  sur 
Taxe  correspondant.  Soit  h  l'ordonnée  de  ce  point. 

L'équation  focale  des  courbes  du  deuxième  degré  étaui 

(x  —  a)»  +  (y  —  P)*  =  (wo;  +  ^î/  +  0*j  po^r  V^^  ^^ 
courbes  soient  des  paraboles,  il  faut  que  leur  excentricité 
soit  égale  à  l'unité,  ce  qui  donne 

m»  -f-  n*  =1.  (1) 

Écrivons  d'abord  que  l'axe  des  x  est  tangent  à  la  courbe, 
en  exprimant  que  l'équation  aux  x  des  points  d'intersection 
de  la  courbe  avec  Ox  a  ses  racines  égales;  on  aura,  pour 
t/  =  o,  (a?  —  a)«  +  i^«  =  {mx  4-  ty 

c'est-à-dire 

X»  (l   —  m')  —  20?  (a  +  mt)  -f.  a'  -f"  P*  —  t'  =  o. 
La  condition  de  tangence  à  l'axe  des  x  est  donc 
(a  +  7nty  =  (1  —  m*)  (a«  +  (3*  —  t*) 
c'est-à-dire       20Lmt  =  p*  —  /*  —  m*a'  —  w*p', 

ou  bien      (ma  +  0'  =  P*  (^  —  *»*)•  (2j 

L'axe  est  la  perpendiculaire  abaissée  du  foyer  (x,  ^)  sur  la 
directrice  (ynx  +  ny  ^  t  =  o); 
son  équation  est  donc 

^(y  —  W  —  H^  —  *)  =  o-  (3) 

11  faut  écrire  que  l'axe  et  la  directrice  passent  par  le  point 
(x  =  o,  y  =  h)  ; 

on  a  ainsi  :  m{h  —  fî)  -f-  na  =  o  (4) 

et  nh  +  t  =  o.  (o) 

Pour  avoir  directement  le  lieu  des  sommets,  il  faudrait 
éliminer  w,  n,  r,  a  et  p  entre  l'équation  de  la  courbe  et  les 
équations  (i),  (2),  (3),  (4)  et  (5).  Mais  ce  calcul  serait  labo- 
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rieaz;  au  lieu  de  procéder  ainsi,  cherchons  le  lieu  des 
foyers,  pour  lequel  il  suffit  d'éliminer  m,  n,  t  entre  (1),  (2), 
i3)  et  (4). 

L'équation  (2)  donne,  en  vertu  de  (i), 

(ma  +  0*  =  P*n«  ; 
prenons  ma  +  t  =  fn;  l'équation  (8)  donnant  /  =  —  nhy  on 
a    «1  =  n  (A  -j-  P)  *v®^  l'équation  (4). 

De  ces  deux  dernières  on  tire  par  division 

A  — S  a 
= ^    ,       ■  d'oh  ft*  —  S*  +  a»  =  o.    (6) 

L'équation  du  lieu  des  foyers  est  donc  p*  —  a*  =  A*,  qui 
représente  une  hyperbole  équilatère  rapportée  à  son  centre 
et  à  ses  axes,  l'axe  transverse  étant  dirigé  suivant  Oy,  et 
ayant  pour  demi-longueur  A,  c'est-à-dire  que  le  point  A 
donné  est  un  de  ses  sommets  réels. 

De  ce  lieu  on  peut  alors  déduire  très  facilement  celui  des 
sommets.  En  effet,  le  sommet  de  chaque  parabole  est  sur 
Taxe,  à  égale  distance  du  foyer  et  de  la  directrice;  ses  coor- 
données X  et  Y  sont  donc  données  par  les  formules 

a  94- A 

X  =  —  et  Y  =  iLXiL. 

2  2 

Par  conséquent  a  =  2X  et  P  =  2Y  —  A,  et  comme  a  et  p 
satisfont  à  la  relation  (6),  on  a  entre  X  at  Y  la  relation 

(2Y  — A)«  —  4X«==A%  ou  (  Y ^y  —  X«  =  — , 

équation  d'une  autre  hyperbole  équilatëredont  le  centre  est  sur 
l'axe  des  y  au  milieu  de  la  distance  oA,  et  dont  les  axes  sont 
parallèles  aux  axes  des  coordonnées,  l'axe  transverse  étant 

dirigé  suivant  Oy,  et  ayant  —  pour  demi-longueur,  de  sorte 

que  les  sommets  réels  sont  en  0  et  A. 

Il  est  souvent  commode  d'opérer  comme  dans  Texemple 
précédent,  et  tel  lieu  dont  la  recherche  directe  peut  être 
très  difficile,  s'obtiendra  aisément  par  l'intermédiaire  du 
Heu  d'un  autre  élément  auquel  l'élément  considéré  est  lié 
par  des  relations  simples. 

--  La  transformation  des  coordonnées  est  une  méthode 
générale,  toujours  applicable;  lorsqu'elle  ne  conduit  pas  à 
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des  calculs  trop  laborieux,  elle  est  souvent  la  plus  commode 
de  toutes.  En  voici  un  exemple  : 

On  conzidère  toutes  les  hyperboles  équilatères  qui  ont  un  som- 
met réel  commun,  ainsi  quun  point  de  Vune  des  asymptotes.  On 
demande  Véquation  générale  de  ces  hyperboles  et  le  lieu  de  leurs 
foyers. 

Soit  A  le  sommet  réel  donné,  et  B  le  point  commun  aux 
asymptotes.  Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  AB  et  pour 
axe  des  y  la  perpendiculaire  à  AB  au  point  A.  Une  des  hy- 
perboles considérées  a  pour  équation,  par  rapport  à  son 
centre  et  à  ses  axes,      ;r*  —  y^  ==  «*. 

Si  <p  est  l'angle  que  fait  la  droite  AB  avec  Taxe  Iransversc. 
les  formules  à  employer  pour  rapporter  la  courbe  aux  axes 
Ax  et  Ai/,  sont 

j^"  =  a  -f-  X  cos  ç  —  y'  sin  9, 
y  z=z  x'  sin  9  +  2/  ^^s  (p, 
et  réquation  de  l'hyperbole  dont  il  s'agit  est,  par  rapport 
aux  nouveaux  axes, 

(a  +  x  cos  9  —  y  sin  9)^  —  {x  sin  9  +  t/'  cos  9)*  =  a*. 

Le  faisceau  des  asymptotes  a  pour  équation,  dans  le  nou- 
veau système  d'axes, 
(a  -j-  X  cos  9  —  y   sin  9)*  —  {x  sin  9  +  y'  cos  9)*  =  0. 

Si  d  désigne  l'abscisse  du  point  B,  il  faut  exprimer  que 
l'équation  précédente  est  vérifiée  pour  y'  =  o,  x  =  d,  ce 
qui  donne       (<»  +  d  cos  9)*  —  d*  sin"  9=0. 

Si  l'on  veut  l'équation  générale  des  hyperboles  considérées 
en  fonction  d'un  seul  paramètre,  on  tire  de  cette  dernière 
relation  a  -\-  d  cos  9  =  +  d  sin  9, 

d'où  a  =  d{±  sin  9  —  cos  9), 

ce  qui  conduit  à  l'équation  générale 
{x'  cos  9  —  y  sin  9)'  +  2d(dr  sin  9  —  cos  <^){x'  cos  9  —  y  sin  91 

—  (x  sin  9+2/'  cos  9)*  =  o 
ou,  en  posant  tg  9  =  /, 

{X  —  Xt/')«  +  2d(±  X  —  Dix  —  Xi/')— (Xo;'  +  y  Y  =  o, 
c'est-à-dire 
(i  —  X«)(a;'*  —  î/'«)  —  4Xxy  +  2d{x  —  \y){±L  X  —  i)  =  o. 

Pour  avoir  le  lieu  des  foyers,  il  suffit  de  remarquer  que 
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les  coordonnées  des  foyers,  dans  le  premier  système  d'axes, 

sonl  Qt  =  +  aY2ei  p  =  o. 

Dans  le  système  (Ax,  At/),  elles  seront  donc  données  par 
les  relations 

a  +  *   cos  <p  —  p'  sin  <p  =  ±  ày2 
et  a   sin  ç  -f-  P'  cos  ^  =  o. 

En  les  joignant  à  la  condition  a  ^  d  cos  cp  =  +  d  sin  ^ , 
on  obtient  trois  équations  entre  lesquelles  on  éliminera  9 
eta,  pour  avoir  réquation  en  a   et  p'  qui  représente  le  lieu. 

On  a  ainsi 

d(± sin  9  —  cos  9)  -j-  «  cos  <p  —  p'  sin  <p  =  +  d  Ka  (+  sin ^ 

—  cos  ç), 
équation  homogène  en  sin  9  et  cos  9. 

A       ji  -11             sin  9                cos  9 
On  a  d  ailleurs    — -7-^-  = r-^  • 

p  a 

L'équation  du  lieu  est  donc 

d(±  p'  -f  a')  —  a  »  —  S'«  =  ±  dYT(±  p'  +  a') 

ou.  en  remplaçant  p'  et  a  para;  et  t/,  et  réduisant, 

d(x  ±  j/)(i  ±  YT)  =  x*  +  y». 
Celte  équation  représente  un  cercle,  dans  toutes  les  hypo- 
thèses que  l'on  peut  faire  sur  les  signes  qu'elle  renferme. 
11  y  a  quatre  de  ces  cercles.  Le  signe  à  choisir  dans  le 

facteur  (i  di  r2  )  dépend  de  celui  des  deux  foyers  dont  on 
considère  le  lieu,  el  le  signe  à  choisir  dans  le  facteur  {x±y) 
dépend  de  celle  des  asymptotes  sur  laquelle  se  trouve  le 
point  fixe  B. 

On  a  ici  un  exemple  vraiment  remarquable  de  la  facilité 
avec  laquelle  la  méthode  par  la  transformation  des  coor- 
données conduit  à  l'équation  d'un  lieu  dont  la  recherche 
directe  exigerait  des  calculs'  fort  pénibles.  On  obtiendrait 
tout  aussi  aisément  le  lieu  des  seconds  sommets  réels, 
celui  des  centres  et  ceux  des  sommets  imaginaires,  c'est- 
à-dire  des  sommets  des  hyperboles  qui  sont  les  conjuguées 
des  proposées  ;  nous  engageons  nos  lecteurs  à  les  chercher. 
l  titre  d'exercice  utile. 
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ÉTUDE  SUR  LES  COORDONNÉES  TANGENTIELLES 

ET   LEURS   APPLICATIONS 

Par  M.  E.  S,  Bo^vel. 

iSuitey  voir  page  174.) 


Classe  (Tune  courbe.  —  L'équation  iangenlielle  f  (u,v)  =  o 
d'une  courbe  établissant  entre  les  coordonnées  u  et  v  d'une 
droite  la  relation  qui  exprime  que  cette  droite  est  tangente 
à  la  courbe  considérée,  si  Ton  veut  déterminer  en  particulier 
celle  de  ces  tangentes  qui  passe  par  un  point  donné  (x,,S; 
du  plan,  il  faudra  résoudre  le  système  des  deux  équations 

wa  +  p  +  I  =0 
/  {u,v)  =  o 

(en  prenant  Téquation  de  la  droite  sous  la  forme  ux  -|-  vy 
+  I  =  o). 

La  première  étant  du  premier  degré»  le  système  admet  au- 
tant de  solutions  qu*il  y  a  d'unités  dans  le  degré  deTéquation 
f  (u,v)  =  o.  Ce  degré  est  exprimé  par  celui  du  terme  qui 
contient  les  variables  u^  v  au  plus  baut  degré.  Il  y  a  donc 
autant  de  tangentes  passant  par  un  point  donné  du  plan  qu'il 
y  a  d'unités  dans  le  degré  de  l'équation  f  (t/,t?)  =  o. 
Ce  nombre  est  ce  que  Ton  appelle  la  classe  de  la  courbe. 

F  {x,y)  =  o  étant  l'équation  en  coordonnées  cartésiennes 
de  la  même  courbe,  le  degré  de  F  (x,t/)  indique  le  nombre 
des  points  de  cette  courbe  situés  sur  une  même  droite;  on 
sait  que  ce  nombre  est  ce  qu'on  appelle  Vordre  de  la  courbe. 

Ces  deux  éléments,  ordre  et  classe,  ne  sont  pas  les  mêmes, 
sauf  dans  des  cas  particuliers  ;  on  sait,  en  effet,  que  l'on 
peut  généralement  mener  d'un  point  du  plan  m  {m —  i)  tan- 
gentes à  une  courbe  de  l'ordre  m  ;  donc  à  partir  du  troisième 
degré,  la  classe  de  la  courbe  est  supérieure  à  son  ordre. 

Les  courbes  du  deuxième  degré  sont,  au  contraire,  de  la 
deuxième  classe  ;  nous  avons,  en  effet,  trouvé  que  Téquatiou 
tangentielle  des  coniques  est  du  deuxième  degré  en  ueiv. 

Les  courbes  de  la  première  classe  ne  peuvent  être  que  des 


points;  ei»  en  effet»  nous  avons  vu  que  l'équation  du  pre- 
mier degré  Au  -|-  Bv  +  G  =  o  représente  un  point. 

La  classe  d'une  courbe  n'est  pas  toujours  nécessairement 
mfm  —  i);  nous  verrons,  en  effet,  que  l'existence  de  points 
singuliers  dans  la  courbe  F  (x,  y)  =z  o  exerce  une  influence 
sur  la  classe  de  cette  courbe,  et  que^  dans  ce  cas,  cette 
classe  subit  un  abaissement. 

—  Le  premier  membre  de  t équation  tangentielle  des  coniques  est 
la  forme  adjointe  de  la  forme  quadratique  ternaire  qui  constitue  le 
premier  membre  de  leur  équation  cartésienne  homogène,  —  Cette 
propriété,  très  importante,  résulte,  en  effet,  de  ce  que  nous 
avons  trouvé  pour  l'équation  tangentielle  de  la  conique 
Aac»  +  2  Bxy  +  Cy*  +  2  Dxz  +  2  Eyz  +  Fjs*  =  o  (i)  Vé- 
qualion  suivante  ; 
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dont  le  premier  membre  est,  au  signe  près,  la  forme  adjointe 
de  la  forme  (1). 

Le  calcul  que  l'on  a  fait  pour  l'obtenir  n'est  autre,  en  effet, 
qne  le  calcul  qui  sert  à  la  formation  de  la  forme  adjointe, 
les  variables  nouvelles  étant  proportionnelles  à  u,  v,  w. 

On  a  donc  immédiatement,  en  vertu  de  cette  remarque,  le 
développement  de  Téquatioii  (i)  qui  est 
M«  (E*  —  CF)  -f-  t;«  (D*  —  AF)  +  w*  (B«  —  AG) 
-f  2  im?  (AE  —  BD)  -f-  2  wm  (CD  —  BE) 

-f  2  uv  (BF  —  DE) 

Kn  changeant  tous  les  signes,  on  a  la  forme  adjointe  elle- 
m^me  égalée  à  zéro. 

Il  résulte  de  cette  propriété  que  l'équation  tangentielle  des 
coniques  jouit  par  conséquent  de  toutes  les  propriétés  de  la 
forme  adjointe. 

!•  D'abord,  la  forme  adjointe  ayant  pour  expression  géné- 
rale (♦) 


Ce  théorème  et  les  suivants  ont  été  démontrés  dans  notre  travail  de  l'an 
sar  les  formes  quadratiques. 
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oli  A  désigne  le  discriminant  de  la  forme  proposée,  et  les 
lettres  a  ses  divers  éléments,  les  coefficients  de  la  forme  qui 
constitue  le  premier  membre  de  Téquation  tangenlielle  des 
coniques  doivent  être  les  dérivées  du  discriminant  de  la 
forme  (i)  par  rapport  à  ses  divers  éléments,  c'est-à-dire  les 
mineurs  relatifs  à  ces  mômes  éléments  pris  avec  les  signes 
dont  ils  sont  affectés  dans  le  développement  du  discrimi- 
nant. 

20  En  second  lieu,  on    sait   que,    lorsque  Tinvariant  (qui 
n'est  autre  que  le  discriminant)  d'une  forme  quadratique  est 
nul,  sa  forme   adjointe  est  un  carré  parfait.  Donc  si  A  =  o, 
le  premier  membre  de  (2)  est  un  carré  parfait.  Or  écrire  que 
A  =  o,  c'est  écrire  que  la  forme  (1)  est  un  produit  de  deux 
facteurs  linéaires  ;  donc  l'équation   (i)  représente  dans  ce 
cas  deux  lignes  droites  ;  les  coordonnées  de  leur  point  d'in- 
tersection [point double  de  la  courbe  (1)],  senties  coefficients 
X    y    si  de    u,  y,  w  dans  la    forme    (2)  mise  sous  la  forme 
\xu+  y  v-^z  wf.  L'équation  (2)  exprime,  en  effet,  que  la 
droite  wo?  +  vi/  -f-   i^5  =  o  est  tangente   à  la  courbe  (1); 
celle-ci   étant  formée  de    deux   droites,    il  ne  peut  y  avoir 
d'autres  tangentes  que  des  droites  passant  par  le  point  double, 
puisque  ces  droites  sont  les  seules  qui  rencontrent  la  courbe 
en  deux  points  confondus;  elles  passent  donc  toutes  par  ce 
point  double,  et  comme  l'équation  UX'\- vy  +  U)%  ^o  ^^- 
prime  précisément  que   les  droites  qu'elle   représente  ren- 
ferment le  point  (a:,  t/,  s),  ce  point  est  le  point  d'intersection 
des  deux  droites.  En  faisant  le  calcul,  on  trouve  bien,  comme 
il  fallait  s'y  attendre,  les  coordonnées  du  centre  delà  conique 
générale  représentée  par  (i).  Si   l'on  représente  par  av}^ 
2buv  +  cv*  +  2duw  -f-  2evw  +  fw^  la  forme  (2),  et  que  Tod 
prenne  ses  demi-dérivées  par  rapport  aux  variables  u,  v.  « 

1/2  fu  =  au  -\-  bv  •}-  dw 
I  /2  /■  t,  =  bu  +  cv-j-  ew 
ï  /2  f'w  =  du  -\-  ew-\-  fw 
on   reconnaît  que  quand  A  =  o  tous  les  mineurs   de  soi 
discriminant  sont  nuls;  car  chacun  d'eux  contient  A  en  faC 
leur.  Les  dérivées  partielles  de  la  forme  sont  donc  propor 
tionnelles   (ou,  en  d'autres    termes,  multiples   ^'un   mém 
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polynôme  linéaire);  c'est  la  condition  connue  pour  que  la 
forme  soit  un  carré  parfait. 

3*  L'invariant  de  la  forme  adjointe  d'une  forme  quadratique 
est  le  réciproque  de  Tinvariant  de  celte  forme,  car  il  a  pour 
éléments  les  mineurs  de  ce  dernier. 

Dans  le  cas  actuel,  il  est 

b 


a 
b 
d 


c 
e 


d 

c 

f 


Or,  on  sait  que  n  étant  le  nombre  des  variables  d'une  forme, 
le  réciproque  de  A  est  égal  à  A"  -  ^.  On  aura  donc  dans  le 
ras  actuel 


a    b    d 

A 

B 

D 

b    c     e 

z^ 

B 

C 

£ 

d    e     f 

D 

E 

F 

D'ailleurs,  il  est  facile  d'établir  immédiatement  ce  fait 
pour  la  forme  qui  nous  occupe. 

En  multipliant  les  deux  déterminants  ci-dessus  l'un  par 
Tautre,  on  a  pour  produit 
j  aA  +  6B  +  rfD        6A  -f  cB  -f-  cD        dA  -f-  eB  +  /"D 

oB  4-  W]  +  dE        6B  -f  cG  -f-  eE        dB  -f-  cC  +  /"E 

aD  +  6E  +  d¥        6D  +  eE  +  eY        dD  +  eE  -f-  f¥ 

Mais  à  cause  de  la  signification  de  a,  6,  c,  d,  e,  f,  on  a 
aA-f  6B  +  dD=A,    6A  +  cB+eD  =  o,     dA+eB-)-/'D  =  o, 
aB4-6C  +  dE  =  o,     6B-f-cC-f  cE  =  A,     dB-f  6G  +  /E  =o, 
ffD+6E4-dF  =  o,     6D-feE-feF=o,    dD+eE-f /'F  =  A. 

Si  donc  on  appelle  A'  le  réciproque  de  A,  il  vient 

A     o     G 
•         AA'  =    o     A     o     =  A"* 

o     o     A 

Donc  A'  =  A*  ;  c.  q.  f.  d. 

Il  résulte  de  là  que  A'  et  A  sont  toujours  nuls  en  môme 
temps  ;  ce  qui  montre  que  si  les  mineurs  de  A  sont  tous  nuls, 
auquel  cas  A  est  a  fortiori  nul  lui-m^e,  A'  devra  être  nul, 
ou,  en  d'autres  termes,  que  la  réciproque  du  théorème  2*  edt 
vraie,  c'est-à-dire  que  la  forme  adjointe  étant  un  carré  par- 
fait, la  forme  qui  lui  a  donné  naissance  est  nécessairemeqt 
un  produit  de  facteurs  linéaires, 
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4^  La  forme  adjointe  F  d'uue  forme  /'étant  trouvée,  pro- 
posons-nous de  déterminer  la  forme  adjointe  de  F. 
Les  calculs  faits  pour  obtenir  /nous  ont  donné  comme  ré- 

F 

sultat  F  =  Sx.4  Xi  X/fc,  avec  la  condition  /  =  --— ,  aï*  étant 

]e  mineur  relatif  à  l'élément  Oîk  dans  l'invariant  Â  de  /*. 
Or  si  Ton  applique  les  mômes  calculs  à  la  forme  F,  on 
devra  poser  les  équations 

*llXi  -f"  *nX«  H"  •  •  •   "f"  ^Vi^n  =  Il 
*8l^t     r  *H^2  4"   •  •  •    "F  *2nXn  =^  îj 


aiii  X|  -f-ans  X,  -|-  ...  -j-anii  X**  =  Çn 

Équations  d'où  l'on  devra  tirer  X^,  X,,  ...  Xn  en  fonctiou 
de  Çj,  Ç,,  ...  Çn,  pour  reporter  leurs  valeurs  dans  F.  Il  viendra 
ainsi  F  =  ^i^^y^^ln) 

<p(5i»Çi  •  •  •  In)  désignant  la  forme  adjointe  de  F,  et  A*  -  < 
étant,  d'après  la  propriété  rappelée  dans  3",  l'invariant  de  F. 

Mais  f=^;     donc/'=-?^^jl^^-^. 

D'autre  part  les  équations  primitives  (celles  qui  ont  servi 
au  calcul  de  la  forme  adjointe  F)  avaient  donné 

Aa?i  =  aji  Xj  -f-  au  X,  -|-  ...  -)-  «i»»  Xn 
Aa?,  =  a,i  Xi  +  *22  Xj  -|-  . . .  -f-  *««  Xw 


AcCn  =  a,H  Xi  -j-  aj,2  X,  -f-  •  •  •    "I"  '^»'»  Xn 

On  voit  donc  que  Çj,  $,,    ...   ;«  ne  sont  autre  chose  que 
Ajîj,  Aajj,  . . .  A2n. 
Par  suite 

M»  Çî»  •  •  •  Ç    )  — — 

9(jgit  Xj^  .  ,  .    Xn) 

A»»  —  * 
et  par  suite  la  forme  adjointe  cp  de  F  est  identiquement  égale 
à  /A»  -  «. 
Dans  le  cas  des  formes  ternaires,  on  aura  donc 


on  trouve 


=  0. 
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—  Cela  pose,  nous  avons  vu  que  si  l'on  cherche  l'équation 
cartésienne  de  la  courbe  dont  l'équation  tangenlielle  est 
au*  +  2buv  +  cr'  +  ^duw  +  2evw  +  A^'  =  o 

a  b  d  X 
b  c  e  y 
d  e  f  % 
X  y  z  0 
qui  n'est  autre  que  la  forme  adjointe  de  la  forme  ternaire  en 

D'après  le  théorème  précédent,  on  a  donc 

a    h    d    X 

b   c    e    y 

i   e    f    z 

X   y    z    0 

Cette  réciprocité  entre  l'équation  tangentielle  d'une  courbe 
et  soa  équation  en  coordonnées  cartésiennes  traduit  ainsi  de 
la  manière  la  plus  nette  le  principe  géométrique  de  dualité, 
au  moyen  des  seules  ressources  de  l'analyse.  Il  en  résulte  que 
tout  principe  relatif  aux  points  d'une  conique  qui  ne  dépen- 
dra que  de  la  forme  de  son  équation,  engendrera  un  principe 
corrélatif  entre  ses  tangentes,  sans  nouvelle  démonstration. 
Comme  exemples  de  cette  corrélation,  nous  citerons  les  pro- 
priétés du  pôle  et  de  la  polaire,  les  théorèmes  de  Pascal  et 
de  Brianchon,  la  détermination  d'une  conique  par  un  certain 
nombre  de  points  et  de  tangentes,  etc.  (A  suivre.) 


=  A(Aa;*  +  ilàxy = Gy*  +  2Dxz  +  2Eyz  +  Fs*) 


QUESTION  296 

fliolatioB  par  M.  QuiQUBT,  élève  au  Lycée  de  Lille. 


Trouver  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  coefficients  p,q,r 
^«  l*iquation  du  troisième  degré  x'  —  px*  +  qx  —  r  =  o  pour 
fHe  les  racines  soient  les  sinus  des  angles  d'un  triangle. 

Il  faut  éliminer  a,  6,  c  entre  les  équations 
p  =  sin  a  +  sin  6  +  sin  c, 
q  =sm  a  sin  b  +  sin  b  sin  c  -I-  siii  c  sin  a, 
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r  =  sin  a  sin  b  sin  c, 
sachant  que  a  +  ^  +  c  =  it. 
Des  deux  premières  ou  tire 
p«  —  2g  =  sin"  a-|-  sin*  6  +  sin'  c  =  2Cos  a  cos  b  cos  c  -f  2 
d'oli 

(p«  —  27  —  2)*  =  4(1  —  sin*  a){i  —  sin*  b)(i  —  sin*  c);    (!) 
or 
(i  —  sin*  a)(i  —  sin*  b){\  —  sin*  c)  =  i  —  S  sin*  a 

+  i:  sin*  a  sin*  6  —  sin*  a  sin*  6  sin*  c. 
et  comme  X  sin*  o  =  p*  —  27, 

i3  sin*  a  sin*  6  =  [S  sin  a  sin  6]* 

—  2  sin  a  sin  6  sin  c  S  sin  a  =  g*  —  2pr, 
l'équation  (1)  devient 

(p*  —  2g  —  2)*  ^  4(1  —  p*  +  2g  -f-  g*  —  2pr  —  r*) 
ou,  après  réductions, 

p*  —  4p*g  +  8pr  +  4r*  =  o. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Montérou,  Lycée  Louis-le- 
Grand. 


QUESTIONS   PROPOSEES 


Mathématiques  élémentaires. 

336»  —  Etant  donné  un  triangle  rectangle  isoscële  ABC. 
d'un  point  M  pris  sur  Thypoténuse  BC,  on  abaisse  des  per- 
pendiculaires MP,  MQ,  sur  les  côtés  AC,  AB.  On  joint  le 
point  P  au  point  Q,  et  du  point  M  on  abaisse  une  perpendi- 
culaire sur  PQ.  Démontrer  que  cette  perpendiculaire  passe 
par  un  point  fixe. 

337i  —  Dans  un  triangle  on  appelle  p  le  demi-périmètre, 
r  le  rayon  du  cercle  inscrit;  démontrer  que  Ton  a 

p*  >  27?'*.      (The  Educat.  Times.) 

338.  —  Soit  ABC  un  triangle,  AD,  BE,  GF  les  hauteurs 
abaissées  respectivement  sur  les  côtés  BC,  AC,  AB;  0  est  le 
point  d'intersection  de  ces  hauteurs.  Sur  AB  on  prend  un 
point  G  tel  que  GC  =  CA  ;  sur  AC  le  point  H  tel  que  BH  =  BA, 
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on  mène  HK  parallèle  à  ED,  GK  parallèle  à  PD  ;  CG  et  DF 
se  coupent  en  i»,  BH  et  DE  se  coupent  en  n.  Cela  posé,  on 
demande  de  démontrer  : 

1^  Que  les  six  points  B,  G,  0,  H,  C,  K  sont  sur  une  même 
circonférence  ; 

*»  Que  les  cinq  points  0,  m,  D,  C,  E,  sont  sur  une  même 
circonférence,  ainsi  que  les  cinq  points  0,  n,  D,  B,  F  • 

*»  Que  Of»  est  perpendiculaire  sur  CG,  et  On  sur  BH  ; 

4<*  Que  0  est  le  centre  dn  cercle  inscrit  dans  DFE,  triangle 
qui  est  le  quart  du  triangle  semblable  KGH,  et  aussi  le  centre 
du  cercle  circonscrit  à  AGH  ; 

»  Que  les  quatre  points  E,  0,  n,  H,  sont  sur  une  même 
circonférence,  ainsi  que  les  quatre  points  F,  0,  n,  G. 

(The  Educat.  Times,) 

339.  —  Dans  un  cercle  on  mène  à  partir  d'un  point  B  sur 
la  circonférence,  deux  cordes  fixes  et  égales,  BG  et  BC,  puis 
on  prend  un  point  A  fixe  sur  !a  circonférence  ;  une  corde  PQ 
se  meut,  en  restant  toujours  égale  à  BG.  On  joint  le  point  B 
au  point  P,  et  le  point  A  au  point  Q;  ces  deux  lignes  se 
coupent  en  0  ;  de  même  les  lignes  AP  et  BQ  se  coupent  en 
0'.  Trouver  le  lieu  géométrique  du  point  0  et  le  lieu  géomé- 
trique de  0'.  (The  Educat.  Times.) 

340.  —  Connaissant  les  sommets  des  trois  triangles  équi- 
latéraux  construits  sur  les  côtés  d'un  triangle,  construire 
géométriquement  ce  triangle.  (The  Educat,  Times.) 

341.  —  Calculer  la  base  et  le  côté  d'un  triangle  isocèle 
connaissant  la  médiane  et  la  hauteur  issues  d'un  des  sommets 
de  la  base. 

Mathématiques  spéciales. 

342.  —  Par  un  des  points  d'intersection  A  de  deux  hyper- 
boles équilatères  de  môme  centre  0,  on  mène  une  sécante 
qui  rencontre  les  deux  courbes  aux  points  B  et  B'.  De  ces 
points  on  abaisse  des  perpendiculaires  BC,  B'C  sur  les  tan- 
gentes aux  deux  courbes  au  même  point  A.  Démontrer  que 
si  l'on  joint  le  centre  aux  pieds  C  et  C  de  ces  deux  perpen- 
diculaires, l'angle  CGC  est  quadruple  de  l'angle  des  asym- 
ptotes. (E.  Fauquembo'gite.] 


343.  —  Trouver  le  lieu  des  centres  des  triangles  équila- 
téraux  inscrits  à  une  conique  donnée.  Cas  oli  cette  conique 
est  une  hyperbole  dont  les  asymptotes  font  entre  elles  un 
angle  de  60  degrés.  (E.  Fauquembergue.) 

344.  — On  mène  une  tangente  en  un  point  variable  d'une 
conique,  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes,  et  on  consi- 
dère les  cercles  tangents  à  la  conique,  à  l'axe  des  a;  et  à  la 
tangente,  i®  Trouver  le  lieu  des  centres  de  ces  cercles: 
i?  pour  chaque  position  de  la  tangente,  il  y  a  deux  cercles 
correspondants  :  trouver  Tenveloppe  de  la  droite  qui  joint 
leurs  centres  ;  3**  examiner  le  cas  particulier  où  la  conique 
se  réduit  à  un  cercle.  {E.  Fauquembergue.) 

345.  —  Soit 

f(x,  y)  =  Ax^  +  2Bxy  +  Gy*  +  2Dx  +  2Ey  +  F  =  0 
réquation   d'une  conique,  les  axes  de  coordonnées  étant 
rectangulaires.  Posons 

<p  =  (r^Y  +  (fy)'  -  4(A.  +  C)fix,  y)  =  o. 
L'équation  des  quatre  directrices  de  la  conique  est 

cp*  +  4(A  +  C)/-^  +  168/^  =  0 
ou  8  ==  AG  —  B*. 

L'équation  cp  ^  o  représente  le  cercle  des  sommets  des 
angles  droits  circonscrits  à  la  conique. 


ERRATUM 


Dans  notre  article  sur  la  série  de  Taylor,  nous  avons,  au  pariigi'iiphe  5,  prU 
des  dérivées  en  considérant  9  comme  un  nombre  compris  entre  0  et  i.  Om 
objecté  que  ce  tu>m6r0  était  variable^  du  moins  en  général;  celte  objection 
nous  parait  fondée  et  l'on  doit  considérer  ce  pjragraphe  comme  non  avenu. 

G.  L. 


Le  Rédacteur-Gérdul, 
J.  KŒHLER. 
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NOTE  DE  GÉOMÉTRIE 

Par  K.  Delpfty  élève  à  TÉcole  préparatoire  de  Sainte-Barbe. 


SIR  LE  QUilDRILÀTÈRI  INSCRIT  À  DIAGONALES  ORTHOGONALES 

i.  —  Za  somme-  des  carrés  de  deux  côtés  opposés  est  consiarUe 
et  égak  au  carré  du  dia- 
mètre.  ^  "va 

Noos  rappellerons  ce 
théorème:  si  par  un 
point  1  de  l'intérieur 
dun  cercle  on  mène 
deux  cordes  rectangu- 
laires, la  somme  des 
carrés  des  segments 
interceptés  sur  ces  cor- 
desparlepointest  égale 
au  cairé  du  diamètre. 

Cela  posé,  on  a  (fig.  4) 

AB'  +  CD«  =  AI*  +  Bl«  +  CP  +  DP  =  4R». 

i.—  lA  perpendiculaire  abaissée  du  centre  sur  un  côté  est 
àfik  à  la  moitié  du  côté  opposé. 

Soit  OE  la  perpendiculaire  abaissée  sur  le  côlé  GDi  On  a 

0E«  +  EG*  =  R«. 
D'ailleurs,  en  vertu  de  ce  qui  précède,  on  a 


on  en  déduit  que 


OE  = 


AB 


3.  —  Les  perpendiculaires  abaissées  du  centre  sur  les  quatre 
côtés  partagent  le  quadrilatère  en  qualité  quadrilatères  équiva^ 
lents. 

Soient  E,  F,  H  les  milieux  des  trois  côtés.  Les  triangles 
COF,  FOB  sont  égaux;  de  même  les  triangles  COE,  BOH 
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sont  égaux  puisqu'ils  sont  reclangles,  et  que,  d'après  une 
remarque  précédente,  on  a  OE  =  BH,  et  que  les  hypoté- 
nuses sont  égales  comme  rayons. 

Donc  les  deux  quadrilatères  EOFC,  FOHB  sont  équivalents. 
On  prouverait  de  même  que  les  quatre  quadrilatères  formés 
de  la  même  manière  sont  équivalents. 

4.  —  Le  point  d'intersection  des  lignes  qui  joignent  les  milieux 
des  côiés  est  au  milieu  de  la  ligne  qui  joint  bs  centre  au  point 
d'intersection  des  diagonales. 

Menons  en  effet  la  médiane  IH;  elle  est  égale  à  la  moitié 
de  AB  et  par  suite  h  OE,  d'après  ce  que  nous  avons  déjà 
vu;  de  même  lE  est  égal  à  OH.  Donc  la  figure  EOUI  est  un 
parallélogramme  ;  donc  la  diagonale  HE  passe  par  le  milieu 
de  01  (♦). 

5.  —  Les  perpendiculai7*es  abaissées  des  milieux  des  côtés  swr 
les  côtés  opposés  passent  par  un  même  points  q%U  est  le  point  à 
concours  des  diagonales. 

Nous  venons  de  voir  que  OE  était  parallèle  à  IH.  Dooc. 
puisque  OE  est  perpendiculaire  à  CD,  il  en  est  de  même 
de  la  ligne  IH,  qui  est  donc  confondue  avec  la  perpendicu- 
laire à  CD  menée  par  le  milieu  de  AB. 

6.  —  Loi'sque  le  système  des  diagonales  tourne  autour  du  point 
I,  tous  les  quadrilatères  ainsi  formés  ont  le  même  centre  àr 
^(wité\ 

Soit  P  le  milieu  de  la  diagonale  BD.  Menons  les  médianes 
AP,  CP.  Soient  y  et  /  les  centres  de  gravité  des  triangles 
ABD^  BCD;  ces  points  divisent  les  droites  AP,  CP  dans  le 
rapport  de  l  à  2,  à  partir  du  point  P. 

(*)  Les  deux  pi'oposilions  3  et  ï  ne  sont  pas  particulières  au  quadrilaiètv 
iilSGfit  à  diagonales  recUugultfires.  Si  par  le  miUeu  de  chaque  diagonale  d'un 
quadrilatère  quelconque,  on  mène  une  parallèle  à  Taulre,  et  qu*on  joigne  le 
point  de  l'encontre  do  ces  deux  lignes  aux  milieux  des  côtés,  on  partage  le  qua- 
drilatère en  quati^  quadrilatères  équivalents,  et  la  ligne  qui  joint  les  milieux  (k 
deux  côtés  opposés  du  quadrilatère  passe  au  milieu  de  la  Ugne  qui  joint  k 
point  de  concours  des  diagonales  an  point  que  nous  venons  de  défemnier. 
.  ,  :      (Nok  d9  lu  RéioeHon.) 


£n  effel,  on  a 
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Appelons  J  le  point  oh  la  droite  yy  coupe  la  droite  01,  et 

L  le  point  où  elle  coupe  la  diagonale  fiD. 
Je  dis  d'abord  que  Ly  est  égal  à  iy\ 

AI  ""  TT  ■"  ~' 

Donc  Ly  =  —5-"' 

Cl 
On  a  de  même  L/  =  — — -. 

3 

Les  triangles  semblables  ILJ,  lOP  donnent  facilement 

LJ  =  -j  OP. 
On  en  déduit 

,,  =  L,  +  u  =  iHii2L. 

Mais  AI=AQ— IQ;     OP  =  IQ. 

T,  .  AQ  +  IQ  CI 

Donc  Jy  =      ^  j  =:  ^^  z=  Ly  . 

Par  suite,  on  a  aussi        Ly  =  Jy . 
On  en  tire  finalement 

Jy   _  J^  _    surf  BCD 
Jy   ~    Ly    ~    surf  ABD  ' 
Donc  le  point  J  est  le  centre  de  gravité  du  quadrilatère. 
Donc  le  centre  de  grarité  se  troure  sur  la  droite  qui  Joint 
le  centre  au  point  de  conconrs  des  diagonales»  et  divise  cette 
Hgne  dans  le  rapport  de  i  à  3  ;  ce  point  est  donc  fixe  arec 
le  point  I. 

7.  —  Chaque  diagonale  partage  le  quadrilatère'  en  deux 
trûmgles,  dont  an  considère  ûe  centres  de  gravité.  Si  on  joint  le 
centre  de  la  circonférence  aux  centres  de  gravité  des  triangles f 
^  points  oit  ces  droites  rencontrent  les  diagonales  sont  les  points 
^  concours  des  hauteurs  des  divers  triangles;  ces  points  son 
en  outre  symétriques  des  sommets  par  rapport  aux  diagonales, 

0  étant  le  centre  du  .cercle  circonscrit  au  triangle  BCD^  et 
y  étant  son  centre  de  gravité,  le  point  de  rencontre  des 
itttttears  de  ce  triangle  »e  trouve  eor  la  ligne  Oy'  et  sa  die* 
^«AGeaapointteai  double    de  0V«   Ce  point  est  d'ailleurfi 
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sur  CI;  il  est  donc  bien  au  point  A'  de  rencontre  de  Oy'el 
de  CI. 

De  plus  on  a      Al  =  3Jy  =  SyL  =i  Al. 

A'  est  donc  le  symétrique  de  A  par  rapport  à  CD. 

8.  —  La  figure  formée  en  joignant  les  milieux  des  côtés 

du  quadrilatère  est  un 
rectangle,  et  par  suite 
inscriptible  dans  une  cir- 
conférence; cette  circon- 
férence, d'après  ce  que 
nous  avons  tu  précédem- 
ment, a  pour  centre  le 
point  G,  milieu  de  01 
(fig,  2),  et  si  nous  joignons 
le  point  I  au  milieu  d'un 
côté,  la  ligne  ainsi  menée 
est  perpendiculaire  sur  le 
côté  opposé.  Il  est  facile 
d'en  déduire  que  les  pieds 
des  perpendiculaires  abaissées  du  point  I  sur  les  quatre 
côtés  sont  sur  la  même  circonférence  qui  passe  par  les 
milieux  des  côtés. 

Soit  H  le  milieu  de  AB,  E  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  I  sur  AB;  les  lignes  OH  et  lE  sont 
parallèles.  Cela  posé,  prolongeons  HO  d'une  longueur 
0F=  lE.  La  ligne  £F  passe  par  le  point  G;  c'est  donc  un 
diamètre  de  la  circonférence,  et  on  en  déduit  facilement  que 
le  point  F  est  sur  la  même  circonférence  que  précédemment. 
Menons  la  ligne  HQ,  qui  passe  par  le  milieu  de  AB  el 
par  le  milieu  de  la  diagonale  AC,  et  prolongeons-la  jusqn'aa 
point  M  où  elle  rencontre  la  circonférence  que  nous  avons 
considérée  précédemment;  l'angle  AQH  est  égal  à  l'angle 
ACB ;  langle  POK  est  égal  à  ADB,  et  par  suite  à  AGB;  donc 
les  deux  lignes  HM  et  KO  sont  symétriques  par  rapport  au 
diamètre  mené  par  G  parallèlement  à  la  diagonale  AC  ;  lefl 
points  0  et  Q  étant  deux  points  symétriques,  on  voit  qui^ 
le  segment  QM  est  égal  à  la  perpendiculaire  abaissée  du 
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point  I  sur  le  côté  ÂD.  Il  ea  résulte  que  la  circonférence  qui 
passe  par  les  milieux  des  côtés  contient  en  outre  douze 
autres  points  principaux,  savoir  : 

Les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  point  I  sur 
les  quatre  côtés  ; 

Les  points  obtenus  en  abaissant  du  centre  du  cercle 
donné  des  perpendiculaires  sur  les  quatre  côtés,  et  prolon- 
geant chaque  ligne,  au  delà  du  centre,  d'une  longueur  égale 
à  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  I  sur  le  côté  considérée 

Les  points  obtenus  en  menant  par  le  milieu  H  d'un  côté 
âB  une  parallèle  à  l'un  des  côtés  adjacents  BG,  et  prolon- 
geant cette  ligne,  à  partir  de  la  diagonale  qui  passe  par  les 
points  A  et  G,  d'une  longueur  égale  à  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  I  sur  le  côté  AD,  opposé  à  BC. 

Cherchons  la  longueur  du  rayon  de  celte  circonférence. 
Appelons  I  la  distance  01.  Le  triangle  OIH  nous  donne 

0H«  +  HP  =  2GH*  +  — .. 

2 

Donc,  en  appelant  r  le  rayon  GH,  on  a  : 

r«  =  — — — . 
2  4 

Il  en  résulte  que  la  position  et  la  grandeur  de  ce  cercle 
ne  dépendent  que  de  la  position  du  point  I. 

9. — La  circonférence  décrite  sur  OB  comme  diamètre f/îgf.  3) 
passe  évidem- 
ment par  les  mi- 
lieux H  et  L  des 
côtés  BA  et  BG, 
et  aussi  au  milieu 
P  de  la  diagonale 
BD.  Nous  allons 
déterminer  d'au- 
tres points  de  la 
circonférence. 
Soit  B'  le  symé- 
trique de  B  par 
rapport  au  point 
I.  Nous  avons  vu 


—  Mo- 
que B'  est  le  point  de  concoars  des  hauteurs  du  triangle 
ADG.  Donc  AB'K  est  la  hauteur  de  ce  triangle.  Gela  posé, 
menons  la  ligne  IH  ;  soit  F  le  point  où  elle  rencontre  la 
circonférence  décrite  sur  OB.  On  a 

IF  ,  m  =  BI  .  PL 

Or  IH  =  .^. 

2 

Donc  on  a 

IF  .  ÂB  S5  2BI  .  PI  «  BI  (DI  — BI)  B  BI  .  BD. 
Mais  BI  ,  DB'  =  BI  .  DB'  =  AB'  .  B'K, 

et  comme  AB'  =;  AB, 

On  en  déduit  enfin 

IF  .  AB  =  AB  .  KB', 

d'où  IF  =  KB', 

AB 
Menons  de  même  la  ligne  LQ  ;  cette  ligne  est  égale  à  — \ 

de  plus,  les  points  let  Q  sont  équidistanls  du  point  E,  centre 
de  la  circonférence  OB,  puisque  ce  sont  les  projections  des 
extrémités  d'un  diamètre  sur  une  même  droite.  Il  en  résulte 
que  ces  points  ont  même  puissance  par  rapport  au  cercle; 
donc,  si  l'on  prolonge  la  ligne  QL  jusqu'au  point  S  où  elle 
rencontre  la  circonférence,  on  aura 

QL  .  QS  =  IH  .  IF. 

On  en  déduit  QS  ::;:  IF  ^  B'K. 

On  a  donc  ainsi  sept  points  situés  sur  une  même  oiroon« 
férence. 

10. — Des  extrémités  de  deuw  côtés  opposés  on  abaisse  despetycn- 
dîculaij'Bs  sur  ces  côtés.  Les  pieds  de  ces  quatre  perpendtculaim 
sont  sur  t$ne  même  circonférence,  ayant  pour  centre  le  point  I. 

D'abord  le  point  H  étant  le  milieu  de  AB,  nous  savon9 
que  la  ligne  IH  est  perpendiculaire  sur  CD,  Donc  le  point  I 
est  également  distant  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées 
de  A  et  de  B  sur  CD.  II  est  aussi  à  égale  distance  des  pieds 
des  perpendiculaires  menées  de  C  et  de  D  sur  AB.  En  outrai 
les  lignes  AK  et  AB  étant  symétriques  par  rapport  à  AC, 
si  de  ce  point  G  j'abaisse  des  perpendiculaires  GK  et  CT  sur 
AK  et  AB,  les  distances  IK  et  IT  sont  égales. 
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Les  huit  pieds  des  perpendiculaires  sont  sur  deux  cireon* 
rérences  concentriques  ayant  pour  centre  le  point  I. 

11.  —  On  peut  démontrer  sur  les  perpendiculaires  ainsi 
menées  des  sommets  sur  les  côtés,  les  théorèmes  suiyants, 
que  sous  ne  ferons  qu'énoncer. 

Les  ferpendiculaireu  abaissées  de  deux  sommets  opposés  sur 

deux  côtés  opposés  sont  proportionnelles  aux  deux  autres  côtés; 

AK  AD 

on  a  = • 

UT  BG 

Us  perpendiculaires  abaissées  d'un  même  sommet  sur  les  deux 

côtés  qui  n'aboutissent  pas  à  ce  sommet  sont  proportionnelles 

aux  autres  côtés.  On  a 

AK         AD  ^ 

AR    "^   AB  * 

La  somme  des  carrés  des  perpendiculaires  abaissées  des.  deux 
sommets  opposés  sur  deux  côtés  opposés  est  égale  au  carré  de  la 
diagonale  gui  joint  les  deux  sommets.  On  a 

ÀK«  4  GT«  =  AC«. 

La. somme  dss  carrés  des  hauteurs  est  égale  à  deux  fois  la 
somme  des  carrés  des  diagonales. 

La  somme  des  huit  hauteurs,  multipliée  par  le  diamètre  du 
cercle  circonscrit^  est  égale  au  produit  du  périmètre  par  la  somme 
des  diagonales» 

Le  produit  de  la  ligne  qui  joint  les  pieds  des  hauteurs  issues 
tun  même  sommet  par  le  diamètre  du  cercle  circofiscrit  est  égal 
au  rectangle  des  diagonales. 
On  a  RK  .  2R  =  AG  .  BD. 

12.  — -  On  peut  toujours  inscrire  dans  le  quadrilatère  une 
ellipse  dont  les  foyers  soient  l'un  le  centre  du  cercle,  l'autre .  le 
point  de  rencontre  des  diagonales. 

Considérons  (fig.  4)  les  angles  GOD,  ACB;  ces  deux  angles 
sont  complémentaires.  Par  suite  GOD  est  égal  à  AGB.  Donc 
les  angles  OGD,  IGB  sont  égaux;  pour  la  môme  raison  les 
angles  lAB,  OAD;  IDG,  ODA  sont  égaux. 

Décriyons  une  ellipse  ayant  pour  foyers  les  points  0  et  I» 
et  tangente  à  un  des  cAtés,  BG  par  exemple;  menons  du  point 
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G  une  seconde  tangente  à  cette  ellipse  ;  l'angle  qu'elle  fera 

avec  le  rayon  CO  sera  égal 
à  l'angle  ACB  ;  cette  tan- 
gente sera  par  suite  con- 
fondue avec  CD.  Pour  la 
même  raison,  l'ellipse  est 
tangente  aux  quatre  côtés 
du  quadrilatère. 

Les  axes  de  cette  ellipse 
sont  dirigés  suivant  01  et 
suivant  une  perpendicu- 
laire menée  à  01  par  son 
milieu.  Le  cercle  principal 
de  cette  ellipse  est  le  cercle 
qui  passe  par  les  milieux 


'•; 


des  côtés  du  quadrilatère.  Par  suite,  le  carré  du  demi-grand 

axeesta*  = .elle  carré  du  petit  axe  est  6*= . 

24  ^  2 

i3.  —  Si  par  les  milieux  des  côtés  on  mène  des  tangentes  à 
l'ellipse  précédente,  elles  sont  parallèles  atix  côtés  apposés. 

En  eifet,  si  par  le  point  L  par  exemple  je  mène  une  tangenle 
à  l'ellipse,  elle  fera  avec  OL  un  angle  égala  ILB;  par  suite 
cet  angle  sera  le  complément  de  OLI.  La  tangente  sera  donc 
perpendiculaire  à  LI,  et  par  suite  parallèle  à  AD. 

14.  —  Si  Von  mène  les  bissectrices  de  deux  angles  consécutifs, 
ces  bissectrices  rencontrent  01  au^  points  on  et  p.  Le  rapport 
anharmonique  des  quatre  points  0,  a,  p,  I,  est  égal  au  rapport  an- 
harmoniqu>e  des  points  correspondant  aux  deux  autres  bissectrices. 

Soient  a  et  p  les  points  oti  les  bissectrices  des  angles  A 
et  B  rencontrent  la  ligne  01;  les  angles  OAD,  GAB  étant 
égaux,  la  bissectrice  de  l'angle  A  est  bissectrice  de  l'angle 


OAl.  Donc 


de  même  on  a 


dono 


Oa__ 

Oa      ^ 
al    •'     pi 


AI 
r 


BI 


AI 
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On  a  de  même 

Oy         r               08 
yI  ~  CI     '          21    ~ 

r 
DI 

,                                 08       Ov         CI 
''''                            Zl     -^1   =   DI- 

Mais                           ^'  -   ^'  . 

DI         AI  ' 

donc  les  deax  rapports  anharmoniques  soat  égaux. 

On  peut  déduire  delà  d'auties  théorèmes,  en  appliquant 
les  propriétés  des  faisceaux  enharmoniques.  Par  exemple, 
si  on  joint  le  point  B  aux  points  y  et  p,  et  le  point  D  aux 
points  a  et  B,  les  deux  faisceaux 

B(0,  I,p,y),    D  (0,1,  a,  S) 
ont  un  rapport  enharmonique  égal  et  un  faisceau  homologue 
commun;  il   s'ensuit   que   si  l'on  prolonge  les  droites  B^, 
6^,  jusqu'à  leur  rencontre  avec  Da,  D8,  la  ligne  qui  joindra 
les  points  d'intersection  passera  par  le  centre. 

IS.  ^  Supposons  que  le  système  des  diagonales  tourne 
autour  du  point  I.  Les  quatre  côtés  du  quadrilatère  enve- 
lopperont l'ellipse  déjà  considérée.  Le  cercle  principal  et  les 
cercles  directeurs  de  cette  ellipse  resteront  fixes.  Il  s'en- 
suivra  que  les  milieux  des  côtés  et  les  projections  du  point 
I  décriront  le  cercle  principal;  les  symétriques  du  centre 
et  du  point  I  par  rapport  aux  côtés  décriront  aussi  des  cir^ 
conférences  qui  seront  les  cercles  directeurs. 

Les  points  de  concours  des  hauteurs  des  quatre  triangles 
ayant  pour  bases  les  diagonales  sont  symétriques  des 
sommets  par  rapport  aux  diagonales,  dont  ils  décrivent  une 
circonférence  ayant  même  rayon  que  le  C/Crcle  donné,  et 
pour  centre  le  symétrique  du  centre  par  rapport  au  point 
d'intersection  des  diagonales. 

Soit  Y  le  centre  de  gravité  d'un  des  triangles  précédents  : 
r  se  trouve  sur  la  ligne  OB',  et  la  partage  dans  le  rapport 
<le  1  à  2;  or  le  point  B' décrit  une  circonférence:  il  s'ensuit 
que  le  point  y  décrit  une  circonférence  dont  le  centre  se 
trouve  sur  01. 
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DÉMONSTRATION  D'UN  THÉORÈME  D'ARITHMÉTIQUE 

par  M.  ilam«k,  élève  du  Lycée  Charlemagne. 


Si  an  considère  des  fractions  irréductibles  demêmedénomiwUm 

N    N 

r^,  -5-  , elles  donnent  lieu  à  des  quotients  décimaux pério- 

diquesi  simples  ou  mixtes^  qui  ont  le  même  nombre  de  ehiffm  à 
la  période. 

Ordinairement  on  démontre  ce  théorème  dans  le  cas  ob 
P  est  premier  avec  10,  et  on  en  déduit  le  théorème  général. 
Mais  la  démonstration  qu'on  donne  dans  la  plupart  des  cours 
est  asses  difficile  à  retenir  ;  nous  pensons  que  la  suivante 

est  plus  simple. 

N 
\^  Supposons  P  premier  avec  10.  La  fraction  -^     donne 

alors  naissance  à  une  fraction  périodique  simple,  avec  ou 

sans  partie  entiëre. 

N 
On  a  dono  -|^  =;  B,  %^Y.,.XxpY...X... 

B  étant  la  partie  entière»  et  a^y  ...  X  la  période. 
La  génératrice  de  eette  fraction  décimale  est,  comme  on 

Botpy  ...  X  —  B 

sait,  — i-^ 

999  •••  9 

N       B«6y  ...  X  —  B 
et  par  suite  —  =^  — . 

P  999     ••   9 

Mais,  d'aprës  un  théorème  connu,  ~  étant  une  fraction 

irréductible,  P  divise  le  nombre  999  ...  9.  Si  donc  ou 
eifeotue  la  division  suivante,  en  ayant  soin  d'abaisser  i  I> 
droite  de  chaque  reste  le  chiffre  9, 

9999  --g     P 

09  mnp  ...   t 

69. 

kg 
0 
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Le  nombre  des  chiffres  9  qni  forment  le  diridende  sera 
précisément  le  nombre  des  chiffres  de  la  période  ;  ce  nom* 
bre  est  indépendant  de  la  valeur  des  numérateurs  N,  K  N\.. 
Le  théorème  est  donc  démontré  quand  N  est  premier  avec  10; 
car  pour  avoir  la  période,  il  suffit  de  multiplier  le  quotient 
obtenu  par  N,  si  N  est  <  P,  et  par  N  —  BP,  si  N  est  >  P; 
d'où  il  résulte  que  le  nombre  des  chiffres  de  la  période  sera 
toujours  le  même,  quel  que  soit  N, 

*•  Si  P  n'est  pas  premier  avec  10,  on  a    P=ï  p.2«,!*,  p 

étant  premier  avec  10. 

N 
Si  l'on  a      -=^  =  A,  B%py  4..  Xafy  ...  X. . . 

B,  qui  est  la  partie  irréguliëre,  renferme  autant  de  chiffres 
qu'il  7  a  d'unités  dans  le  plus  grand  des  deux  nombres  a  et  6. 

Posons  a  =  6  -f"  ^>  ^^"s  aurons 

N 

N  .  5<^ 

Donc         *■ =  AB,  aSv  ...  ^^aSv   ...   A... 

p 

N  .  5«  étant,  premier    avec  p. 

En  raisonnant  comme  dans  le  premier  cas,  on  voit  que  le 

nombre  des  chiffres  de  la  période  est  encore  indépendant  de 

N,  et  qu'il  s'obtient  par  une  division. 

.Y.  B.  —  Cette  question  a  été  proposée  dans  la  oompoaition 
^l'arithmétique  du  concours  d'admission  à  TÉOûle  navale  en 

1878. 

I      4.3 
On  demandait  d'en  faire  l'application  à  Texemple      ■■■^«X-» 


III    III 


III 


Or,  on  a  ^^^ 

o      9 

La  période  a  donc  3  chiffres  ;  elle  est  9  X  i  =  9  pour 

la  première  fraction,  c'est-à-dire  de  009,  puisqu'on  vient  de 

<iire  qu'elle  a  3  chiffres.  Elle  est  43  X  9  pour  la  deuxièmer 

fraction,  c'est-à-dire  387. 
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NOTE  SUR  LA.  QUESTION  282 

ParM.Ii.deoflroy,  professeur  au  Collège  Chaptai,  répétiteuràl'ÊcoIe  centrale. 


La  solution  donnée  dans  le  numéro  d*ayril  pour  la  ques* 
lion  282  est  incomplète,  les  nombres  entiers  m  et  n  ne  sont 
pas  donnés,  et  par  suite  la  formule  (4)  de  la  page  163  ne 
peut  servir  au  calcul  des  angles  du  triangle.  La  solution  sui- 
vante va  nous  montrer  que  les  tangentes  des  trois  angles  du 
triangle  sont  exprimées  par  des  nombres  entiers  et  positifs. 

En  effet,  d'après  l'énoncé  on  sait  que  :  1®  le  rapport  rfu 
can'é  de  chacune  des  hauteurs  au  rectangle  des  segments  qu^elle 
détermine  sur  la  base  correspondante  est  exprimé  par  un  nombre 
entier;  2^  le  produit  des  trois  hauteurs  est  un  multiple  du  pro- 
duit des  trois  segments  non  consécutifs  détefnniné^  par  ces  hauteurs 
sur  les  côtés  opposés» 

Il  résulte  immédiatement  de  Ténoncé  les  égalités  suivantes: 

tg  B  tg  C  =  p, 
tg  G  tg  A  =  (jf, 
tg  A  tg  B  =  r, 
Pf  q^  r  étant  des  nombres  entiers.  Enfin,  la  seconde  condi- 
tion devient  tg  A  tg  B  tg  G  =  ^. 

Or,  entre  les  tangentes  des  angles  d'un  triangle,  on  a 
tg  A  +  tg  B  +  tg  G  =  tg  A  tg  B  tg  G  ; 

d'oîi  l'on  tire         tg  G  =     ^g^+^B     ^ 

tg  A  tg  B  —  I 

On  obtient  alors,  par  la  première  des  égalités  ci-dessus, 

tg  B  tg  c  =  iiA^»-tillB  . 

tg  A  tg  B  —  I 

r  +  tg«  B 

ou  p  =  — ■ — 2 . 

r  —  I 

Le  dénominateur  de  cette  égalité  est  entier.  Donc  le 
numérateur  doit  être  entier,  c'est-à-dire  que  tg*B  doit  être 
un  nombre  entier,  par  suite  tg  B  est  entier  ou  incommen- 
surable. Gette  dernière  hypothèse  n'est  pas  admissible;  car, 
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puisque  l'on  a 

Ig  A  tg  B  tg  G  =  j 
tg  A  Ig  G  =  g 

g 

on  en  déduit  tg  B  =  ^— « 

quantité  commensurable,  puisque  ^et  q  sont  entiers. 

Donc  tg  B  est  entier.  On  verrait  qu'il  en  est  de  môme 
poar  les  autres  tangentes.  Donc 

Les  tangentes  des  angles  du  triangle  répondant  à  la  question 
smt  exprimées  par  des  nombres  entiers. 
Cela  posé^  l'égalité 

tg  A  +  tg  B  +  tg  C  =  tg  A  tg  B  tg  C 
nous  permet  de  ramener  la  question  à  la  suivante  :  Trouver 
trois  nombres  entiers  dont  la  somme  soit  égale  au  produit. 

Désignons  par  x  le  plus  petit  des  trois  nombres  entiers 
cherchés,  par  x  -j-  y,  x-\-  j/,,  les  deux  autres.  On  aura 

x{x  +  y)(x  +  î/,)  =  3a?  +  y  +  1/4 
ou  ic»  +  (y  +  y,)  ,T*  +  gy,x  =  3a;  +  y  +  yi 
on  enfin  a;(3  —  yy,)  =  oî*  +  (y  +  y^){x*  —  i). 

Le  second  membre  de  celte  égalité  est  essentiellement 
positif;  donc  il  faut  que  Ton  ait 

3  —  yyi  >  o. 
Or.  y  et  y^  sont  deux  nombres  entiers  positifs,  différents  ; 
donc  il  faut  faire        y  =  i,    y^  ==  2. 
On  obtient,  pour  déterminer  x,  l'équation 
x{x  +  i)(x  +  2)  =  3(a;  +  i) 
ou  ar(a;  -|-  2)  =  3. 

Bn  rejetant   la    solution    négative   —    3,  puisque  x  est 
entier  et  positif,  on  a  a;  ==  i  ;  donc 

tg  A=  i;  tgB  =  2;  tg  C  =  3. 
On  voit  donc  bien  que  les  tangentes  des  aagles  du 
Iriangle  sont  exprimées  par  des  nombres  entiers,  et  môme 
que  les  angles  sont  déterminés.  Le  triangle  est  donc 
d'espèce  connue,  et  il  est  facile  de  le  résoudre  puisque  Ton 
en  donne  un  élément  linéaire. 
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NOTE  DE  COSMOGRAPHIE 
(crépuscule) 

Par  H.  Boaryet,  dn  CoIIp;^  d'Ah. 


A  la  page  441  de  la  i^  année  de  ce  journal,  M.  Morel  a 
donné  la  formule  qui  serl  à  calculer  la  durée  du  jour  à 
diverses  époques  de  Tannée;  nous  nous  proposons  dans  celte 
note  d'indiquer  comment  on  peut  calculer  cette  durée  en 
tenant  compte  du  crépuscule. 

Prenons  pour  plan  de  la  figure  le  plan  du  méridien  du 

lieu  conaidér6.Soieûi 
HH'  l'horizon,  CC 
le  cercle  crépuscu- 
laire à  i8®  au-des- 
sous de  l'horizon. 
PF  l'axe  du  monde, 
et  AA'  le  parallèle 
décrit  par  le  soleil 
le  jour  considéré. 

Gela  foséf  rabat- 
tons sur  le  plan  de 
la  figure  le  cercle 
AA'  en  le  faisant 
tourner  autour  de 
son  diamëtre.  Les 
''^  intersections  de  ce 

eercle  avec  les  cercles  HH',  GC',  so  rabattent  suivant  les 
lignes  MI,  SKy  perpendiculaires  à  AA'.  L'arc  MS  représente 
le  crépuscule^  et  l'arc  SA'  la  moitié  de  la  nuit  diminuée 
du  crépuscule.  Nous  allons  chercher  l'expression  de  l'angle 
SOA'.  Il  est  clair  que»  connaissant  cet  angle,  nous  connai-^ 
trons  Tangle  MOS,  car  si  l'angle  SOA'  augmente,  l'angle 
MOS  diminue  et  vice  versa. 


H 


A,     '^ 

/ 

"^^      r 

Le  iriugle  SOK  dé  la  figure  ci-coniro  donne 

OK 

cherchons  maintenant  les  valenrs  OK  et  OS»  et  nons  aurons 
la  formule  que  nous  nous  proposons  d'établir. 

Nous  avons        OK  =  (OT  +  TR)  tg  X, 
et  supposant  le  rayon  de  la  sphère  céleste  égal  h   Tunité, 

d'autre  part,  *0S  =  OA  =  cos  A. 

Nous  trouvons  donc 

cos  p  = ^^^ ; 

formule  qui  peut  s'écrire 

«       -    ^  .      »    .        sin  i8* 

cospstgÀtgÂH '. r-  (*) 

^      **  cos  X  cos  A 

Donc»  la  durée  du  crépuscule  du  lieu  ne  dépend  que  de 
la  latitude  du  lieu  et  de  la  déclinaison  du  soleil. 
Discussion  de  la  formule 

i      ^  4      A      1  cos    lg« 

COS  6  =  tg  A  tg  A  4-  — r* 

®       ^  cos  A  cos  A 

Pour  que  l'angle  p  existoi  il  faut  que  son  cosinus  soit  plus 

sin  1 8^ 
petit  que  Tunité^  c'eaWè^ire  que  tg  X  tg  A  4-  -: — /■  ■  <  i . 

^  sm  A  cos  A 

Mais  X  et  A  étant  nécessairement  aigus,  on  en  tire 

cos  (X  +  A)  >  cos  72*, 

ou  enflo  X  -j-  *^  <  7^""'  (4) 

Si,  dans  cette  formulai  nous  prenons  a  pour  inconnue,  et 
si  nous  faisons  varier  A  de  o  à  23°3o',  nous  trouverons  les 
Taleuis  correspondantes  de  X.  Ces  valeurs  de  X  indiquent  les 
régions  pour  lesquelles  p  exisie^  c^est-à-dire  pour  lesquelles 
il  y  a  nuit.  Si  Ton  se  place  à  des  latitudes  supérieures  à 
celle  qu'indique  la  formule  ^S)»  la  nuit  est  remplacée  par  le 
crépuscule. 

Si,  par  exemple»  A  =  o,  c'est-à-dire  si  l^on  suppose  que 
le  soleil  soit  à  réqninoxe»   nous  trouvons  A  <  73%  valeur 
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qui  signifie  que  si  l'on  se  place  à  72  degrés  de  latiiade  et 
au  delà.  le  crépuscule  durera  toute  la  nuit. 

Si,  au  contraire,  A  =  23"3o',  X  =  4&^3o\  au-dessus  de  la 
latitude  de  48^30',  au  solstice  d'été,  le  crépuscule  dure  toute 
la  nuit. 

Mais  si  Ton  faisait  varier  X  et  qu'on  prit  pour  inconnue 
A,  on  trouverait  les  déclinaisons  à  partir  desquelles  le  cré- 
puscule durerait  toute  la  nuit.  En  effet,  si  l'on  prend X=o 
c'est-à-dire  si  l'on  se  place  à  l'équateur,  A  <  72^,  ce  qui 
signifie  que  le  soleil  doit  avoir  une  déclinaison  de  72®  pour 
qu'il  n'y  ait  pas  de  nuit  à  l'équateur,  ce  qui  n'a  jamais  lieu. 
Si  nous  prenons  \  =  60%  A  <  12®,  c'est-à-dire  qu'à  partir 
du  12®  de  déclinaison,  il  n'y  a  plus  de  nuit  jusqu'à  ce  que 
le  soleil  ait  atteint  23®3o\ 

D'après  tout  ce  qui  précède,  nous  pouvons  formuler  la  loi 
suivante  :  Le  crépuscule  suit  les  variations  du  jour.  Si  le  jour 
graindit,  le  crépuscule  croit;  si  le  jour  diminue,  le  crépuscule 
décroit. 

Beharque.  —  On  peut  facilement  rendre  la  formule  (1)  cal- 
culable par  logarithmes.  On  a  en  effet 

,       sin  18®  sin  A  sin  X  +  sin  18" 

COS  ô  =  tg  X  tg  A  -^ r—r = 1 r 

^        o     ^        '    sm  X  COS  A  COS  A  cos  a 

_        sin  (y  -f-  1 8°) 

cos  y  COS  A  COS  X 
en  nommant  (p  un  angle  auxiliaire  déterminé  par  la  relation 

sin  A  sin  X  =  cos  18®  tg  9. 


QUESTIONS  D'EXAMEN 


Deux  triangles  sont  semblables  quand  Cune  des  condiîioiu 
suivantes  est  remplie  : 

4^  Les  tangentes  des  angles  sont  propoiHtonnelles  ; 
^  Les  tangentes  des  demi-angles  sont  proportionnelles  ; 
IP  Les  cosinus  des  angles  sont  proportionnels; 
4^  Les  sinus  des  demi-angles  sont  proportionnels. 


i^  On  a  entre  les  tangentes  des  angles  la  relation 

Ig  A  +  tg  B  +  Ig  C  =  tg  A  Ig  B  Ig  G. 
Par  hypothèse,  on  a  aussi,  en  appelant  A,  B',C'  les  angles 
da  second  triangle 

tgA   ^    tgB    _  j££_, 
tg  A         tg  B'  ig  C  -  '• 

Par  conséquent  cette  hypothèse  donne 

/  (tg  A'  +  tgF  +  tg  C)  =  /•  tgA  tg  B'  tgC. 
Hais  la  formule  que  nous  avons  établie  plus  haut  est  yraie 
pour  un  triangle  quelconque,  donc  elle  est  vraie  pour  les 
angles  A'  B'  C  ;  par  suite,  il  vient 

/•=  I. 
On  ne  peut  supposer  ^  =  —  i,  car  cela  donnerait,  puisque 
les  angles  A,  B,  G,  A',  B',  G'  sont  inférieurs  à  i8o% 

A  +  A'  =  2d 
B  +  B'  =  2d 
G  +  G'  =  2(1 
Donc  il  faut  faire  t  =  i,  et  alors  les  deux  triangles  sont 
équiangles . 

2^  On  a  aussi,  entre  les  angles  d'un  triangle  la  relation 
tg  — tg— +tg-tg  — +ig  — tg  — =  i; 
et  puisque  l'on  a 

tg  — -  tg  —-  tg 


2  ^2 


^      A'  ^     B'  -G' 

tg  -r-         tg  — -         tg  — - 


=  m; 


2  2 

on  en  déduit  encore      m*  —  i  =  o, 

puisque  la  relation  est  vraie  pour  les  «ngles  d'un  triangle 

quelconque.  On  aura  donc  encore  m  =  i,  la  solution  m=: —  i 

A     B 
devant  être  rejetée,  puisque  les  angles  — ,  —  ...   sont  né- 
cessairement aigus  et  ont  par  suite  des  tangentes  essentiel- 
lement positives.  On  en  conclut  que  les  deux  triangles  sont 
équiangles. 

3*^  Entre  les  cosinus  des  angles  d'un  triangle,  on  a  la  rela- 
tion I  —  cos*  A  —  cos*  B  —  C08*  G  =  2  cos  A  cos  B  cos  G. 
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Celle  relation  est  vraie  pour  un  triangle  quelconque,  et 

.  .,  .  cos  A         cos  B         cos  G 

SI  j  ai  7T  = RT  = T^r  =  w*> 

"^  cos  A  cos  B  cos  G 

cette  relation  deviendra 

I  —  m*  cos*  A' — m' cos'  B' — m*  cos*  G' = 2m'  cos  A'  cos  B'  cos  C, 

ce  qui  peut  s'écrire 

(m*  —  i)  (cos*  A'  +  cos»  B'  +  cos*  G') 

+  (m'  —  1)2  cos  A'  cos  B'  cos  G'  =  o. 

On  en  tire  d'abord  m  =  i  ; 

puis  (w  +  i)  (cos*  A'  -|-  cos»  B'  -|-  cos»  C') 

+  2  (m*  -|-  m  +  i)  cos  A'  cos  B'  cos  G'  =  o. 

Gettc  égalité  se  réduit,  en  vertu  de  la  relation  que  nous 
avons  rappelée,  à  2m»  cos  A'  cos  B'  cos  (X  '\-  m-\-  i  =  o. 

Cette  équation  en  m  a  ses  racines  imaginaires,  car  la 
quantité  sous  le  radical  est 
I  — 8  cos  A  cos  B  cos  C  =  cos*  A  +  cos*B  +  cos»  G —  3. 

Or  chacun  des  carrés  cos*  A,  cos*  B,  cos*  C  étant  inférieur 
à  l'unité,  leur  somme  est  inférieure  à  3,  donc  la  quantité 
sous  le  radical  est  négative. 

Il  en  résulte  encore  que  les  triangles  ont  leurs  angles 
égaux,  puisque  les  angles  ont  mêmes  cosinus  et  sont  posi- 
tifs, moindres  que  180**. 

4®  Entre  les  sinus  des  demi-angles,  on  a  la  relation 

.,A         .B         .C  .A.B.C 

I  — sin* sin* sin» — =  2  sm  — sm  —  sm — . 

2  2  2  222 

Cette  égalité  présente  la  môme  forme  que  la  précédente, 
et  on  verrait  facilement  que  l'hypothèse  de  la  proportion- 
nalité des  sinus  des  demi-angles  conduirait  à  la  condition 

(m  —  i)  (2m*  sin^ —  sin  —  sin 1-  m  +  i)  =  o. 

^  ^  ^  2  2  2  '      ' 

Le  second  facteur  a  encore  ses  racines  imaginaires;  donc 

on  doit  prendre  m  =  i  et,  par  suite,  les  deux  triangles  sont 

encore  équiangles. 

On  donne  deux  nombres  a  et^  b  et  Von  prend  la  moyenne 
anthmétique  entre  ces  deux  nombres^  et  on  continue  ainsi  en 
prenant  toujours  la  moyenne  arithmétique  du  dernier  nembt^ 
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furaié  et  du  wmbre  qui  le  précède.  On  demande  la  valeur  du  ter, ne 

gétiéral  de  la  suite  ainsi  formée. 

a-fè                 b  —  a 
On  a  Oi  =  — )■ —  =  a  H — ; 

2  2 

6,fli        a  +  fe    ,6  —  a  ,     b  —  a    .    b  —  a 

2*2  22*  '  2  '  2' 

De  même 

b  —  a    ,     b  —  a 

«»  =«  H :: — H rr— 


2 

b  —  a    ,     6  —  a    ,     6  —  a 

«.  =«  +  -^—  +  -^^  +  -^1- 

b  —  a    .     6  —  a     ,     b  —  a 

b  —  a    ,     b  —  a     ,     b  —  a     ,     6  —  a 

En  général 

.     b  —  a    ,    b  —  a     ,     b  —  a    ,  ,     6  —  a 

.     &  —  a     ,6  —  a     ,     b  —  a 

•  2  2'  2 

I     ^  — «     I     b-a 

"^      2***"''  2*" 

La  différence  entre  les  termes  de  rang  pair  et  les  termes 
de  rang  impair  tend  vers  zéro;  à  la  limite  on  a,  à  partir 
du  second  terme,  une  progression  géométrique  dont  le  pre- 
mier terme  est  ■  ■,  et  la  raison  — ;  donc  on  a 

2  4 

lîm  .  Opz:::  a  -{-  -r-  (6  —  a). 

PROBLÈME  DE  GÉOMÉTRIE 


Vn  triangle  ABC  étant  inscrit  dans  un  cercle  S,  on  considère 
sur  la  circonférence  deux  points  P  et  P.  Les  pi^ojections  de  ces 
points  sur  les  côtés  du  triangle  sont  situés  sur  deux  droites  D  et 
D  qui  se  coupent  en  M.  1°  Démontrer  que  ce  point  M  décrit  une 
nrconférence  S'  quand  le  sommet  G  se  meut  sur  le  cercle  S»  les 
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points  A,  B,  P  et  V  restant  fixes  ;  *»  trouver  le  lieu  des  centres 
des  cercles  S' lorsque  les  points  P  et  F  se  déplacent  sur  la  circonfé- 
rence S  de  façon  que  tare  PP'  conserve  une  longueur  constanU  (*). 

La  droite  QR  correspondant  au  point  P  passe  toujours  par 

le  point  fixe  Q  ;  la  droite 
Q'  R'  passe  par  le  point  Q'. 
Donc  il  suffit  de  démontrer, 
puisque  les  points  Q  et  Q' 
sont  fixes,  que  l'angle  en 
M  est  constant.  Or,  les 
quatre  points  A,  P',  Q'  el 
R'  sont  sur  une  circonfé- 
rence ; 
donc  AQ'R'  =  AP'R' 

Mais    APR'   =    ATR, 
puisque  PR  et  P'  R'  sont 
parallèles  comme  perpen- 
diculaires à  une  même  droite  AG;  d'autre  part  on  a  MQQ' 
=  AQR  =  APR. 
Donc  QMQ'  =  QQ  R'  —  Q  QM  =  ATR  —  APR  =  TAP. 

Donc  l'angle  en  M 
est  égal  à  l'angle 
ayant  pour  sommet 
le  point  A  et  passant 
par  les  points  P  et 
F;  il  est  donc  cons- 
tant, et  par  suite  le 
lieu  du  point  M  est 
une  circonférence  pas- 
sant par  les  points  Q 
etQ' 

Pour  trouver  le  lieu 
du  centre  0  de  la 
circonférence  S',  je 
considère  la  position 


(*)  Composition  de  géométrie  élémentaire  donnée  à  TAgrégation  des  scienees 
mathématiques  en  1879. 


particulière  de  PF  oii  celte  droite  est  parallèle  à  AB  ;  soit 
D  le  miliea  de  QQ'  pour  cette  position  ;  je  prends  une  autre 
position  PjP'  quelconque,  soit  D  le  milieu  de  QiQi'  et  0|  le 
centre  du  cercle  correspondant;  le  triangle  QiOiQ/  est  cons- 
tant d'espèce,  et  toujours  semblable  au  triangle  POP',  ou 
au  triangle  PiOP',  ;  on  a  donc 

0,D»   _  QiQ'i  _    OD 
OLi    "~  P,P\  ■"   OH  * 

D  autre  part  on  a  =  -^rry  . 

D'OU  Ton  tire     «^^*  -  ^^^^   -    «^ 


OLi  L,H  OH 

Mais  on  a  OH  =  L,0  ±  L^H  ; 

donc  OD  =  OjD,  ±  L^Dj  =  O^Li. 

Par  suite  la  figure  DO^L^O  est  un  parallélogramme  et  DO^ 
=  OL,.  Par  suite  D0|  est  constant;  donc  le  lieu  de  0^  est 
un  cercle  ayant  pour  centre  le  point  D  et  pour  rayon  la 
dislance  du  centre  0  à  la  corde  constante  PP'. 


BACCALAUREAT  ES  SCIENCES 


Session  d'avi-il  1881. 


ACADÉMIE    DE    CAEN 

Calculer  la  surface  d'an  triangle,  connaissant  un  côté  a,  l'angle  opposé  A, 
et  la  médiane  m  issue  du  sommet  A.  Maximum  de  la  surface  en  supposant  m 
et  A  invariables. 

—  Ré^adre  le  système  d'équations 

^+1/4-  3=0+  6-fc 
^  4-  cy  +  a;j  =  ca?  4-  aj/  H-  6z  =  o'  +  6»  +  c*; 
mettre  la  valeur  des  inconnues  sous  forme  entière. 

—  On  peut,  à  l'aide  d'une  manivelle  dont  le  bras  a  i"  de  longueur,  fuiro 
moavoir  un  treuil  de  o-^ub  de  diamètre  sur  lequel  est  enroulée  une  corde 
parallèle  à  la  ligne  de  plus  grande  pente  d'un  plan  incliné  dont  la   pcnle  est 

'—- '.  Quel  est  le  poids  P  que  peut  taire  remonter  le  long  du  plan  un  homme 

agisMnt  à  Textrémité  de  la  manivelle  avec  une  force  de  lo  kilogrammes?  D6^ 
montrer  que  le  travail  de  l'bomme  ^t  égal  à  celui  du  poids  du  corps. 
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—  Connaissant  le  périmètre  et  la  surface  d'un  triangle  rectangle,  calculer  les 
trois  côtés  et  le  rayon  du  cercle  inscrit.  Chercher  les  conditions  pour  que  le 
triangle  soit  isoscèle. 


ACADÉMIE  DE  PARIS 

Calculer  le  volume  d'une  sphère,  sachant  que  la  différence  entre  ce  Tolonie 
et  celui  du  cube  inscrit  dans  la  sphère  est  égale  à  un  mètre  cube. 

—  La  distance  des  centres  de  deux  cercles  égaux  est  égale  au  rayon  com- 
mun R.  Exprimer f  au  moyen  de  K,  la  surface  de  \ù  partie  du  plan  commune 
aux  deux  cercles. 

—  Trouver  le  rayon  d'un  cercle  sachant  que  la  différence  entre  la  surface  de 
l'hexngone  régulier  inscrit  et  celle  du  carré  inscrit  dans  le  même  cercle  est 
égale  à  3  mètres  carrés. 

—  Deux  cercles  égaux  de  rayon  R  sont  extérieurs  l'un  à  l'autre.  La  distance 
des  centres  00'  est  égale  à  d.  D'un  point  A  pris  sur  la  ligne  00'  entre  les 
cercles,  on  mène  les  tangentes  AR,  AR',  puis  on  fait  tourner  la  figure  autour 
de  00'.  Déterminer  la  distance  OA  de  façon  que  la  somme  des  surfaces  des 
deux  calottes  sphériques  engendrées  par  les  arcs  BD,  B'D'  soit  égale  à  la  moitié 
dé  la  surface  de  Tune  des  sphères. 

—  Dans  un  cercle  de  rayon  donné,  mener  une  corde  AB  telle  que,  si  l'on 
joint  ses  deux  extrémités  au  centre  6,  et  si  l'on  fait  tourner  la  figure  autour 
du  diamètre  CD  parallèle  à  la  corde  AB,  le  volume  engendré  par  le  segment  de 
cercle  AMB  soit  équivalent  au  volume  engendré  par  le  triangle  AOB. 

—  Ét^nt  donnés  une  sphère  dont  le  diamètre  est  AB,  et  le  plan  tangent  k 
l'extrémité  B'de  ce  diamètre,  mener  un  plan  sécant  CD  perpendiculaire  au  dia- 
mètre AR,  de  telle  sorte  que  le  volume  du  segment  de  sphère  CAD  soit  égal 
au  cylindre  dont  l'une  des  bases  est  la  section  de  la  sphère  par  ce  plan  CD, 
dont  les  arêtes  latérales  sont  parallèles  au  diamètre  AB,  et  dont  Tautre  base 
est  située  dans  le  plan  tangent  à  la  sphère  au  point  B. 

—  On  donne  dans  un  trapèze  ABCD  les  deux  bases  parallèles  AB  =  a. 
CD  =  6,  les  deux  diagonales  AD  =  a,  BC  =  p,  on  demande  de  calculer  la 
hauteur  h% 

—  Dans   un   triangle  BCA,  on  divise  la  base  BC  en   un  point  D  tel  que 

On  demande  de  calculer  la  ligne  AD;  on  donne  AB  =  c,  AC=b. 


i  DC    ~   n 


—  Trouver  le  rayon,  l'apothème  et  la  surface  du  dodécagone  régulier  ayant 
môme  périmètre  que  l'hexagone  régulier  inscrit  dans  un  cercle  de  rayon  R. 

—  Démontrer  que,  quelle  que  soit  la  valeur  de  a?,  la  fraction 

X'  —  X  -{-  I 

x^  —  rr—  I 
est  toujours  pDsilive. 

—  Soient  :  une  circonîérence  0,  C  un  point  de  son  plan  situé  à  une  distance 
du  centre  égale  au  diamètre,  CA  et  CB  les  tangentes  menées  de  ce  point  à  la 
circonférence.  On  fait  tourner  la  figure  autour  de  OC;  AMB  engendre  un  seg- 
ment sphérique.  On  demande  de  calculer  le  rapport  du  volume  de  ce  segmeot 
à  celui  de  la  sphère  engendrée  par  le  cercle  0. 
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ACADÉMIE  DE  BORDEAUX 

On  donne  deux  circonféreoces  tangentes  extérieurement  dont  les  rayons 
sont  r  =  a,  R  =  3a  ;  calculer  :  1*  l'angle  S  formé  pur  la  tangente  commune 
et  la  ligne  des  centres;  2*  l'aire  du  triangle  formé  par  la  ligne  des  centres,  la 
tangente  commune  et  la  perpendiculaire  à  la  ligne  des  centres  menée  par  lo 
poiot  de  contact  avec  la  petite  circonférence. 

—  Partager  un  angle  A  en  deux  (orties  telles  que  le  rapport  des  sinus  soit 
égal  &  on  nombre  donné  n.  Application  :  A  =  5o»  ;  n  =  3. 

—  Etant  donné  le  rayon  R  de  la  base  d'un  cône  et  sa  hauteur  hy  déterminer 
la  distance  x,  à  partir  du  sommet,  à  laquelle  il  faut  mener  un  plan  parallèle 
à  la  base^  pour  que  le  volume  du  tronc  de  cône  soit  équivalent  à  m  lois  celui 
delà  sphère  de  diamètre  x.  Application  :R=  7\  f^  =  ïo;m  =  3. 

—  Calculer  le  premier  terme  d'une  progression  arithmétique  sachant  que  la 
raison  est  r,  et  que  la  somme  des  n  premiers  termes  est  égale  à  (n  +  4)  fois 
le  dernier  terme.  Application  :  r  =  3  ;  n  =  25. 

—  La  distance  des  centres  de  deux  circonférences  est  égal  à  a;  leurs  rayons 
sont  égaux  respectivement  à  r  et  r'.  Mener  parallèlement  à  la  ligne  des  centres 
Qoedroite  de  longueur  donnée  comprise  entre  les  deux  circonférences. 

—  Quelle  est  la  p'us  petite  valeur  de  l'expression  3a;'  —  807+7  quand  on 
fait  varier  rc  de  —  »  à  -f  « . 


QUESTION  278 

Solatlom  par  M.  A.  Prost,  à  Lons-le-Saulnier. 


•0 


Soient  ABC,  apy  deux  triangles  homothéliques,  dont  le  centre 
d*h<mothétie  est  Vun  quelconque  des  centres  des  cercks  insent  et 
eocinsa'it  au  triang  le  ABC. 

Soient  (xD,  pE,  ^Fdes  per-  ^x 

pendiculaires  respectives  à  y^\  '  - 

Al,  B^,  rC.  /^/\\ '"i^^^ 

Démontrer  que  les  points  /     \   \\//L' 

de  concùurs  des  droites  AB  /        /      ^/2v^'' 

et  vF,  CA  et  ôE,  CB  et  tB  /  /,-'' '\>''* 

smi  en  ligne  droite.  /      ,,--'  /      /'/ 

Soient  les  deux  triangles        j^,-''  ly     / 

homolhétiqaes    ABC,   ajSy       c  ji e 

dont  le  centre  d'homothé- 

tie  e8t  en  0,  centre  d'un  cercle  exinscrit  au  triangle  ABC. 

OC  étant  bissectrice  de  l'angle  BCA,  Test  aussi  de  ^ya;  il 
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en  est  de  même  des  bissectrices  aA,  OB  des  angles  extérieurs 
A  et  By  par  suite  des  angles  a  et  p. 

Gela  posé  on  voit  facilement  que  les  droites  OC,  ^E,  oD  ; 
puis  yF»  ûtD,  OB  ;  et  pE,  yF,  OB  se  coupent  respectivement  en 
trois  points  a^  6|  c^. 

Il  en  résulte  que  les  sommets  G  et  c^,  B  et  6^,  A  et  a|  des 
deux  triangles  ABC,  a^biCi,  sont  sur  des  droites  concourant 
en  O;  d'après  un  théorème  connu  les  points  d'intersection 
D,  F,  E,  des  côtés  affectés  des  mêmes  lettres  sont  en  ligne 
droite, 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MBI.  Perrier,  à  Lons-le-Saulnier  ; 
Rivard,  au  Mans;  Van  Aubel,  à  Liège. 


QUESTION  279 

Holaliom,  par  M.  Lion  Finat,  élève  au  Lycée  de  Moulins. 


On  donne  un  demi-^ercle  AGB  et  une  tangente  AD  à  F  extrémité 

A  du  diamètre  AB.  On 
propose  de  mener  par  r ex- 
trémité B  une droiteBCT^ 
qui  coupe  la  circonférence 
en  G  et  la  tangente  en  D, 
de  telle  sorte  que  si  V(m 
fait  tourner  la  figure  au- 
tour de  AB,  la  surface  de 
la  zone  engendrée  par  BC 
soit  égale  à  la  surface  du 
cercle  engendré  par  AD. 

On  doit  avoir 

7cBG*=wÂD* 

ou  DB*  =G  A'  =  BD.  GD. 

Le  point  G  partage  BD  en  moyenne  et  extrême  raison.  Dès 
lors  on  divisera  BA  en  moyenne  et  extrême  raison  et  par 
le  point  E  on  mènera  EG  parallèle  à  AD,  puis  on  joindra 
BG, 
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Pour  l'expression  de  la  surfaceon  a 

S  =  2icR*(\/5  —  i) 

XoTA.  —  Ont  résola  la  même  question  :  MM.  Perrier,  Prost,  à  Lods-1»- 
Saunier;  Boorget,  à  Âix;  Simoaet  àNeafchAteaa;  LapaieiUé,DaguilhoD,aalycée 
Heori  IV;  Gallon,  au  lycée  Louis-le -Grand  ;  Joly,  à  Tarbes;  Chrétien,  an 
Harre ;  Andrieux,  Tinel,  à  Rouen;  de  Barrau,  à  Toulouse  ;  Pierron, à  Nantes; 
Pfeader,  à  Besançon  ;  Desprez,  collège  Stanislas;  Latallerie,  à  Saint-Dier 
Paj-de-Dôme]  ;  Gobert,  collège  Gbaptal;  Hamon,  Rivard,  au  Mans;  Blessel« 
à  Firû  ;  Duley,  à  Châteanroux. 


QUESTION  286 

Solnttom  par  M.  Laparbillé,  élève  du  Lycée  Henri  IV. 

(Classe  de  M.  Colas.)  - 


Etablir    une    relation    entre  les    coefficients   de    Véquation 

ai*  -|-  bx*  -[-  ex*  4"  ^  +  ^  =  o,  pour  qu'on  puisse  la  inettre 
«w  la  forme 

(ax«  -1-  px  +  y)*  -h  p  (ax«  +  pa?  +  y)  +  q  =  o. 
Développant  il  vient  : 

»*a:*+2aôx>^K2aLY+p«+pa)cc»+(2pY+pP)aî-f(Y«+g+pY)=o 
ou 

Y'+g  +  PT 

L  équation  donnée  peut  s'écrire 

o^H a^  -1 £c*-| X  A =  0. 

a         'a  a  a 

Pour  que  la  transformation  soit  possible,  il  faut  que  l'on 

0) 


lit  3L  =  1. 

a  a 


IL  +  ii+L  =  _L  (2) 

a'                 a                 a  ^ 

i_X.^l+P-  =  ^  (3) 

a                 a                  o  ^ 

T'  +  g  +  Pï    _  X  U) 


Éliminant  a,  p,  y  et  p  entre  ces  équations  on  anra  la  rela- 
tion cherchée, 

B          b 
De  (1)  on  tire  —  =  ; 

portant  celte  valeur  dans  (3),  il  vient 

2Y  +  p  2d 

et  alors  (2)  donne 

6'      ,     2d  c 

d'oh  6'  =  4ad  (c  —  2a)  : 

telle  est  la  relation  cherchée. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Blessel,  à  Paris;  Gallon,  au 
lycée  Louis-Ie-Grand;  Baudouin,  à  Beanv<iis;  Joly,  à  Tarbes;  Henry,  à  Bré- 
cbaincourt  (Vosges). 


QUESTION  287 

19oIiitlom  par  M.  Lapareillâ,  élè?e  au  Lycée  Henri  IT. 

(Classe  de  M.  Colas.) 


On  donne  x  —  y=a,  xy  =  b.  Exprimer x"  —  y^  en  fonctm 
de  h  etdeBL  pour  une  valeur  entière,  positive  et  quelconque  à  n. 

Posons  a;»»-*  —  y»*-*  =  An-j  (\) 

ce  4.  y  =  s  (3) 

Multiplions  membre  à  membre  (2)  et  (3),  on  a 

a.«  —  r  +  ^y  (^"^  —  y^"^)  =  SAn-1, 
d'oh  An  =  SAn-1  —  6An-2  ;  (4) 

or      (x  —  yY  =  a«,        {x  +  y)*  —  (x  —  t/)*  +  4x1/, 

donc  a?  4"  y  =  S  =  v^a'  +  46 

et  (4)  devient   An  =  An-iVo^+4ft  —  6An-j. 

Alors  en  faisant  n  =  2,  3,  4,    ...,   on   trouve  x'  —  y* 
x^  —  y',  X*  —  yS  . . . ,  et  par  suite  ce»  —  y»  . 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Fieyety  à  Lille;  Blessel,  à  Parii 
Debray,  à  Gbauvency-Saint-Hubert;  Joly,  à  Tarbes;  Hamon,  Rivard,  au  Mens 


—  Î67  — 


NOTE  D'ALGEBRE 


Formulé  de  Taylor  pour  une  fonctinn  entière. 

1.  —  L'objet  de  cette  note  est  d'obtenir  le  développement 
de  f{x  -f-  A),  ordonné  suivant  les  puissances  croissantes 
de  h,  par  l'application  immédiate  de  la  règle  de  dérivation 
d'une  fonction  de  fonction.  f(œ)  est  supposé  polynôme  entier 
et  ralionnel  en  x. 

Je  remarque  d'abord  que  dans  un  tel  polynôme,  dont  je 
désigne  un  terme  par  Ap  xP  ,  la  dérivée  d'ordre  p  se  réduit, 
pour  xnul,  à  son  terme  tout  connu  qui  est  i  .  2  , ,.  p  ,  Ap  . 
lu  versement,  le  coefficient  de  xp  s'obtiendra,  si  l'on  sait 
former  la  dérivée  d'ordre  p,  en  y  faisant  x  nul,  puis  divi- 
sant par  I  .   3  ...  p. 

Ceci  posé,  f{x  -j-  h)  est  un  polynôme  en  A;  la  dérivée 
d'ordre  p,  par  rapport  à   h,  est  fv(x  -j-  ^)  ©^  s©  réduit  à 

fp(x) 

ff(x)  pour  h  nul,  donc  le  coefficient  de  hP  est , 

I  .  2  ...  p 

c.  q.  f.  t. 

2«  —  Le  même  raisonnement  conduit  à  écrire  immédia- 
tement tel  terme  que  l'on  veut  du  développement  de  (x-^a)^ 
pour  m  entier,  ce  qui  fournit  une  démonstration  de  la  for- 
mule du  binôme,  qui  n'est  pas  supposée  connue  pour  ce 
qui  précède. 

De  même,  par  l'application  de  la  règle  des  fonctions  com- 
posées, on  pourra  écrire  un  terme  de  degré  donné  en  t  du 
développement  de  f{x  +  at,  y  +  bt  ...  z  -^  et),  si  f[x,  y  .»*z) 
est  polynôme  entier  et  rationnel  en  a;,  y  .. .  z. 

Par    un    raisonnement    analogue,    dans    le    polynôme 

f(^i  y  . ..  3),*_le  coefficient  de  x  y^  ,. .  z  s'obtient  en  fai- 
sant X,  y  , . .  z  nuls  dans  le  polynôme  obtenu  après  «  déri^ 
valions  par  rapport  à  (t,  ^  par  rapport  à  1/,  etc.,  puis  divisant 
par  1.3  ..  a  .   1.2  ..  p  .   1.2   ..  y,  d'où   les   développe- 
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menls  àe  f(x  -\-  a,  y  -\-  b  ...   z  -\-  c),  et  en  particulier 
celui  de  (o  +  b  -\-  ...  c}"»  pour  m  entier. 


NOTE  SUR  L'EQUATION  EN  S 

Par   M.  G.   I^rmairb,  élève   au   Lycée  Charlemiigoe. 


Théorème.  —  Lèquation  en  %  ne  peut  avoir  une  racine 
triple  que  dans  le  cas  ou  la  surface  proposée  représente  une 
sphère^  cette  racine  triple  étant  d'ailleurs  différente  de  zéro. 

On  sait  comment  on  démontre  que  l'équation  en  S  ne  peut 
pas  avoir  trois  racines  nulles;  nous  nous  proposons  de 
montrer  que  l'équation  en  S  n*a  jamais  trois  racines  égales 
excepté  dans  l'hypothèse 

A  =  A'  =  A'      B  =  B'  =  B'  =  o, 
auquel  cas  la  surface,   comme  on  le  sait,  représente  une 
sphère. 

Remarquons  d'abord  que  si  une  équation  du  troisième 
degré  a  une  racine  triple,  celle-ci  est  nécessairement  réelle, 
nous  la  représenterons  par  a.  On  aurait  donc,  par  applicatiou 
de  principes  connus, 

A  +  A'  +  A"  =  3o  (!) 

AA  +  AA'  +  A'A'  —  B«  —  B'«  —  B'»  =  3a«  (i) 
Élevant  la  première  au  carré  et  retranchant  le  double  d< 
la  seconde,  on  a  d'abord 

A«  -f  A'«  +  A'«  +  2B«  +  2B'«  +  2B'«  =  3a*       (3) 
qui  prouve,  ceci  est  très  connu,  l'impossibilité  de  la  racine 
triple  nulle.  La  combinaison  de  (2)  et  (3)  donne  alors 
A«  +  A'«  +  A'«  —  AA  —  AA'  —  A' A'  +  3B«  +  3B'«  +  3B^ 

=  0 

ou  encore 

2  2  2 

+  3B»  +  3B'«  +  3B'*  =  o 
laquelle,  pour  des  valeurs  réelles  des  coefficients»  exige  biei 
A  =  A'  =  A'      B  =  B'  =  B'  =  o. 
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NOTE  SUR  LES  DÉTERMINANTS 

Pu*  M.  Ibach,  étudiant  à  la  Faculté  des  sciences  de  Marseille. 


Soil  un  déterminant 

A  = 


I 


a 


1     fli     «a 


6j    6,    63 

C|      Cj      Cj 

Je  pose  les  notations  suivantes  que   j'emploierai  cons- 
tamment : 


=  ^  +  J*  + 


B  = 


I 

I 

I 

Cl 


I 
I 
I 


I 


6, 

I 


c  = 


(a.6,)  (6jO,)  (ai6,) 

(6,c.)  (Ci  6.)  (6,c,) 
(aiC.)(c,o,)  (c,a,) 


cl 


D  = 


I 


(«»6.) 
I 

I 


(M,) 

I 
I 


I 
I 


> 


(a^c^)         (c,a^)        (c^a^) 
Les  formes  de  A  et  B  montrent  qu'il  n'y  a  pas,  en  géné- 
ral, entre  eux,  de  relation  remarquable;  sauf  pour  le  cas 

du  2*  degré  où  A  élant  égal  à  X  -f-  ja  ,  B  a  pour  valeur 

Oq  a  donc  pour  le  cas  du  ^  degré  : 

A  =  B  .  Xjx.  (1) 

Le  déterminant  G  est  le  réciproque  de  A;  on  a,  par  con- 
séquent, C  =  A«  -  ^  (n  étant  le  degré). 

Dans  le  cas  du  3*  ordre,  il  existe  entre  B  et  D  une  rela- 
tion simple,  que  je  vais  établir;  mais  je  démontrerai  au- 
paravant le  Ihéorëme  suivant  : 

Thôorèmjd  1.  — Lorsqu'un  déterminant  est  nul,  ses  mineurs 
rftt  premier  ordre  sont  proportionnels. 
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Ainsi,  je  suppose  B  =  o  {*),  je  puis  alors  iFcaver  des 
valeurs  acceptables  de  X,  {jl,  v  telles  que 

2: L  Jl.  j 1-  =  o 

fli  tfi  fls 

_2.     I     JL  J ^   =0 

Cl  C,  Cj 

En  combinant  ces  équations  deux  à  deux,  je  puis  obtenir 
les  trois  séries  de  rapports 

X  (A  V 


IX 


(^1 


\  fcjCa  /  \  Ci6,  )  \b^Ci  ) 

X  [U  V 

Eliminant  ensuite  X,  [jl,  v,  j'obtiens 

\  a^bj  )    _    \  bja^  )    _    \  ajbj  ) 
\b^)  \  q6,  /  \  feiC,  / 

(— )  ~  (— )  ~  (— )  ' 

\  ^aCg  /    ___    \  Ctftj  /    ___    \  6iC,  / 

(— )  ~  (— )  ~  (— )' 

et  le  tbéoreme  est  démontré. 

Théorème  II.  —  Dans  le  cas  du  troisième  ordre,  les  délem\ 
nants  B  etD  sont  nuls  en  même  temps, 

(*)  J'ai  pris  B.  parce  que  le  calcul  me  servira  «1  Ibéorëme  suivant 
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Je  suppose,  par  exemple,  B  =  o.  Alors,  appliquant  le 
Ihéorème  précédent,  j'obtiens  les  égalités  (2);  et  comme 
elles  ne  contiennent  que  des  mineurs  du  deuxième  degré, 
puisque  A  est  du  troisième,  elles  peuvent  se  transformer  en 
les  suivantes  : 


(flfW  • 


ex 


«^s 


a.a 


(6ta,)  . 


ex 


1^» 


i"« 


a*  a 


(ûifti)  • 


ex 


IV, 


H*j 


a«a 


1», 


(*.c,) 


(Cl*,) 


(&A) 


(0,6,) . 


6.6,     _ 


(àta,)  - 


ex 


t'^z 


bA 


(a^)  . 


ex 


i»'i 


6.6. 


(tf,c,)  (c,a,)  (c,a,) 

Désignant  par  u^,  k^  les  Taleurs  communes  de  ces  rap- 
ports, je  remplace  dans  D  les  éléments  des  deuxième  et 
troisième  lignes  par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  pré- 
cédentes. 

j  1  I 


(0,63)    *    (ôitta)    •    (ai6,) 


J'obtiens  ainsi  D = 


a.a 


1»»5 


w,     (a.6j)    '    c,c,    '    «1     '    (61a,) 
I  I 


OU,  en  faisant  sortir  les  facteurs  communs,  multipliant 
d'abord  par  (c^CiC,)",  divisant  ensuite  par  le  produit  des  élé- 
ments : 

I       I      I 


OjO,a, .  616,65       UiU,     (0,63)  .  (6,0,) .  (ai6,) 


I  I  I 

61  6,  6, 

I  I  I 

a*  a.  a. 


B 


c  esi-à-dire 

jj  __  OiOsO,  .  6<6,6,      ^_____^ 

c^e^c^  *    WiW, .  (0,63) .  (6103)  .  (046,) 

<l  le  théorème  est  démontré. 

RîMAHQUE.  —  La  forme  précédente,  étant  symétrique  par 
rapport  aux  éléments  du  déterminant,  peut  prendre  deux 
autres  formes  analogues. 


Je  YiBiid  appliquer  les  résultats  précédents  au  théorème 
suivant  : 

Application  X.  —  Les  six  sommets  de  deux  triangles  dr- 
canscrits  à  une  conique  sont  sur  une  conique. 

Soient  a  =  o,p  =  o,Y==oles  équations  des  côtés  d'un 
des  triangles. 

vîa -j-  yfmp  +  *^  =  o>  celle  d'une  conique  inscrile,   (4) 

A  IX  V 

—  +-rH =  o,    —  —        circonscrite.  (3) 

*  P         Y 

Je  considère  de  plus  trois  tangentes  à  la  conique  (3) 

i     ,    m  j^  n    

«    I  .  a*        a^         a» 

h(i  +  bi^+b,y  =  oA    (o)    _.-|-_-4-_-  =  o.   }   (6) 


Cl*  +  c,?  +  CjY  =0. 


bi         &j         *3 
/     ,    m         n    

Cj  Cj  c, 

(les  déterminants  A  et  B  des  systèmes   (5),  (6)  étant  lei 
mêmes  que  précédemment). 

Ces  tangentes  forment  un  nouveau  triangle  circoaschi 
dont  Je  désignerai  les  sommets  par  (a^&i)»  {biC^),  (qai).  J'ci 
prime  que  ces  trois  sommets  sont  &>ur  (4)  qui  est  déjà  cir 
conscrite  au  premier  triangle.  Pour  cela,  je  tire 

«      ^      g      ^      r 
iflA)         (M*)         (oA) 


(Va)            (i'jC,)            (6,c,) 
a        __P_   _  Y 


(ûiCj)  (c,a,)  (OiC.) 

éliminant  ensuite  a,  ^,  y,  et  successivement  entre  (i)  etU 
rapports  précédents,  j'obtiens  les  conditions 

^       ^  (6,c,)  (6,c0  (ft^c.) 
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Je  cherche  Téquation  de  la  conique  passant  par  (a^,  ^y,  y  a) 
et  deux  des  sommets  {aib^,  6iC|)  par  exemple,  elle  sera 


S  = 


P 


T 
I 


=  o, 


(6,c,)       (6,Ci)       (6iC,) 
ei  en  exprimant  que  le  troisième  sommet  GiC^  se  trouve  sur 
celte  conique,  j'obtiens  enfin  la  condition  définitive  D  =  o 


D  = 


I 

I 

I 

I 

(bio,) 

(fl,*.) 

I 

=  o. 


Or,  le  déterminant  B  est  nul,  puisque  le  système  (6)  homo- 
gène et  du  premier  degré  doit  donner  pour  l,  m,  n  des 
solutions  autres  que  o  ;  donc,  d'après  le  théorème  II,  D  est 
nul  aussi  et  le  théorème  est  démontré. 

Interprétation  géométrique  de  la  condition  D  =  o. 

Le  calcul  précédent  montre  que  D  =  o  exprime  que  six 
points  sont  sur  une  conique. 

Interprétation  géométrique  de  la  condition  B  =  o. 

Le  calcul  précédent  monlre,  de  même,  que  B  =  o  exprime 
que  six  droites  sont  tangentes  à  une  même  conique. 

Remarque.  —  Les  déterminants  B  6t  D  jouent  d'ailleurs  le 
même  rôle,  et  pour  s'en  assurer,  il  suffit  de  changer  les  nota- 
tions. Aussi,  si  j'avais  considéré  les  coordonnées  des  som- 
mets du  deuxième  triangle  circonscrit  au  lieu  des  équations 
de  ses  côtés,  les  rôles  auraient  été  changés;  B  =  o  eût 
été  la  condition  pour  que  six  points  soient  sur  une  conique 
et  D  =  o  la  condition  pour  que  six  droites  soient  tangentes. 
Cette  remarque  démontre,  si  l'on  veut,  que  la  réciproque 
du  ihéorème  II  est  vraie. 

JOCBHAL  M  MATH.  1881.  IB 
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II 

Je  considëre  encore  le  déterminant 

Oi    a,    aj 
A=      61     6,    ^3 

^1    ^t     ^9 
avec  les  mêmes   notations  que  précédemment.  Je  suppose 

qu'il  satisfasse  aux  relations  suiyantes 


H      _ 


a. 


a. 


(M.) 


(a«c,) 


1-  = 


'i 


c. 


C3 


=  u 


1» 


=  w 


2  > 


(a,6,)         (a,6,)         (046,) 


=  U 


a» 


Je  vais  alors  démontrer  le  théorème  suivant: 

Théorème  ni-  —  Le  déterminant  A  est  égal  à  la  racine 
(n  —  2)r*  de  tinverse  du  produit  Uj  u,  u,,  valeurs  commune^ 
des  rapports. 

En  efTet,  le  déterminant  réciproque  de  A  est  égal  à 

(&.C3).    (Ci(.    (6,6iC,) 
(««Cs).    («,c,),    (aiC,) 

l(fl«^a).    («s&i).    (ai 61) 
et,  en  éliminant  les  mineurs  entre  G  et  les  rapports  (7), 

^_       A 

Il  = : 


G  = 


mais 
donc 


UiU^U^ 

G  =  A«-i: 
A=  ' 


n— Xi 


Remarque.  «-  Si  les  quantités  iiiti,u,  étaient  toutes  égales 
à  I,  le  déterminant  A  serait  lui-même  égal  à  i. 
Il  résulte  aussi  des  relations  (7)  que  B  et  D  sont  liés  paf 

D 


ou 


puisque 


An-8    ~ 


B  =  - 

B  =  A«-«D, 


MiUjU, 
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Théoràme  IV.  —  Lortquun  dëlejminafU  du  9"  ordr$  9aiù- 

fail  aux  relationê  (7)  les  déterminants^  et  D  foi^méê  avêc  lui  iont 
nuls  tous  deux. 

Je  considère  toujours  le  déterminant  A  écrit  précédem- 
raenl;  on  aura 


B  = 


I 

I 

«1 

«2 

I 

I 

fll 


^1      ^     6, 


Son  réciproque  E  sera 

\  6»C3  )  \  cj)^) 


E  = 


\  a,C3  / 


Comme  A  est  du  troisième  degré,  ses  mineurs  du  premier 
ordre  sont  du  deuxième,  et  le  déterminant  E  s'écrit 


E  = 


I 


En  multipliant  par  le  carré  du  produit  P  des  éléments, 
et  divisant  ensuite  par  ce  même  produit,  j'obtiens 


PE  = 


(ft.c,)      (Ci6,) 


«1 


a< 


à.      ' 


•   k    •   •    • 


I 


Or,  le  deuxième  membre  de  cette  égalité  est  nul  à  cause 
des  relations  (7).  Donc  [en  supposant  que  P  ne  soit  pas  nul, 
ce  qui  est  nécessaire,  d'ailleurs,  à  cause  de  (7)]  E  est  nul 
aussi,  et  comme  E  =  B", 

B  est  égal  à  O  et  le  tbéorème  est  démontré,  puisque  d'après 
■ll.i  B  et  D  sont  nuls  en  même  temps. 
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Application  II.  —  Les  six  sommets  de  deux  triangles  auio- 
polaires  par  rapport  à  une  conique  sont  sur  une  œnique. 

Soient  a=o,  p  =  o,  y  =  o 

Tun  des  triangles,  et 

M~j~^sP4~«  •   *   •[  (^)      les  équations  descôtés  du  deuxième. 
c,a  -j-  c,^  -|- .   .    .    .  1 

Les  deux  triangles  précédents  seront  autopolaires  par 
rapport  à  une  même  conique,  si  le  dernier  Test  par  rapport  à 

a*  4-  P*  +  Y*  =  o. 
Le  sommet  (ai  b^)  est  déterminé  par 

^    ■    __       P       _.       Y 
(a,6,)  (a,60  (a^b^) 

et  sa  polaire,  qui  est  a*  +  P?  4"  YY=  o» 
doit  aussi  être  Cj*  +  c,P  +  c,y  =  o. 

On  a  donc  les  conditions 


Cl 

— ' 

c. 

= 

c.  . 

b, 

(o»c«) 

b,    . 

(6.C,)  (C.6,)  (6iC.)  ' 

mais  elles  expriment  que  le  déterminant  A  du  système  (8) 
rentre  dans  la  catégorie  des  déterminants  étudiés  précé- 
demment, et  nous  avons  vu  que  pour  ceux-ci 

D=  o. 
Or,  telle  est  la  condition  pour  que   les  six  sommets  soient 
sur  une  môme  conique  :  le  théorème  est  donc  démontré. 

Application  III.  —  Les  six  côtés  sont  tangents  à  une  même 
conique. 

Ce  théorème  est  encore  évident,  puisque  B  est  nul  aussi  et 

que  B  exprime  que  les  six  côtés  sont  tangents  à  une  même! 

conique.  | 

Inlejyrétation  géométrique  des  relations  (7).  1 

Le  calcul  précédent  montre  qu'assujettir  un  déterminazii 
aux  conditions  (7),  c*est  exprimer  que  deux  triangles  sonl 
autopolaires  par  rapport  à  une  même  conique. 
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Cette  dernière  remarque  est  applicable  aax  sartàces 
deuxième  degré. 


CTUDE  SUR  LES  COORDONNEES  TANGENTIELLES 

ET  LEURS   APPLICATIONS 
Par  M.  E.  #.  Bo^vel. 

[Suite;  voir  page 232.) 


Transformation  des  coordonnées  tangentielles  déduites  de  la 
propriété  fondamentale  de  la  forme  adjointe.  —  Nous  avons 
démontré,  dans  notre  travail  sur  les  formes  quadratiques»  que 
si  une  forme  f  est  transformée  par  une  certaine  substitution 
linéaire  en  une  autre  forme  /',  la  forme  F,  adjointe  de  /*,  est 
transformée  en  la  forme  F',  adjointe  de/'ypar  la  substitution 
adjointe  de  la  substitution  donnée. 

Il  résulte  immédiatement  de  ce  principe  que  la  forme  / 
élanl  transformée  en  /'  par  une  substitution  linéaire,  il  suf- 
fira de  prendre  la  substitution  adjointe  de  celle-ci  pour  avoir 
les  formules  qui  transforment  Téqualion  tangentielle  de  la 
courbe  relative  au  premier  cas,  en  l'équation  tangentielle 
de  la  courbe  pour  le  second  cas. 

a?!  =  ajiCC'i  +  «itX',  -f"  •  •  •  H"  Q'm  Xn 
CC^  —  ^ii*^^  *^  ^M,X  s  "T"  •  ;  .  "y-  (!^%n  X  n 

Or,  soit        { (i) 


la  première    substitution,    dont  le  déterminant   est   B^   la 
sabstitution  adjointe  est,  comme  on  sait,  la  suivante 
œ^  =  R'        x\  +  R'        x\  +  ...  +  K        Xn 

(au)  (*u)  \^\n) 

x^  =  K        x\  +  K      .x\+  ..    +  r;       Xn 


Xn  =    R'        ^X\   +  R'         ,X\+    ...    +  R',        .Xn 
(«ih)  (an2)  (an«  ) 
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L'équation  langentielle  d'une  conique  f{Xy  y,  is)  =  o  étant 
la  forme  adjointe  F(w,  v,  w)  de  f  égalée  à  o,  quand  /"sera 
changée  en  f,  F  se  changera  en  F'  par  la  substitution 
adjointe.  F'  égalée  à  o  étant  d'ailleurs  l'équation  langentielle 
de  la  courbe  après  substitution,  la  Bubslitulion  adjointe  donne 
donc  les  formules  de  transformation  de  F  en  F',  c'est-à-dire 
les  formules  de  transformation  des  coordonnées  tangenlielles. 

Or  on  a,  pour  la  première  substitution, 

.  sin  (6  —  oc)  ..  sîn  (Q  —  «)     ,   ^.' 


y  =  ^ 


sin  0 
,  sin  a 


sin  0 


siu  0 


,      ,  sin  a  , 

'    ^    sin  e 


Donc  U  = 


sin  (6  —  a)         sin  (0  —  a) 


sin  G 
sin   a 


sin  0 
sin  a 


sin  6  sin  0 

0  o 

et  par  suite  la  substitution  adjointe  donnera 


a 

b 

i 


u 


u 


,  sin  a 
sin  0 


—  V 


,  sin  a 
sin  G  ' 


,  sin  (0  -  a)      ,    ^ ,  sin  (G  —  a) 


W>  s= 


sin  0 
sin  (G  —  a)  sin  a 

sin*  G 


siu  G 
sin  (G  —  a)  sin  a 
sin»  0 


sin  (g  -—  Il 
sin  0 


Application  de  l équation  tangentielle  des  coniques  à  la  rechet^ 
che  des  foyers.  —  On  démontre,  dans  tous  les  cours  de  spé- 
ciales, que  les  foyers  d'une  conique  sont  des  points  tels 
que  si  l'on  mène  de  ces  points  des  tangentes  à  la  courbe, 
ces  tangentes  ont  les  directions  isotropes,  c'est-à-dire  les 
directions  asymptotiques  du  cercle. 

Gela  posé,  si  ^{u,  v)  =  o  est  l'équation  tangentielle  d'une 
conique,  c'est-à-dire  la  condition  pour  qu'une  droite 
ux  -\-  vy  -{-  i  =:^  o  soit  tangente  à  oette  conique,  on  ex- 
primera quQ  la  tangente  passe  par  un  point  («,  p)  en  écri- 
vant la  r«UUon  u«  -|-  v^  +  i  "*==  Oi  <^t  <^^ita  relation  jointe 
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à  réquaiion  taDgeniielle  f(u^  t;)  =  o  détermine  lee  ooor- 
doanéea  u  et  v  def  tangentes  qu'on  peut  mener  à  la  courbe 
par  le  point  («,  p).  L'équalion  f(u,  v)  e=z  o  étant  du  second 
degré,  il  y  aura  deux  solutions,  c'est^-dire  deux  tangentes 
issues  du  point  (a^).  Pour  que  ces  tangentes  aient  les  direc- 
tious  isotropes,  il  faut  que  u  et  v  satisfassent  à  l'équation 
u*-^  i^  ^s  o  en  coordonnées  rectangulaires,  ou  à  l'équation 
«*  +  !>■  —  2UV  cos  0  =:  o  en  coordonnées  obliques  d'angle 
1  L'expression  de  cette  condition  conduira  à  la  détermina- 
lion  du  point  (aP),  qui  dès  lors  sera  un  foyer. 

Prenons  pour  exemple  Tellipse  — j-  +  -|j-  =  i  ;  son  équa- 
tion tangentielle,  déterminée  comme  il  a  été  dit  précédem- 
ment, sera  o«w«  +  v^b*  =  i . 

On  a  d'ailleurs      wa  +  t?S  -f-  i  =  o* 

Ces  deux  équations  déterminent  les  coordonnées  des  deux 
tangentes  qu'on  peut  mener  à  Tellipse  du  point  (ap)  ;  pour 
que  ces  droites  aient  les  directions  isotropes,  c'est-à-dire 
pour  que  le  point  (oji)  soit  un  foyer,  il  faut  qu'on  ait  (les 
coordonnées  étant  rectangulaires) 

M*  -f-  v"  =  o. 

Or  on  tire  de  ces  équations  w*  =  — ; rr-  et  v*  =  . ,    ■   , . 

Supposons  a  >  6,  c'est-à-dire  que  Taxe  des  ce  ait  été 
choisi  de  telle  façon  qu'il  soit  le  plus  grand  des  deux  axes 
en  longueur,  on  aura,  en  posant  a^  —  6*  :=  c', 

V  =  + et  V  =  ±  — y —  I, 

—    c  —    c 

«l'où  la  condition  +—  -HV— i  .  —  4-  i  =o. 

c  c 

Celte  eondition  exige  que  l'on  ait  séparément  j3  î=s  o  et 
1  =  ±:  c,  formules  qui  donnent  les  coordonnées  des  deux 
seuls  foyers  réels  de  la  courbe. 

Les  directrices  correspondantes  s'obtiendront  en  prenant 
les  polaires  respectives  des  foyers;  ce  qui  donne  les  deux 

,    .,  a*  a* 

uroites  X  = et  o;  =:  —  • 

c  G 

!>«&•  la  pratique,  on  oherohe  généralement  la  condition 
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pour  qu'âne  droite  y  =  mx  -|-  ^  soit  tangente  à  la  conique 
donnée,  et  on  écrit  que  m  satisfait  à  Tune  des  relation?  i  -|-  m* 
=  o,  ou  bien  i  -^  m*  -^  2m  cos  6  =  0,  relation  qui  fournit 
deux  équations  pour  déterminer  a  etp,  en  égalant  séparémenl 
à  zéro  le  coefficient  de  la  partie  réelle  et  celui  de  la  parlie 
imaginaire. 

Si  réquation  des  coniques  considérées  contient  un  para- 
mètre yariable,  Télimination  de  ce  paramètre  entre  les  deux 
équations  ainsi  obtenues  fournira  le  lieu  décrit  par  les  foyers. 

Cette  méthode  nous  semble  la  plus  simple  de  toutes  celles 
que  Ton  donne  ordinairement  pour  la  détermination  des 
foyers,  ou  des  lieux  de  foyers,  et  surtout  quand  des  motifs 
particuliers,  tirés  de  la  nature  de  la  question,  engagent  à 
adopter  des  coordonnées  obliques.  Il  ne  sera  pas  inutile  d'en 
donner  un  exemple  : 

On  considère  toutes  les  coniques  tangentes  à  deux  droites 
données  en  des  points  donnés  AetB;  trouver  le  lieu  de  leurs  foyers. 

Si  Fon  prend  pour  axes  les  deux  droites  données,  en 
appelant  a  et  b  les  coordonnées  respectives  des  points  A  et  B, 
l'équation  générale  des  coniques  considérées  sera 

Ëcrivons  qu'une  droite  y  =  mx  -f  ^  est  tangente  à  cette 
courbe,  nous  aurons 

n*(2  -|-  Xab)  +  2n{am  —  b)  —  2amb  =  o. 
La  condition  pour  que  la  tangente  passe  par  le  point  (zS) 
est  cLp  =^  m -{-  n,  de  sorte  que  l'équation  qui  donne  les  coef- 
ficients angulaires  des  tangentes  issues  du  point  (a^)  est 
(p  —  mx)'  (2  -|-  Xa6)  +  2(p  —  ma)  {am  —  b)  —  2amb  =  o, 
c'est-à-dire 
m*[x*(2  +  Xa6)  —  2aa]  +  2m[ap  -j-  ^*  —  ab  —  «^(2  +  Xafc)] 

+  p\2  +  Xa6)  —  2bp  =  o. 
L'équation  qui  donne  les  directions  isotropes  en  coordon- 
nées obliques  est 

m"  4*  2m  cos  e  -}-  I  =  o. 
On  aura  donc 

a*(2-|-Xa6)--2aa=-^--î â"~^ ^=p*(2-f  Xa6)— 26s. 
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Entre  ces  deux  éqnations  éliminant  X,  on  aara  l'équatiou 

da  lieu  des  foyers. 

Or,  on  a 

2(aa  —  bf}  _  ap-j-boL  —  ab-^-  26j3  cos  e 

2  +  lab—      ^,_^,     —  p(pcosô  +  a) 

L'équation  du  lieu  est  donc 

2y(x + y  cos  0)(aaî  —  6y)  =(a;*  —  y*){oy  -^bx  —  a6+  2by  cos  6), 

qui  représente   une   courbe   du  troisième  degré  ayant  un 

point  double  à  l'origine  des  axes,  et  qui,  par  conséquent,  est 

facile  à  construire  par  le  procédé  y  =  tx  (c'est  une  courbe 

nnicursale).  Son  équation,  dont  la  forme  est  A^ A^A,  =  BiB,6„ 

dans  laquelle  A^,  A^,  A„  B^,  B,,  B,  sont  des  fonctions  linéaires 

des  coordonnées  x  et  i/,  met  immédiatement  en  évidence 

plusieurs  propriétés  de  la  courbe,  que  le  lecteur  trouvera 

facilement. 

(A  suivre,) 


QUESTION  257. 

Solution  par  M.  Baeon,  élève  au  Lycée  Heari  IV. 


A  partir  du  point  A  où  la  normale  en  M  rencontre  Vun  des 
axes  y  nous  menons  une  perpendiculaire  à  cette  normale  ;  cette  droite 
rencontre  le  diamètre  OM  en  un  point  D.  Nous  abaissons  de  ce 
point  D  une  perpendiculaire  sur  Vaxe  dont  nous  avons  considéré 
le  point  de  rencontre  avec  la  normale.  Cette  perpendiculaire 
rencontre  la  normale  au  centre  du  cercle  osculateur  à  la  courbe 
en  M. 

Je  prends  pour  axes  de  coordonnées  Mec  et  Mt/,  parallèles 
aux  axes  de  Tellipse.  L'équation  de  Tellipse  est 
X*         y*     ,     2X  cos  <p     ,     2y  sin  <p 

"^  +  "6^"  + â + b =  °-      ^*^ 

Nous  avons  vu  (n®  286)  que  le  centre  du  cercle  osculateur 
était  déterminé  par  l'intersection  de  la  perpendiculaire  au 
milieu  de  la  seconde  corde  commune  au  cercle  et  à  la  courbe, 
avec  la  normale  en  M. 


-  Î8«  — 

Loi  équations  de  la  normale  et  de  la  oorde  commune  sont 

a  sin  9  ^ 

y  =  -7 —  00  (il 

*^         6  cos  ?  ^ 

11,-              •  a  sin  9 

1/  -|-  20  sin  (p  cos*  <p  = 7 — ^  (x  -f-  2a  siu'ç  ces  ç)  (o.i 

Leur  point  d'intersection  aura  pour  abscisse 

___        (©•  sin*<p  4-  ft"  C08«f)  cos  <p  .. 

a 
Gela  po9é,  je  remarque  que  si  la  parallèle  menée  par  D 
à  l'aice  OB  passe  par  le  centre  du  cercle  osculateur,  Tabscisse 
du  point  D  sera  la  môme  que  celle  de  I. 
Or,  la  ligne  OM  a  pour  équation 

6  sin  9 

y    =    i-  X.  (O) 

a  cos  cp 
Le  point  A,  intersection  de  la  normale  en  M  avec  OA,  a 
pour  coordonnées  y  =  —  6  sin  <p 

6*  cos  © 

a 
La  perpendiculaire  à  MA  par  le  point  A  est 

i    u^i  t  cos  9     /  6»  cos  9  \ 

y  +  6  sin  9  =2  —  — ^ — 2-  (  x  4-  — ^  )         (6) 

^  ^  a  sin  9     \      '  a       J 

Cherchons  Tabscisse  du  point  commun  à  cette  droite  et  à  OM  ; 
ou  trouve  après  réduction 

(g'  sin*  y  4"  ^*  OQ*^*  ?)  QQ^  9 

X  —  ^"^  " 

Donc  la  parallèle  à  OB  menée  par  le  point  D  passe  par  le 
centre  du  cercle  osculateur,  et  le  détermine  par  sou  inter- 
section avec  la  normale. 


QUESTION   273 

Jiolatiou  par  H.  Dupur,  élève  du  l.^^cée  de  (vrenoble« 


8î  m  désigne  un  nombre  entier  et  positif  y  à  quelle  condition  doit- 
il  satisfaire  pour  que 

(x  •f  y)«»  —  (xœ  -f-  ym  ) 
aoU  divisible  par  x*  +  *y  +  y'' 


—  «SS- 
II s'agit  de  chercher  pour  quelle  valeur  de  m  Texpression 

{X  +  j/)">  —  (a?"»  +  y™  ) 
s'auDule  quand  on  y  remplace  x  par  sa  valeur  en  fonction 
de  y  Urée  de  Téquation 

X*  +  ^y  +  .V'  =  o- 

On  trouve     x  z=.  y  l 

en  appelant  j  et  j*  les   racines   cubiques  imaginaires   de 
l'uuilé,  on  voit  que  Ton  a 

X  =  jy,  et  0?  =  j^y. 
Portant  ces  .valeurs  dans  l'expression  proposée,  il  viendra 
0"ï  +  yy  —  C/"*  !/"*  +  y"*  )  =  o,  ou  (j  +  \)^  =jin  -^  I 

e^O*!/  -h  y)*"  —  0"*"*  y'"  +  y'"  )  =o»  ou  (/«  +  i)^=j^m^  i . 

Remplaçant  j  par  sa  valeur,  il  vient 


(T+^T=<-'-(i-¥) 


m 


+  î- 


Or  —^cos-^i    —^sm-^.; 

donc  on  a 

ces  — -  -f  i  flln  -T-  z=(—  i)m  f  cos  -^ t  sm— — j+  I . 

Si  donc  m  est  pair,  on  aura,  tout  oalculs  faitS; 

wx  ï 


siu 


.  » 


3  2î 

équation  impossible. 
Au  contraire,  pour  m  impair,  on  aura 

W|1t  I 

C0S3-  =  -. 

équation  qui  sera  sallsfaito  pour  w  =  6p  ±  i. 

En  considérant  la   seconde   équation,  on   re trouvera   la 
même  condition.  Donc,  pour  que  l'expression 

{x  +  t/)'»  —  (x^  +  y^  ) 
>oit  divisible  par  x^  +  ^2/  +  !/'>  11  f*^ut  que  m  soit  de  la 
forme  6p  4^  i . 

NoTâi-^^Ont  r^olu  la  même  question:  MM.  Ândrieu,  nu  lycée  de  Rouen; 
l«  Pontf  Qu  Ijrcée  SAlnt^Louis;  Boulogne,  «u  I^cée  de  Lille. 
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QUESTION  297 

Solution  par  M.  Baron  ,  élève  au  Lycée  Henri  IV. 


Si  a,  jB,  Y,  S  sont  racines  de  Véquaiion  du,  quatrième  degré 
f(x)  =  o,  on  peut  exprimer  la  somme 

s  =  f'(a)  +  m  +  f'(Y)  +  f '(8) 
sous  forme  (tun  produit  de  trois  facteurs. 

En  effet,  en  supposant  le  premier  coefficient' égal  h  l'unité 
on  a  /"(a)  =  (a  —  p)  (a  —  y)  (a  —  8). 

n?)  =  (?  -  a)  (p  -  y)  (?  -  S). 

m = (y  -  «)  (y  -  ?)  (y  -  8). 

/■(S)  =  (8  _  a)  (S  -  p)  (8  -  y). 
En  faisant  la  somme,  il  vient 

S  =  (a  -  p)[a«  _  (B«  -  (a  -  p)(r  +  î)] 

+  (r  -  5)[y'  -  S'  -  (t  -  ^)(*  +  P)] 

2  =  (a  -  p)«[(a  +  ?)  -  (r  +  8)]  4-  (r  -  5)*[(y  +  B)  -  (a  +  ?)] 
S  =  (a~p  +  Y-8)(a-p-Y  +  8)(a  +  ?-Y-a). 
Remarque.  —  On  peut  facilement  trouver  rexpression  de 
2  en  fonction  des  coefficients  sans  connaître  les  racines  de 
f{x)  =  o. 

En  désignant  par  Sj,  S,,   S3  les  sommes  des  puissances 
I,  2,  3  des  racines,  si 

f{x)  =  AqX^  +  A-i^'  +  A-i^*  +  -^8^  +  A-i  =  o» 
/"(o;)  =  4Aoa;'  +  BAjûc*  +  2Aîa;  +  A^s» 
on  aura  donc  les  relations  suivantes  : 

4A0S,  +  3AiSj  +  2A,Si  +  4A3  —  S  =  G, 

AqS,  +  AjS,  +  A,Si  +  3A3  =  o, 

AoS,  +  A^Si  +  2A,  =  G, 

AoSi  +  Al  =  G. 

Éliminant  S,,  S„  S,,  il  vient 

4A0      3A, 
Ao         Aj 
G         A« 
G  G  Aa         A.    I 


2A, 
A. 
A. 

A. 


4A, 
3A, 

4A, 
A. 


+  A,'S  =  0 


=  o. 
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Aj  2Aj  8A, 
Ao  Al  2A, 
o  Ao         Al 

c'estrà-dire  Ao*S  +  A^'  +  SAoA,  —  4A0A1A,  =  o 

^A^AjAf  —  oAq  A3  —  A| 


OU  Ao*2  + 


et  S  = 


A  • 


>'oTA.  -^  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Boulogne,  Quiquet,  de  Lille, 
Petit, de  Grenoble;  Séry,  lycée  Saint-Louis;  Leffuber,  à  Rennes;  Gino  Loria, 
à  Mantone. 


CHOIX  DE  QUESTIONS 

PBOPOSÉES  AUX  EXAMBNS  D'ADMISSION   A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  EN  1880 


Oéoxnétrie  analytique  à  deux  dimensions. 

Etant  donnés' une  parabole  et  un  point  A  dans  son  plan,  trouver  sur  la  courbe 
uo  point  M  tel  que  la  droite  AM  soit  normale  à  la  parabole  au  second  point  N 
où  die  la  rencontre.Discussion  des  résultats. 

—  Etant  donnée  l'équation  x^  -\-  y^  —  i  —  (2ic  +  y  —  i)*  =  o,  calculer 
les  cooitlonnées  :  i*  des  foyers  ;  2*  des  sommets  réels;  3*  des  sommets  imagi- 
mires,  de  la  courbe  qu'elle  représente. 

Equation  du  second  degré  qui  représente  le  fàisoeau  des  asymptotes. 

—  Points  remarquables  de  la  courbe  o^  +  £dî/'  -h  y*  —  a;'  =  o. 

—  Etant  donnée  la  courbe  dont  l'équation  est  y»  =  ,   calculer   les 

I  —  X 

coordonnées  du  centre  de  gravité  du  triangle  formé  par  les  trois  tangentes  issues 
d'an  point  donné  (ap). 

—  Sachant  que  pour  qu'une  forme  homogène  du  second  degré  à  trois  variables 
soit  nn  carré  parfait,  il  fout  et  il  suffit  que  les  trois  dérivées  partielles  de  cetfe 
forme  soient  des  multiples  d'un  même  polynôme  homogène  du  premier  degré, 
appliquer  cette  propriété  à  la  recherche  des  foyers  de  la  courbe 

y*  —  Sfipy-l-ic*  —  I  =0. 

—  Lieu  des  contacts  des  tangentes  menées  d'un  point  (ap)  du  plan  à  toutes 
les  hyperboles  ayant  mêmes  asymptotes. 

—  Trouver  les  tangentes  horizontales  de  la  courbe 

—  Soit  l'équation  Aa;*  -f:  3Ba;^  -f  3Cxy^  +  Da?»  +  3Ea^  +  6¥xy  +  3Gî/^ 
+  BHo;  -r  SKy  ==  o,  on  demande  le  lieu  des  milieux  des  cordes  menées  de 
Torigine  des  coordonnées  dans  la  courbe  représentée  par  cette  équation. 

—  Chercher  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  coefficients  des  équations 

Ax^  +  2Bxy  +  Gî/2  H-  I  =  o, 

et  A'  [x  —  xy  +  2B'  (X-  X)  1/  +  cy  +  I  =  o, 

çoor  que  l'axe  des  x  soit  une  sécante  commune  aux  deux  coniques  qu'elles  re- 
présentent. —  Quelles  applications  immédiates  peut-on  faire  du  résultat  trouvé? 
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—  Soient  f[Xyy)  =  o  et h  -r i  =  o  les  équations  d'une  courbe  quel- 
conque et  d'une  droite;  trouver  l'équation  de  la  courbe  symétrique  de  la 
courbe  donnée  pir  rapport  à  la  droite  donnée. 

—  On  demande  de  former  l'équation  générale  des  courbes  du  quatrième  degré 
ayant  deux  branches  passant  à  l'origine  des  aies.  —  Cela  posé,  trouver  les 
contacts  des  tangentes  menées  de  l'origine  à  la  courbe  complète,  et  former 
l'équation  du  faisceau  de  ces  tangentes. 

—  Becberebe  des  séeanteii  communM  aux  deux  eoniquas 

a;^  -h  a?y  —  flj  —  I  =  o    et     2»^  -f  t/»  —  20)  -f-  |/  —  i  «=  o. 

—  Jtechercher,  par  le  calcul  et  par  le  raisonnement  direct,  si  deux  coniques 
Ijeuvent  être  bitangentcs  en  des  points  imaginaires. 

—  Construire  la  courbe  ayant  pour  équation  y  =  x  — — . 

—  On  mi^ne  à  la  courbe  y  =  .t'  une  tangente  qui  rencontre  la  courbe  ou  un 
second  point  R  autre  que  le  contact  A.  On  demande  le  lieu  des  milieux  de> 
segments  AR  compris  sur  chaque  tangente  entre  ces  deux  points. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


Mathématiques  élémentaires. 

346.  —  Sur  une  droite,  à  partir  d'un  point  A,  on  porto  des 
longueurs  égales  AB|BC,(JD...  à  la  suite  les  unes  des  autres  ; 
au  point  Â  on  élève  une  perpendiculaire  AX,  et  Ton  joint  X 
aux  diyars  points  de  division.  Trouver  une  relation  entre  les 
angles  sous  lesquels  on  voit  du  point  X  les  divers  segments 
AB,  BC,  CD,  etc. 

347.  —  Dans  un  parallélogramme,  on  donne  la  somme 
des  côtés  et  des  diagonales  2a,  un  angle  ^,  et  l'angle  des 
diagonales  d».  Trouver  les  côtés  et  lee  diagonales* 

348.  —  Trois  circonférences  passent  en  un  point  H^  et 
se  coupent  en  trois  autres  points  situés  sur  une  droite  jcy. 
Si  par  un  point  quelconque  de  xt/,  on  mène  des  tangentes 
aux  trois  eirconférences,  les  trois  points  do  contact  ainsi 
obtenus  et  le  point  H  sont  sur  une  même  circonférence. 

349.  —  Dans  tout  quadrilatère,  les  diagonales  coupent 
les  côtés  du  parallélogramme  maximum  inscrit  aux  som- 
mets d'un  deuxième  quadrilatère,   inscrit  dans  le  parallé* 
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logramme  semblable  au  quadrilatëre  donné,  et  égal  au  quart 
de  ce  premier  quadrilatëre. 

350.  —  Les  centres  de  gravité  des  quatre  triangles  dans 
lesquels  tout  quadrilatëre  est  divisé  par  ses  deux  diagonales 
sont  les  sommets  d'un  second  quadrilatëre  semblable  au 
parallélogramme    maximum    inscrit  dans    le    quadrilatëre 

2 

proposé,  et  équivalent  aux —  de  ce  quadrilatëre. 

351.  —  On  donne  un  cercle  0,  deux  diamètres  rectangu- 
laires ÂÀ',  BB';  trouver  sur  OB  un  point  G  tel  qu'en  joignant 
AC  et  en  menant  DCD'  parallèle  à  AA'  le  prolongement  de 
AC  partage  l'arc  BD'  en  deux  parties  égales. 

352.  — Constraire  géométriquement  un  triangle,  connais- 
sant un  côté,  Tangle  opposé  et  la  bissectrice  de  cet  angle 
ou  de  son  supplément. 

353.  —  Sar  la  circonférence  d'un  demi  ^cercle  de  diamètre 
AB,  on  donne  un  point  P.  On  demande  de  mener  par  ce 
point  une  droite  PX  rencontrant  le  diamètre  en  X  de  telle 
manière  que,  si  Ton  élève  par  le  point  X  l'ordonnée  XY  du 
cercle  perpendiculaire  au  diamètre  AB,  on  ait 

PX*  —  XY«  =  à\  (Lieber.) 

354.  —  Mener  par  un  point  P,  pvis  dans  l'inlérieur  d'un 
cercle,  une  corde  qui  soit  divisée  en  moyenne  et  extrême 
raison  par  le  point  P.  (Ueber,) 

Mathématiques  spéciales. 

53  .  —  Trouver  la  relation  qui  doit  exister  entre  les 
coefficients  de  l'équation 

x«  +  Pœ*  +  Qx*  -f  Rcc»  -f  Scc«  +  Tcc  +  U  =r  o 
pour  que   la   somme   de   trois  des  racines   soit  égale  à  la 
somme  des  trois  autres. 

356.  —  Étant  donnée  une  conique^  on  considère  les  cercles 
qui  sont  tangents  à  cette  conique  et  tels  que  les  tangentes 
communes  à  la  conique  et  au  cercle  soient  parallèles.  Trouver 
le  lieu  des  centres  de  tous  ces  cercles. 
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357.  —  Ëlant  donnée  une  conique  tangente  en  deux  points 
fixes  À  et  B  aux  deux  côtés  d'un  angle  fixe,  on  mène  à  celle 
conique  une  troisième  tangente  variable  terminée  en  G  et  D 
aux  côtés  de  l'angle  donné;  par  les  points  G  et  D,  on  mène 
des  parallèles  aux  deux  côtés  de  l'angle:  on  demande  le  lieu 
des  points  d'intersection  de  ces  parallèles  quand  la  troisième 
tangente  prend  toutes  les  positions  possibles.  (On  pourra 
employer  les  coordonnées  triUnéaires  pour  résoudre  ce  problème,) 

358.  —  On  demande  si  la  série 

'  +  ^T"  "'~2'«  +  p'^3'»H-p'^**'"^  (n— i)m+p'  *  ' 
est  convergente. 
On  pourra  appliquer  le  théorème  qui  permetde  considérer  le 


rapport  ~=r"^ comme  caractère  de  convergence. 

350.  —  Trouver  la  condition  pour  que  les  polynômes 

cx^  -|-  ^^*  +  ^ 
aient  un  facteur  commun  du  second  degré. 

360.  —  Le  quotient  de  (2m  —  i)!  par  (w)!  (m  —  i)!  est 
toujours  un  nombre  pair,  excepté  quand  m  est  une  puis- 
sance de  2;  l'exposant  de  la  puissance  de  2  qui  entre  en 
facteur  dans  le  quotient  est  (g  —  p  —  i),  g  étant  la  somme 
des  chiffres  de  2m  —  i  écrits  dans  le  système  binaire  et 
p  l'exposant  de  la  plus  haute  puissance  de  2  qui  entre  en 
facteur  dans  m.  (Wolstenholme.) 


Le  Rédacteur-Gérant, 
J.  KŒHLER. 
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ECOLE  SPECIALE   MILITAIRE  1881 


Composition  de   Mathématiques   [trois   heures). 

On  donne  un  cône  de  révolution  dont  la  génératrice  SA  fait 
avec  Vaxe  SZ  un  angle  p,  et  une  ellipse  dont  les  demi-axes 
sont  a  et  b. 

1^  Démontrer  que  r ellipse  peut  toujours  être  obtenue  en  coupant 
le  cône  par  un  plan  convenablement  déterminé. 

i°  Si  AB  est  la  trace  du  plan  sécant  sur  le  plan  méridien  ASB 
qui  lui  est  perpendiculaire,  démontrer  la  relation 

SA      -  ^* 


SB  = 


sin*  ^ 


3*  Calculer  en  fonction  des  données  a,  b,  p,  par  des  formules 
logarithmiques,  Vangle  SAB,  la  portion  SA  de  la  génératrice^ 
cinsi  que  l'aire  du  triangle  SAB. 

On  appliquera  ces  formules  aux  nombres  suivants  : 
a  =  43^,906,  b  =  25",4346,  p  =  S*»  12  '8^48. 

1®  Supposons  que  le  plan  sécant  soit  déterminé  d'après  les 
conditions  de  l'énoncé  ;  soit  AB  sa 
trace  sur  le  plan  méridien  qui  lui  est 
perpendiculaire.  Si  Ton  mène  BC  per- 
pendiculaire à  SZ,  on  sait  que  la  lon- 
gueur AC  est  égale  à  la  distance  focale 
2c  ;  da ns  le  l  riangle  ABC  on  connai  t  donc 
AB = 2a,  AC  =  2C,  Fangle  C  =  90°  —  p. 
Oq  peut  donc  construire  ce  triangle; 
la  construction  est  toujours  possible 
d'une      seule     manière»    parce     que 

AB  >  AC. 

La  perpendiculaire  DS  élevée  sur  le  côté  AB  en  son  milieu 
détermine  la  position  du  point  S,  et  par  suite  le  triangle  SAB. 
Ce  triangle  détermine  la  position  du  plan  sécant. 

*»  Le  triangle  ABC  donne  la  relation 


AB«  =  AC*  +  4BD«  —  4BD.AC  sin  p 


JDDUIAL  DB  MATH.  188i. 
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ou  bien         a«  =  C  +  BD*  -  2BD  .  c  sin  5  : 
d'oh  l'on  tire    BD  =  c  sin  p  +  V  6'  +  C  sia«  h 
en  prenant  le  radical  avec  le  signe  +,  car  le  signe  -  don- 
nerait pour  BD  une  valeur  négative  qui  ne  convient  pas  a 
la  question. 

On  a  ensuite  __ 

_      BD      ^    y  b'  +  c'  sin'  p      ■  ^ 

^®  ■"     sin  p     ~  sin  p 

/b»  +  c'  sin«  (i 
et  SA  =  SB  -  2C  =  — -T— ^ '^• 


sin  ^ 


6 


6» -l-c»sin^_ 

Donc      SA  .SB  — ^ï^^Tô  ~  sin'  p  ' 

3»  Le  triangle  ABC  donne 


cos  p           sin  B 
c  cos  (5 
d'où  sin  B  = . 

b 
En  posant  —  =  cos  <sf, 

011  a  c  =  Va'  —  6'    =  a  sin  <p 

et  par  suite  sin  B  =  sin  tp  cos  fs. 

L'angle  SAB  est  égal  h  B  +  C  ou  à  90»  -  p  -|-  B,  exprès^ 
sion  dans  laquelle  il  faut  prendre  pour  B  l'angle  aigu  cor- 
respondant à  la  valeur  de  sin  B. 

La  valeur  de  SA  trouvée  plus  haut  peut  s'écrire 


=  '^[/'  +  7r7fcj->] 


SA- 

h  cot  9 

cm,  en  posant     tg  «V  =   ç  g,^  g    ="  "ihTt" 

'  (i  —  cos  -j^) 

SA  =  c  [y  I  -f  tg'  ^   —  tj  =  c -^^ 

2C  sin*  —  2a  sin  cp  sin*  -^ 


cos  ^  cos   i}/ 

Enfin  la  surface  du  triangle  SAB  a  pour  expression 
I  6'  sin  23         10      1  r 

S=  |SA.  SB  sin  ^^  =     ,  ,^.  g  =  «»*  «'«^  ^'- 


—  «91  -^ 

APPLICATION  NUMÉRIQUX 

Calcul  de  Vangle  9.  cos  m  =  ~=ii!!Ëll 

a      43,906 
log  25,4346  =  1,425  4249 
colog  43,906  =  ;,357  4761 
log  cos  (p  =  7,762  9010 
(p  =  54035'56',o8. 
Calcul  des  angles  B  et  SâB. 

8inB=  siiKp.cosp.  log  sin  9  =  1,911  2198.2 

log  cos  5«i3'8',48  =  r.998  2072.9 

log  sin  B  =  7,909  4271 . 1 

B  =    54016'  5%33 

90°  —  p  ==     84047^5 1%52 

SAB  =  B  +  90^  —  ^  «  i39*  3'56%85. 
Calcul  de  l'angle^. 

isid,  =    ^^^y  ^  cot54<>35'56>8 
^*         sinp  sin    3<'l2'8^48 

log  cot  54»35'56>8  =  7,85 1  68 11. 8 
colog  sin  5^i2'8',48  =  1,042  5195.6 

logtg^  ==  0,894  2007.4 
^=  82043'45^l3 

—  +  =  4i02i'52^57. 
Calcul  de  SA. 

la  sin  ®  sin"— 

SA  =  i 

cos  ^ 
^   2.43,906.  sin  54^35^56^o8sin'4I02l'52^57 

cos  82^43  45',  1 3 
log  2  ==  o.3oio3 
log  a  =  1,6425239 
log  sin  <p  =  7,9112198.2 

2  log  sin  ~=  7,6402035.4 

il 

colog  cos  ^  s=  0,8977068.5 

log  SA  =  2,3926841;!       SA  =:  246,9927* 
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Calcul  dt  la  surface  du  tnangle  SAB. 

S  =  6»  cot  p  =  (25,4346)*  cot  5«i2'8',48 
2  log  b  =  2,8108498 
log  col  p  =  1,0407268,5 
log  S  =  3,8515766.5 
S  =  7105.2057 

Deuxième    Question.    —  Résoudre     Véquation   V^  mx  -f  » 

-|-Y^  X  +  b=c,  te«  lettres  a,  b,  c,  m  désignant  des  nombres 
donnés  dont  le  dei^nier  est  supérieur  ou  au  moins  égal  à  i. 
Cû.idîlion  de  réalité  des  racines.  Limites  de  c. 

En  faisant  disparaître  successivement  les  deux  radicaux 
d'après  la  méthode  connue,  on  obtient  Téquation  du  second 
degré 
ir*(m —  I  )'-|-  2x\{m —  i  )(a— fr— <î*) — 2C*]-f-(«^ — b — c*)* — 4&C* =0 

La  condition    de  réalité  des  racines  est 
[{m—  i)(a— 6— c')— 2C*p+46c*(w~i  )•— (»»— i)*(a— 6— c*)*>o 
ou,  après  réduction  et  division  par  4c*,  facteur  positif  : 
c*  —  (m  —  i)  (a  —  6  —  c*)  -f-  b{m  —  i)?  >  o 

me*  -{•  {m  —  1)  (mb  —  a)  >  o 

On  voit  que  si  m6  —  a  est  positif,  les  racines  seront  tou- 
jours réelles;  si  mi  —  a  est  négatif,  c  devra  être  plusgraad 

I    l/(a— m6)(m — i)        ,          .,.            }f (a'-mb){m — i) 
que  -f-  y  ^- ^i iou  plus  petit  que —  y  ^ i-i -. 

'm  ^  m 

Il  est  essentiel  d'observer  qu'une  seule  des  valeurs  de  a;  peut 
satisfaire  à  Téquation  donnée,  si  les  radicaux  n'y  sont  pas 
affectés  du  double  signe. 


EPURE 


On  donne  un  plan  PaP',  incliné  de  40  degrés  sur  te  plan 
horizontal  et  dont  la  trace  horizontale  fait  avec  la  ligne  de 
terre  un  angle  de  36  degi*és.  Un  cercle  situé  sur  ce  plan^  dans 
le  premier  dièdre^  est  tangent  aux  deux  traces  aP  et  aP'  et  a 
pour  diamètre  54  millimètres;  ce  cercle  est  la  base  d*un  cône 
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droiij  situé  au-dessus  du  plan  PaF  et  dont  la  hauteur  égale 
i08  millimèires.  On  demande  : 

f*  De  conUi'uh'e  les  projections  de  ce  cône  ; 

f^  De  trouver  les  points  de  rencontre  de  ce  cône  avec  laparallèle 
à  la  ligne  de  teiTe  menée  par  le  milieu  de  la  hauteur; 

3^  De  mener  le  plan  tangent  au  cône  par  le  point  de  rencontre 
nitué  à  droite. 

Pour  couslruire  l'épure,  je  vais  dclerminer  les  diverses 
parties  du  problëme  sans  me  servir  des  projections  du  cône. 

D'abord,  je  déterminerai  facilement  la  trace  horizontale 
et  la  trace  verticale  du  plan,  ainsi  que  le  rabattement  de 
la  trace  verticale  de  ce  plan.  Il  suffit  pour  cela  de  mener 
a?  faisant  avec  la  ligne  de  terre  l'angle  de  36®;  ensuite, 
je  mènerai  yS  perpendiculaire  à  aP,  8e,  parallèle  à  aP,  jus- 
qu'à la  rencontre  avec  ye,  faisant  avec  yS  un  angle  de  40®;  8e, 
est  égal  à  la  cote  d'un  point  de  la  trace  verticale  aP',  et  si, 
sur  le  prolongement  de  8y  je  prends  ye^  égal  à  ye,,  le  point 
£i  sera  un  point  du  rabattement  de  la  trace  verticale. 

D'après  cela,  j'aurai  facilement  sur  le  plan  rabattu  le 
cercle  de  base,  puisque  je  connais  son  rayon,  et  que  je  sais 
qu'il  est  tangent  aux  deux  traces  aP  et  aP^'.  Le  centre  de  ce 
cercle  se  trouve  sur  la  bissectrice  de  l'angle  des  deux  traces, 
et  aussi  sur  une  parallèle  à  la  ligne  aP,  distante  de  cette 
droite  de  27  millimètres.  J'aurai  donc  facilement  ce  centre 
rabattu  en  Oi,  et  par  suite  ses  deux  projections  seront  en 
0  et  0. 

Pour  avoir  le  sommet,  je  remarque  que  le  plan  projetant 
horizontalement  la  hauteur  coupe  le  plan  PaP'  suivant  une 
ligne  de  plus  grande  pente  ;  si  je  rabats  ce  plan  projetant, 
la  ligne  de  plus  grande  pente  se  rabat  suivant  a>0,  et  la 
hauteur  suivant  0,S„  perpendiculairement  à  la  droite  pré- 
cédente; je  prends  0,S,  =  108  millimètres,  et  en  menant  du 
point  S,  une  perpendiculaire  à  o<û,  j'ai  en  s  la  projection 
horizontale  du  sommet;  il  est  donc  facile  d'obtenir  la  pro- 
jection verticale  de  ce  sommet,  puisque  je  connais  la  pro- 
jection verticale  de  la  hauteur;  j'aurai  aussi  facilement  le 
point  (m,  m')  milieu  delà  hauteur,  et  par  suite  les  projections 
de  la  droite  parallèle  à  la  ligne  de  terre. 
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L'intersection  de  cette  droite  avec  le  cône  s'obtiendra 
avec  la  plus  grande  facililé.  En  effet  le  plan  déterminé  par 
celle  droite  et  le  sommet  est  un  plan  méridien  de  la  sur- 
face. J*oblien  !rai  facilement  la  trace  horizontale  de  ce  plan 
en  cherchant  la  trace  horizontale  (a,  a)  de  la  hauteur  et 
menant  par  ce  point  une  parallèle  à  la  ligne  de  terre.  Soit 
C  le  point  oîi  cette  droite  rencontre  la  trace  horizontale 
du  plan; je  mène  00^,  j'ai  le  rabattement  de  Tinterseclion 
du  plan  de  base  avec  le  plan  méridien  considéré  ;  par  suite 
j'aurai  facilement  les  projections  de  l'intersection  de  la  base 
du  cOne  et  de  ce  plan  méridien;  en  joignant  ces  points  au 
sommets,  j'aurai  les  projections  des  génératrices  qui  passent 
par  les  points  de  rencontre  de  la  droite  et  du  cône.  J'aurai 
donc  en  n  et  r  les  projections  horizontales  de  ces  points. 

Pour  la  troisième  partie,  je  mène  au  point  Ej  la  tangente 
au  cercle  de  base;  elle  rencontre  en  t  la  trace  horizontale 
du  plan;  du  reste  la  trace  horizontale  de  la  génératrice 
passant  en  r  est  A;  donc  th  est  la  trace  horizontale  du  plan 
cherché.  Il  est  facile  d'avoir  la  trace  verticale  que  je  n'ai 
pas  menée  dans  la  figure. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  construire  les  projections  horizontales 
et  verticales  de  la  base  du  cône,  et  à  mener  par  les  points 
«et s  des  tangentes  respectivement  à  ces  courbes  pour  ter- 
miner l'épure. 

ÉCOLE  NAVALE 


CONCOURS  DE   1881 

Oéométrie. 

Démontrer  que  deux  pyramides  de  même  hauteur  et  de  bases  équivalentes 
sont  équiralentes. 

^  Duas  un  triangle  ABC,  on  donne  h  et  a.  Une  transversale  rencontre  AB  au 
P«»ûl  D,  AC  au  point  E,  BCau  point  F.  On  donne  AE  =  p  ;  FB  =  m.  Démon- 
***'  que  si  Toa  appelle  S  la  surface  de  ADE,  S  la  surface  de  ABC,  on  a 

m     b 
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statique. 

Un  triangle  ABC  a  l'un  de  ses  sommets,  A,  qui  est  fixe.  Déterminer  la  force 
à  appliquer  au  point  B  pour  que  le  côté  BC  soit  horizontal. 

^  On  donne  un  triangle  quelconque  ;  on  demande  quel  est  le  cercle  qu'il 
faut  enlever  autour  du  centre  du  cercle  circonscrit  pour  que  le  centre  de  gra- 
yité  de  la  partie  restante  soit  au  i)oint  de  concours  des  hauteurs. 

Arithmétlcnie. 

5  I 

Extraire  la  racine  carrée  de  aS  +  &  — près.  Raisonnement. 

II  7 

Algèbre. 

On  coupe  un  cône  par  un  plan  parallèle  à  la  base  et  on  considère  le  cylindre 
droit  ayant  même  base  que  le  cône,  et  sa  base  supérieure  sur  le  plan  sécant. 
Ëtudier  la  variation  de  la  somme  de  la  surface  latérale  du  cylindre  et  de  la 
surface  lotérale  du  cône  supérieur. 

Txigonométrie. 

Résoudre  un  triangle  connaissant  les  trois  côtés. 

Oéométxie  descriptive. 

On  donne  un  plan  formant  un  angle  de  39*  avec  le  plan  horizontal  et  doot 
la  trace  horizontale  fait  un  angle  de  53*  avec  la  ligne  déterre.  Trouver  les 
projections  d'une  pyramide  régulière  dont  la  base  est  un  hexagone  régulier 
ayant  son  centre  et  le  milieu  d*un  des  côtés  sur  la  trace  du  plan.  Cet  hexagone 
est  situé  dans  le  plan  ;  la  hauteur  de  la  pyramide  est  1 5  centimètres,  le  côté 
de  l'hexagone  a  3  centimètres,  et  le  sommet  de  la  pyramide  est  dans  le  second 
dièdre.  On  cherchera  la  projection  de  ki  section  par  le  plan  bissecteur  da 
premier  dièdre. 


SUR  DEUX  PROBLEMES  D'ARITHMÉTIQUE  ; 

Par  E.  Catalan  [*). 


I.  Premier  problème.  —  De  i  an  (inclusivement),  combien 
y  a-i-il  de  nombres  non  divisibles  par  des  nomln'es  pi^emiers 
donnés,  a,  b,  c,  . . .  k,  1? 

Ce  problème  est  loin  d'être  nouveau.  On  en  trouve  une 

(*)  Cette  Note  a  pour  origine  un  travail  de  M.  Minine  [Journal  d$  Malhéma- 
liqties,  t.  Y,  p.  58).  Touchant  ce  travail,  je  ferai  une  seule  remarque  :  les 
énoncés  adoptés  par  l'auteur  peuvent  être  remplacés  par  ceux-ci  : 

De  i  à  p  (inclusivement;,  combien  y  a^l-il  de  nombres  non  dUHsibies  par 
des  nombres  premiers^  donnés  ? 

Quelle  est  la  somme  des  nombres  compris  entre  1  et  p  (inclusivement),  et 
non  dHHsibks  par  des  nombres  premiers^  donnés  ? 
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solulioQ  dons  mes  Mélanges  mathématiques  (p.  133)«  calquée 
sur  celle  d*un  problème  plas  simple  (N.  Â.  1842»  p.  466). 

En  appelant  /'(n)  le  nombre  cherché,  et  en  désignant  par 

'  A  \      .  A 

-~j  (*)  le   plus  grand   enlier  contenu  dans  -^,  on  a 

n.  Exemple.  —  Soient  :n  =  6o,  a  =  5,  6  =  7,  c  =  i3. 
La  formule  donne 

f{6o)  =  60-  —  (12  +  8  +  4)  +  i  =37. 

En  effet,  de  i  h  60,  il  y  a  37  nombres  premiers  avec  5, 
7  et  1 3  ;  savoir  : 

I,  2,  3,  4,  6,  8,  9,  II,  12,  16,  17,  18,  19,  22,  23,  24, 
27,  29,  3i,  32,  33,  34,  36,  37,  38,  41,  43,  44,  46,  47, 
48,  5r,  53,  54,  56,  58,  59. 

III.  Remarque,  —  L'inspection  de  la  formule  (Â)  suggbre 
une  autre  solution,  basée  sur  un  raisonnement  bien 
connu  (*♦). 

Le  nombre  cherché  serait 

»-œ-(T)-(T)-="-2C-> 

si  chaque  multiple  de  a  n'avait  été  supprimé  qu'une  fois  ; 
si  chaque  multiple  de  b  n'avait  été  supprimé  qu'une  fois; 
etc.  Mais,  parmi  les  multiples  de  a,  il  en  est  qui  sont  mul- 
tiples de  b,  c'est-à-dire  multiples  de  ab.  Ces  derniers  mul- 
tiples (aussi  bien  que  les  multiples  de  ac^  de  6c,...)  ont 
donc  été  supprimés  à  tort  :  en  les  rétablissant,  on  trouve, 
au  lieu  de  l'expression  précédente, 

"  -  2(t) + li-w)- 

Cette  application  singulière  de  la  méthode  des  approxima- 
li(ms  successives  donne,  finalement,  la  formule  (A)  (***). 

;*)  ÂÎQsi  qae  je  Toi  déjà  fuit  observer,  le  symbole  ('^)  équivaut  h  celui-ci: 

M— j,  adopté  par  Legendre. 

.**)  Lâplace  en  a  fait  usage,  dans  la  Théorie  des  probabilités. 
('**)  Afin  d'abréger,  je  ne  fais  qu'indiquer  la  marche'à'sulvre« 


—  298  — 

IV.  Cas  particulier .  —  Si  a,6,c,...  sont  les  facteurs  premiers 
den  (inégaux), /(in)  devient  la  fonction  numérique  <p(n)  ('^i; 

fin)  =  n  -  ^^  +  ^-^  _  2-^  +  .  .  ; 

ou         ,(„)    =    „(,_^)(._^)(,    __L)...;       (B, 

ce  qui  est  la  formule  connue  {■^*). 

V.  Second  problème.  —  Quel  est  la  sommet  S(n),  des  nombres 
considérés  dans  le  premier  problème? 

i°  La  somme  des  nombres  i,  2,  3,  . . .,  n  est — n  (n-f  O* 

2 

2®  La  somme  des  multiples  de  a  égale 

i(v)[(T)+-]»- 

3°  La  somme  des  multiples  de  ab  est 

i  (■^)  [(^) + ■]  «'•  -• 

En  répétant,  mot  h  mot,  le  raisonnement  indiqué  ci-dessus 
(III),  on  trouve 

»s(»)="(»  +  .)-Z«(f)[(T)+'] 

+  Z-'  i-w)  K-^)  +■]-■••  '^' 

VI.  Eoœmple.  —  Soient  encore  :  n  =  60,  a  =  3,  6  =  7, 
c  =  i3.  Nous  aurons 

2S  (60)  =60.  61  —  5.    12.  i3  —  7.8.9—13.4.5 

+  35.1.2=3  660  —  780  —  504  —  260  +  70, 
ou  S(6o)  =  iog3  ; 

comme  on   peut  le  vérifier   sur  les  nombres  donnés  pl\)s 
haut. 

VII.  Cas  particulier.  —  Lorsque  a,  6,  c,  . . .  sont  les  fac- 
teurs premiers  de  n,  le  second  membre  de  (G)  se  réduit  à 

(*)  De  Gauss.  si  mes  souvenirs  sont  fidèles, 
donc 
(••)  N.  A.  (1841,  p.  46). 
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•|«+.-Z[x+']+2[-^+'] 

-2[^ +■]+•••;' 

La  guantilé  entre  accolades  peut  être  écrite  ainsi  : 

=i'-ir){'—T){'—T)'- 

+  (i-i)(i  —  i)(.  -  0  ... 

=  ?(")• 

Donc,  a  désignant  la  somme  cherchée, 

9  =  ^  n<p(n), 

OU  (T  =  —  <p(n"), 

conformément  à  un  théorème  connu  (*). 


QUESTIONS  D'EXAMENS 


9 

Etablir  par  la  géométrie  la  surface  du  quadrilatère  inscrit  en 
fonction  des  quatre  côtés. 

Je  mène  la  diagonale  BD  ;  j'ai,  en  appelant  S  la  surface 
lu  quadrilatère  S  = 1 . 

2  '  2 

Les  triangles  semblables  BFC,  ADE  me  donnent 

A  —  A. 
K    ~    d' 

ou  je  tire  h  =  — r— . 


'}  Ce  théorème,  que  Ton  peut  démontrer  en  trois  tignes,  est  dû,  je  pense,  à 
^H.  Postula.  (N.  C.  M.,  t.  ÏV,  pp,  207  et 
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Donc  S  =  h(^   ^^     ) 

D'autre  part,  en  cherchant,  par  les  deux  triangles  BAD, 

BCD,  la  valeur  de  la  diagonale,  j'ai 

œ»  =  6»  4-  c«  —  2C  .  FC  =  o»  +  d»  +  2a  .  DE. 

FG  6 

Comme  j'ai  aussi  la  projection  -^g-  =  -^,  d'oU  je  Ure 

FC  .  d 
DE  =  r , 

0 

j'obtiens  FC  =  ■ ^(cb  +  ad)         ' 

et  par  suite  .  .        .... 

'•*==** 4(c6  +  <^)*  ' 

Donc  .        j. , 

Alcb  +  ad)*  —  {b*  4-  çt  —  o«  —  d»)' 

^    —  i6 

On  a,  par  une  transformation  simple, 

(b+c+d^a)(c+d+a^b){d-\-a+b^c){a+b+c-d). 

^*—  i6 

En  posant^  comme  à  Tordinaire 

on  trouve 

S«  =  (p  —  o)(p  —  6)(p  —  c){p  —  d). 


Par  un  point  k  pris  dans  le  plan  d'un  cercle,  on  mène  tini 
sécante  AMN,   et  on  joint  h  centre  aux  trois  points  k,lA.^ 

Démontrer  que  Von  a 

AOM  AON 

tg  _—  .  Ig  — ^—  =  const. 

Je  joins  le  point  M  et  le  point  N  au  point  B,  exiréniil 
du  diamètre  qui  passe  par  le  point  A.  J'ai 

MOA 
MBA  =  - 


NBA  = 


2 

NOA 
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• 

Il  faut  donc  démontrer  que  j*ai 

Ig  MBA  .  tg  NBA  =  const. 
Pour  cela,  je  joins  les  points  M  et  N  à  Tautre  extrémité 
C  du  diamètre  AOB.  J'ai 

Donc  tg  MBA  .  Ig  NBA  =    ^g  '  ^  . 

D'autre  part,   les  deux  triangles  MBN,  MCN  ayant  un 

,    ,     ,  MCN  MG  .  NC 

angle  égal,  on  a    -^^  =  -^^—^ 

MCN  CQ  AC 

''  ''"^"  -MET  =  -bT  =  ^F- 

AC 
Doue  tg  MBA  .  Ig  NBA  =  -^. 

Atj 


La  différence  entre  un  arc  du  premier  quadrant  et  son  sinus 
Cit  moindre  que  le  double  da  carré  de  Parc  divisé  par  le  rapport 
de  la  circonférence  au  diamètrey  en  supposant  le  rayon  égal  à 
Cunité. 

On  a  2a  <,  T. 

TZ 

el  aussi  a  <  tg  a  — —  a  <  colg  a. 

On  en  déduit,  en  multipliant  les  deux  membres  de  la 
première  inégalité  par  cos*  a,  el  les  deux  membres  de  la 
seconde  par  sin*  a, 

a  cos*  a  <  sin  a  ces  a 

(-—'  —  (^  )  sin*  a  >  sin  a  cos  a; 
d'oîi  Ton  tire  a  sin*  a  >  a  —  sin  a  cos  a 


(— a  j  sin"  a  <  sin  a  cos  a  ; 


d'oii 


ou 


TZ 
o 

—  a 

< 

< 

sin  a  cos  a 

• 

a 

TZ 

2a 

a  —  sin  a  cos  a 

a 
a  —  sin  a  cos  a 
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On  en  lire     a  sin  a  cos  a  < 


et,  a  fortiori,       a  —  sin  o  < 


2a* 

•• 


k  etB  sont  deux  nombres  entiers  et  positifs,  ayant  plus  de  la 
moitié  des  chiffres  de  gauche  communs,  et  om  a  A  >  B.  Démontrer 

V, —        P/ —  I 

que  Von  a  toujours     y  A —  \B     <  — - 
p  étant  entier  et  positif. 

On  a  identiquement 

xP  —  yP  ,  ,  , 

— ^  =  xP-^  +  yxP-^^  ...  +  t/P  -  ^ 

X       y 

ou,  puisque  x  >  y. 


^'  —  y^  *^    ^       ..n^^ 


>  p  '  yp 


X  —  y 
Posons  xP  =z  A;      j/P  =  B, 

il  vient  Ç/r-  Ç/F<  —  .  -Azil 


ou 


Soit  k  le  nombre  des  chiffres  de  A  —  B;  B  a  au  moins 

2^-1"  ^  chiffres; 

donc  on  a  A  —  B  <  lo'^  ;  B  >   102*. 

^                         (A  —  B)P  io*P 

Donc  -^^ —  < 


ou 


Bp  -  1  io2*i»-«* 

(A  —  B)P  I 


Bp  -  1  io(P  —  «)^'  * 

Gomme  on  a  certainement 

p  2:  2, 
on  voit  que  cette  expression  est  inférieure  à  i;  donc 
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Dans  un  triangle  on  appelle  p  le  demi-périmètre,  S  la  surface, 

V  le  rayon  du  cercle  inscrit.  A,  B,  G  les  angles.  Démontrer  que 

les  racines  de  Véquation 

/       A     .         B    .         G  \        .  S" 

^'-V\l9  — +'ff— +  'ff— )^'  +  P*x--7-  =  o 

sont  les  rayons  des  cercles  ex-inscrits  au  triangle. 
On  a  p  Ig  —  =  ra] 

il 

Donc  déjà  la  somme  des  racines  peut  être  considérée  comme 
la  somme  des  rayons  des  cercles  ex-inscrits. 

On  a  aussi 

/^     A,    B   ,  .    B       G   ,        G       A\ 

''aï*6 +r6  rc  +  rc /'a  =p*(^tg-lg  —  4-tg- Ig^+tg— Ig-^j 

ou,  d'après  une  relation  connue  entre  les  demi-angles  d'un 
triangle,  Ta  n  +  ^a  ^c  +  n  n  =  p*. 

S* 
Enfin  on  a  r^  rt  rc  =  pS  =  . 

^  r 

On  voit  donc  bien  que  ro ,  r6  ,  rc  sont  les  racines  de  l'é- 
quation proposée. 


Etant  donnés  deux  nombres  entiers  a  et  L,  premiers  entre 
f'.i-r,  on  peut  toujours  trouver  deux  autres  nombres  entiers  x 
e/  y,  tels  que  l'on  ait  Vidaxlité 

ax  —  by  =  I . 

Soient  a  et  6  les  deux  nombres  entiers  donnés,  que  nous 
sîipposons  premiers  entre  eux;  effectuons  les  opérations  de 
la  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur;  le  dernier 
reste  sera  Tunité,  et  nous  aurons 

a  =  6</i  +  Ri 

h  =  R,?,  +  R, 

Ri  =  Ra93  +  Rs 


Rn— 3  =^   Rm  — 2^»—  1   -f-   Rn  — i 

R/i  — 2  ^=^  Rw—  I  9»  ~r  ^ 
•-eux  restes  consécutifs  quelconques  satisfont  à  la  condition 
énoncée;  car  on  a  d'abord 

Rn  — 2  "~"  Rn  — i  ^n  =  I. 


—  304  — 

Élimiiions  Rn^i  entre  celte  égalité  et  la  précédente;  nous 
aurons  Rn-3  qn  —  Rn-2  =  Rn-s  gn-i  qn  —  i  ; 

d'où  Rn     8  qn —  Rn-2  (l  +  qn  Çn-l)  =  —  I 

et  Ton  Yoil  que  les  nombres  Çn  et  i  -f-  qn-i  satisfont  à  la 
condition  demandée  par  rapport  aux  deux  restes  consécu- 
tifs Rn-3  el  Rn-J. 

En  général,  si  la  condition  est  remplie  pour  deux  restes 
consécutifs  quelconques,  il  est  facile  de  voir  qu'elle  l'esl 
aussi  pour  les  deux  précédents. 

Car  si  Ton  a,  m  et  n  étant  deux  nombres  entiers, 

mRp  —  nRp^i  =  4-  i 
en  éliminant  Ry)  -  1  entre  cette  relation  et  Tégalité, 

R/i-<=  Rp  Qp+i  +  Rj>+o 
il  vient  mRp  —  nRp-i  =  —  nRp  Qp-f  1  ib  i 

ou  nRp-i  —  Rp  (m  +  ^Qp-\-i)  =  +  i> 

relation  qui  satisfait  encore  à  la  condition  énoncée. 

Or,  la  condition  étant  remplie,  pour  les  restes  Rn  - 1  et 
Rn  -  „  ainsi  que  nous  rayons  reconnu  directement,  elle 
Test  aussi  pour  les  restes  Rn  —  4  et  Rn  -  ,,  et  ainsi  de  suite. 
en  remontant,  de  sorte  qu'elle  sera  également  remplie  pour 
les  deux  nombres  d'oii  Ton  part,  a  et  b. 

Il  existe  donc  des  nombres  entiers  x  ei  y  tels  que  l'on 
ait  ax  —  6t/  =  db  I. 

Soient,  par  exemple  les  deux  {nombres  56  et  i5  qui  sont 
premiers  entre  eux;  on  a 

56  =  i5  X  3  +  II 

î5  =  II  X  I  +     4 
îi  =    4x2+    3 

4  =     3X1+     I 
La  dernière  égalité,  retranchée  de  la  précédente,  donne 

II  —  4  =  4X2—1 
d'oîi  II  — 4x3  =  —  I.  j 

Retranchons  celle-ci  de  la  précédente  multipliée  par  3, 
nous  aurons 

ï5  X  3  —  II  =  II  x  I  X  3  +  I 
ou  i5x3—  11X4=1. 

Enfin,  retranchons  cette  dernière  de  la  première  égalil^ 
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fflultipliée  par  4,  et  nous  aurons 

56X4— i5x  3  =  i5x3X4—  I, 
c'est-à-dire         56  X4  —  i5X  i5=  —  i, 
Les  deux    nombres  4  et    i5   satisfont  donc  à  Tégalité 

56a; —  i5y  =  —  i. 

—  Supposons  qu'il  faille  satisfaire  à  Tégalité  ax  -—  bj/  =  c 
par  des  valeurs  entières  de  x  et  de  y,  a  et  6  étant  deux 
nombres  premiers  entre  eux.  Soient  a  et  ^  deux  nombres 
entiers,  tels  que  Ton  ait 

aa  —  6p  =  +  I 
il  en  résulte  a  .  ac  —  b  ,  ^c  =  ±c 
de  sorte  que,  si  Ton  a 

oa  —  6p  =  +  I , 
on  aura  x  =  col 

et  y  =  cp, 

et  si  Ton  a  oot  —  6p  =  —  i , 

on  aura  a?  =  —  ex 

et  y  =  — cp. 

On  déduit  facilement  de  là  toutes  les  solutions  en  nombres 
entiers  de  l'équation  ax  -f-  by  =c;  mais  ce  n'est  pas  là  ce 
qui  nous  occupe. 

—  Proposons-nous  maintenant  la  question  suivante,  tout 
à  fait  analogue  à  celle  que  nous  venons  de  traiter  : 

Étant  donnés  deux  polynômes  entiers  en  x,  f(x)  et  çp(x),  pre- 
miers entre  euXy  on  peut  toujours  trouver  deux  aut  res  polynômes 
entiers  enXy  net  v,  tels  que  Von  ait  identiquement 

Uf(x) —  Vç(x)  =  ±  !• 

Supposons  que  <^{x)  soit  le  polynôme  du  moindre  degré,  et 
effeclaonsla  recherche  du  plus  grand  commun  diviseur  entre 
f(x)  et  ^(cc)  ;  les  opérations  se  traduisent  par  les  identitéd 
suivantes  :  f{x)  =  <f(x)Q^  +  R^ 

^{x)  =  R,Q.  +  R, 

Ri  ==  R,Q.  +  R3 


Rn^S  =  Rn— sQn— 1    +Rn~| 
Rfi  — 2  =  Rfi— iQn  -7-  Rn 
jCHm]iAl«  PB  KATH.  1881.  20 
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Les  deux  polynômes  f{x)  el  ^{ûc)  étant  par  hypothèse  pre- 
miers entre  euxv  le  dernier  reste  Rn  est  indépendant  dex. 

Deux  restes  consécutifs  quelconques  âatisfont  ^  la  cou- 
ditit)ti  énoncée  ;  car  on  a  d'abord 

Rn  —  2  —  Rrt  —  iQn  =^   Rn  • 

Éllminôû*  Rn  -  \  entre  Cette  égalité  et  la  précédente  ;  il 

vient  Rn-8Qn--tln-2(t    +   QnQn-l)  —   Rn 

11»  -i  1  1       A  Qn       i       ï  "T  Qn  Qn  — 1 

et  Ion  voit  que  les  polynômes  -r^—  et  — -î — = — i  qm 

i^n  Wn 

sont  entiers  en  x  (puisque  Rn  est  indépendant  de  x)^  satis- 
font à  la  condition  demandée,  par  rapport  aux  restes  Rn-j 

el  Rn  — >  2* 

En  général,  si  la  condition  est  ealiâfoite  pour  deux  restes 
consécutifs  quelconques,  nous  allons  montrer  qu'elle  Test 
encore  pour  les  deux  précédents. 
Car  si  Ton  a,  Met  N  étant  deux  polynômes  entiers  en  i\ 

MR;,  ~  NRp  +  i  =  ±  I 
en  éliminant  R^j  -f.  ^  entre  Cette  relation  et  Tégalité  précé- 
dente Rp  -  ^  î:±=  Rp  Qp  +  ,  -f-  Rp  +  1,  il  vtenl 

NRp  _  ,  —  Rp  (M  +  NQp  4.  0  ^  +  1 
relation  qui  satisfait  encore  à  la  condition  demandée. 

Or  la  condition  étant  remplie  pour  les  deux  restes  R,i  -1 
et  Rn  *«  8  »  elle  l'est  successivement  pour  ceux  qai  pré- 
cèdent, de  Borte  qu'en  remontant  on  voit  qu'elle  est  encore 
remplie  pour  les  deux  polynômes  donnés  f{x)  et  9(0?). 

Il  existe  donc  des  polynômes  entiers  en  x,  u  et  t\  tels  que 
Ton  ail  identiquement 

uf{x)  —  i;^(cc)  =  i:  î >  c.  q.  f.  d. 

La  méthode  que  nous  venons  d'exposer  montre  en  outre 
comment  on  peut  déterminer  ces  polynômes  sans  résoudre 
d^èquàlion. 

Soient,  par  exemple,  leâ  deux  polynômes  (ir*4"0*  ^^  (u?—  r  )•. 
qui  sont  premiers  entre  eux  ;  on  a 

(x*  -f  j)«  =  {x  —  i)*(a5  -f  3)  -f  4(20?*  —  20?  -f-    i) 
2{x  —  i)'  =  {2X^  —  2a;  4"  0(^  —  2)  -j-  a: 

2X'^  — r  2£C  +   I  =  ^    •    ^(^  —    0  +    I 

Éliminons  Tavant-dernier  reste,  a?,  entre  les  deux  dernière! 
égalités  ;  il  vient 


-  307  — 

4(x—  i)«(x  —  i)  —  (2X''  —  2a:  +  î)  =  3(205*  —  205  +  ^) 

X  (a?  —  2){x  —  1)  —  I 
c'est-à-dire 

#—  i).(a;—  i)'— (2a;*  — 205  +  i)(i  +2[aD  —  2){a5—  i)] 

ou   4(a;—  i).(a5  —  i)*  —  {2X*  —  20;  +  i)(2cc*  —  6a?  +  5) 

Ëliminons  de  même  le  reste  intermédiaire  (200*  —  ix^  i) 

e&tre  cette  égalité  et  la  première  ;  noua  aurons 

(x*+  i)«(2x*  _  6x  +  5)  —  i6{x—  i).(a;  -  i)« 

=:(a;-i)'(a;+3)(2a:«-6a?+5)  +  4 
c  est-à-dire 

(iï*-f  l)*(2X*  —605+5) 

-  (x  -  i)«[i6(x  —  i)  +  (aj  +  3)  2x*  —  605  +  5)]  =  4. 

2CD*    — •    Sx   ~  j     5 
lies  deux  polynômes  entiers  en  œ, — e 

_.6(x-0  +  (x+^3)(.a.»-6x+5)^   ^^^.^^^^^  ^^^^    . 

l'égalité  tm(a^  +0*  —  (a?  —  i)*  =  i 

et  l'on  a 

ac*  3a5     ,     5       ^  as»     ,     3  i 

tt  = ,  et  v  = X . 

2  2      '     4  ^4  4 

—  Supposons  maintenant  qu*il  faille  satisfaire  à  Tégaliié 

tt/  (x)  —  v^  (oî)  =  P  (x) 
aa  moyen  de  polynômes  entiers  u  et  v. 
Soient  m  et  n  deux  polynômes  entiers»  tels  que  Ton  ait 

mf  (x)  —  rufix)  =  ±,1; 
il  en  résulte     wiF  (x)  .  /(a:)  —  nF(x)  .  f  (a?)  =±F  (a?), 
de  sorte  que  si  Ton  a    mf  (x)  —  n<p   (a?)  =  -f-  i  >  on  aura 

u  =m¥  (x),  et  t?  =*  nF  (a:), 
et  si  au  contraire  «/*  (a?)  —  nç  (a;)  ==  —  i,  on  aura 

u  =  —  mP  (a:;),  et  1;  =  —  nF  (a?), 

—  Les  théorèmes  précédents  sont  susceptibles  d'une  ap- 
piication  très  importante  dans  la  décomposition  d'une  frac- 
tion rationnelle  en  d'autres  plus  simples. 

F  iœ) 
Soit,  en  effet,  la  fraction  -rrr-r — —s  oh  f(x)  et  9  (x)  sont 

^  '  f  (x)  tf  {x)  t  \    f        J  \    r 

deux  polynômes  premiers  entre  eux. 
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Nous  venons  de  voir  que  Ton  peut  toujours  satisfaire  à 
l'identité  ^f(^)  —  v<p  (x)  =  F  {x) 

au  moyen  de  polynômes  entiers  en  x,  u  ei  v.  Or  on  déduit 
de  cette  identité  : 

u  V      "P  (x) 

et  Ton  voit  que  la  fraction   donnée  est   ainsi  décomposée 
en  deux  autres  plus  simples. 

Comme  exemple  de  cette  application,  considérons  la  frac- 

X*  —  5g?  +  7 
^°^  (x*  +  i)*  {x  —  lY  ' 

Nous  avons  trouvé  plus  haut  que  Ton  a 
(ce*  +  x)*  {2X*  —  6x-\-  5)  —  (x  —  i)^  {2X*  +  3a:  —  i)  =  4 

Il  en  résulte 
4 2x^  —  6a?  4"  5  23:^  -f"  3x  —  i 

(x»+  /)  (a;—  i)»  ~         (ce»  —  ly  (x*  +  4)* 

et,  par  suile, 

05*  —  5a?  +  7      I     r(2a:» — 6ir+5)(ir' — 5(r+7) 

(ûc*+i)»(fic—  i)»  —'4    L  {x  —  i)» 

(2j;*  +  3a;  —  i  )  (og^  —  3a;-f-7)l 
(a?»  +  i)«  J 

Or,  si  Ton  effectue  les  deux  quotients  entre  parenthèses, 
on  trouve  pour  les  parties  entières  deux  quantités  égales, 
2X*  —  II,  qui,  par  conséquent,  se  détruisent,  et  il  ne  reste 
plusqu'àdécomposerpar  les  procédés  connus  deux  fractions 
rationnelles  ne  renfermant  chacune  qu'un  seul  facteur  dis- 
tinct au  dénominateur. 


'  QUESTION  288. 

ilolalioii  par  M.  Dagoillon,  élève  du  Lycée  Henri  IV. 


Soient  un  triangle  ABC^O  le  centre  du  cercle circonscrîi, On  joint 
OA,  OB,  OG  qui  rencontrent  la  circonférence  en  M,  M';  M';  oi\ 
mène  MD  perpendiculaire  sur  BC,  M'D'  perpendiculaire  sur  AC 
et  M^D"  perpendiculaire  sur  AB.  Démontrer  que  les  droites  AD 
BD'>  CD*'  concourent  en  un  même  point. 
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Joignons  MM',  MU',  MM'.  On  voit  facilement  qae  les 
côtés  da  nouveau  triangle 
ainsi  formé  sont  respective- 
ment parallèles  et  égaux 
aux  côtés  AB,  BC,  CA  du 
triangle  donné. 

Si  donc  on  prolonge  MD 
jusqu'en  E^  intersection 
avec  M'M',  nous  aurons 


BD 

'DC 
de  même 
CD' 


EM'' 
ME' 


D'A 


E'M 


•  f 


et 


d'où 


AD' 


D^ 
BD.CD.AD' 


M'E^ 

E'M' 

M'E.ME'.M'E' 


DG.AD'.BD'    ~    EM'.EM\E"M  ' 
Mais  les  droites  ME,  M'E',  M'E'  étant  les   hauteurs  du 
triangle  MM'M'  se  coupent  en  un  môme  point,  et,  d'après  le 
Ihéorème  de  Céva, 


M'E.ME'.M'E^ 


•  z=  I  :      donc 


BD.GD.AF 


EM'.EM'-E'M    ""  "'  DC.AD'.BD' 

Ce  qui  établit,  en  vertu  de  la  réciproque  que  les  droites 
AD,  BD',  CD'  sont  concourantes. 

XoTA.  —  Ont  résola  la  même  question  :  MM.  Boudignier,  à  Lille;  Baudoin, 
à  BeauYais;  Bourget,  à  Aix  ;  Ch.  Jullien,  au  lycée  Henri  IV;  Tinei,  à  Rouen; 
I^aicjr,  à  Château  roux:  Yan  Aubel,  à  Liège;  Rivard,  au  Mans;  Gino  Loria,  à 
Mantoae. 


QUESTION  289. 

Solatlom  parM.  Pbrrier,  (Henri), élève  au  Lycée  de  Lons-le-Saulnier. 


^  ionm  deux  cercles  qui  se  coupent  ;  par  Vun  des  points 
d'intersection  on  fait  passer  une  corde  commune  aux  deux  cercles  : 
trouver  le  lieu  du  milieu  de  ces  cordes. 
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Abaissons  des  centres  0  et  0'  les  perpendiculaires  OH, 

O'I  sur  la  corde  commune.  On  a  HI  = .    Prenons  BM 

2 

:=HI,  M  est  un  point  du  lieu;  joignons  ce  point  aux  points 


0  et  0'.  On  a 


UM^  =  OH*  +  H>r 


d'où      OM^  +  OM*  =  ÔH*  +  H5P  +  UT^  +  MÏ*.        (i) 
Or  BM  =  HI,  ou  BH  +  HM  =  HM  +  MI,  donc  MI=BH; 
MC  =  HI,  ou  MI  +  IG  =  HM  +  MI,  donc  HM=IC; 
dès  lors  la  relation  (1)  devieut 

MÎJ*  +  Sô*  =  ÔH*  +7c*  +"ÔrP  +  BH*  =  R*  +  R'. 
Le  lieu  des  points  M  est  donc  une  circonférence  ayant 
pour  centre  le  milieu  D  de  00'  et  pour  rayons 


f 


R«  +  R  «  _  3  OD* 


Cette  circonférence  passera  évidemment  aux  points  A  et  A'< 

Nota.  ^  Ont  résolu  la   même  question  :  MM.  Prost,  à  Lons-le-Saulnier; 
Mvre,  à  Passy;  Dupuy,  à  Grenoble;  Gallon,  au  lycée  Louis-le-Grand ;  Daguil- 
lon,  Vitte,  au  lycée  Henri  IV;  Lerouge,  à  Paris;  Henry,  à  Bréchalncourt; 
Andrieu,  à  Rouen. 


-ait  - 


^i^i— ^^^"^^^^^^p^p^ 


QUESTION  200 

i^lpUon  par  M  P«ul  aouniGi^mx,  élèvQ  d^  {«ycte  4d  MU9. 


Étant  donnés  deux  points  ketB  sur  une  droite  infinie^  on  sait 
(fiU  y  a  deux  pointa  CetB  qui  divisent  ÀB  dans  un  rapport 

donné  .  Dans  quel  rapport  le  point  0  milieu  de  CD  divise-t-il 

ÂB?  Le  point  0  0st-4l  mtr^  A  a(  S;  ou  en  dehors  de  c«  segmenH 

n.AB 


On   démontre    facilement    que    GB    = 


m  -^  n 


DB  ==  et  par  suite  que  CD  = 


m  ,  n  m*  '—  n 

OC  =  -^  =  OD=    ""^^ 


% 


2  w*  —  n' 

Le  point  0  est  en  dehors  de  AB,  car 

mnAB  wAB 

m*  —  n*        m  +  n 
ou  m  >  w  —  n. 

Calcul  du  rapport   "ôr"- 

OB  =,  oc  -  BC  ^  ^?^.  <^  .OB  = -?:^. 

/M         -xT>    I    AT»  ^*A.B       ,  ...         m^AB 

OA  =  ÛB  +  AB  =  — — —  +AB  = -z 

m^  —  n*  M   —  w 

Le  point  0  divise  donc  AB  dans  un  rapport  égal  au  carré 
de  celui  dans  lequel  les  points  G  et  D  divisent  cette  même 
droite. 

Nota.  —  Ont  i>éiola  la  mèma  <iaeitioa  :  MM,  Henry,  à  Bpéobaiqoourt;  Vignj, 
BBithatfàVUry-levFrançois;  DaguiUon,  JuUien,  Lapareillô,  au  lycée  Henri  IV; 
Bandoin,  à  Beanvais;  Fievet,  h  Lille;  Tinel,  à  Houan;  Prost  et  Perrier,  ^  Lons- 
I^Sanlnier;  Gobert,  an  collège  Gbaptal;  Lerouge,  &  Paris;  Rivardt  au  Mani* 


w«a 
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QUESTION  291 

Molutloii  par  M.  Dagdillon,  élève  da  Lycée  Henri  IV 
[Classe  de  M.  Macé  de  Lépinay). 


On  donne  une  parabole;  soit  M  un  point  de  cette  courbe;  m 
projette  ce  point  sur  la  directrice,  et  de  ce  point  G  projection  de 
M  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  le  rayon  vecteur  FM. 
Trouver  le  lieu  du  pied  I  de  cette  perpendiculaire. 

Joignons  CF.  Puisque  CM  =  FM,  le   triangle  CMF  est 

isoscèle.  Si  donc  de 
F  on  abaisse  une  per- 
pendiculaire FE  sur 
MC,  celle  droite  qui  est 
parallèle  à  DC  donne 
EC=FI=DF,Lelieu 
du  point  I  est  donc 
une  circonférence 
ayant  son  centre  au 
foyer  F  de  la  parabole 
et  pour  rayon  le  para- 
mëtreDFdela  courbe. 
Les  points  G  et  G' 
intersections  de  la  pa- 
rabole avec  la  perpen- 
diculaire  menée  à 
Tase  par  le  foyer,  et 
le  point  b,  appartien- 
nent au  lieu. 

Nota.  •—  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Lapareillé,  au  Lycée  Henri  I\'; 
Favre,  à  Passy;  Baudouin,  à  Beauvais;  Boudignier,  à  Lille;  Simonet,  à 
Neufchâleau;  Tinel,  à  Rouen;  Galon,  au  Lycée  Louis-le-Grand ;  Fiévei,  i 
Lille;  Torre  VitU»rio,  à  Alexandrie  (Italie);  Prost  et  Perrier,  à  Lons-le-Saul- 
nier;  Taibourdeau,  à  Moulins;  Henry,  à  Bréchincourt ;  Hamon,  au  Mans; 
(fObert,  au  collège  Chaptal;  Bonnieux,  à  Rouen. 


—  313  — 


QUESTION  292 

Hkilntlon  par  M.  Malcor,  élève  du  Lycée  du  Havre. 


On  donne  une  parabole;  par  le  pied  0  de  la  directnce  on 
mène  une  sécante  à  la  parabole;  soient  A  e/  B  les  points  dHnter-- 
section  elC  le  milieu  de  AB.  On  projette  le  point  G  sur  la  direc- 
trice  et  de  cette  projection  on  abaisse  une  perpendiculaire  DI  sur 
la  sécante  OAB.  Trouver  le  lieu  du  point  I. 

On  sait  que  dans  loute  parabole  les  milieux  des  cordes 
parallèles  sont  sur  une  parallèle  à  Taxe.  Ceci  posé,  la  tan- 
gente à  la  courbe  au  point  R,  intersection  de  CD  avec  la 
parabole,  est  parallèle  à  la  sécante  OAB. 

Le  symétrique  du  foyer  par  rapport  à  cette  tangente  étant 
le  point  D,  l'angle  OIF  est  droit  et  le  lieu  est  alors  une  cir- 
conférence décrite  sur  OF  comme  diamètre. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Daguillon.  au  lycée  Henri  IV; 
Dapay,  à  Grenoble;  Tinel,  à  Rouen;  Torre  Yittorio,  à  Alexandrie;  Perrler, 
Prost,  à  Lons-le-Saulnier;  Baudoin,  à  Beauvais. 


QUESTION  300 

Solwtton  par  31.  DopuT,  au  Lycée  de  Grenoble. 


On  donne  dans  une  circonférence  0  une  corde  CD  et  un 
Hamétre  AJB. 

Déterminer  un  point  M  sur  la  circonférence^  de  telle  manière 
fue  les  lignes  MG,  MD  déterminent  sur  le  diamètre  AB  des 
segments  OH,  01  dont  le  rapport  soit  égal  à  un  rapport  donné. 

(Delpit.) 

Soient  n  le  rapport  donné  et  2x  Tare  sous-tendu  par  CD. 
Par  I  menons  lA'  parallèle  à  CM  et  rencontrant  en  A'  le 
rayon  CO. 


—  314  — 

Les  triangles  semblables  GHO,  OA'I  donnent 

OA'  01 

-ÛÂ"  =  "ÔH-" 

dont  le  point  A'  est  fixe. 

L'angle  MI  A'  z=  DMG  =  x; 
Tangle  DIA'  =  1 80  —  a. 

Donc  le  point  I  se  trouve  à 
Tintersectiou  du  diamètre  AOB 
avec  la  circonférence  dans  la- 
quelle A'D  sous-tend  un  arc 
capable  de  180 —  a. 
On  mènera  DIM,  puis  MHC.  On  aura  ainsi  les  deux 
segments  cherchés  OH  et  01. 

On    en  obtient  deux   autres   on   remarquant  que  le  dia- 
mètre AOB  coupe  la  circonférence  DIA'  en  un  second  point, 

Nota.  ^  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Santal,  institatioaSaiot-Louis. 
à  Perpignan;  Joly,  à  Tnrbesi  ^i°o  Loria,  à  Mantoue. 


QUESTION  302 

Solution  par  M.  Delpit.  élève  k  l'École  préparatoire  Sainte-Barbe. 


Étant  donné  un  segment  de  cercle  AGB,  G  étant  le  milieu  ic 
Varc  du  segment^  on  décrit  sur  les  droites  AC  et  BO  de^  circon- 
férences qui  se  coupent  sous  un  angle  égal  à  l'angle  dont  le  seg- 
ment est  capable. 

Quel  est  le  lieu  du  point  de  rencontre  M  de  ces  circont^- 
rences? 

SoitP  et  P'  les  centres  des  deux  circonférences.  Par  hypo 
thèse  l'angle  PCF  est  égal  à  l'angle  ACB.  Les  angles  PW 
et  P'CQ'  sont  donc  égaux.  Q  et  Q'  sont  d'ailleurs  les  milieu: 
deCAetdeCB.  lien  résulte  que  les  triangles  rectangles PGV] 
P'CQ'  sont  égaux. Donc  PC  =  PC. 

Le  triangle  PCP'  étant  isoscèle  et  son  angle  au  Bomm^ 
étant  égal  à  Tangle  ACB,  Tangle  à  la  base  CPFde  ce  triangl 
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est  égal  à  Tangle  GQQ',  Soit  I  le  point  de  rencontre  de  PF 
avec   QQ'.    Puisque 

m  =  CQI,  ce  qua- 
drilatère CPQI  est 
inscriptible  et  Tan- 
gle  PIC  est  droit, 
puisqu'il  est  égal  à 
PQa  Donc  si  du 
point  G  on  abaisse 
une  perpendiculaire 
sur  PP',  elle  passe 
précisément  par  le 
point  I.  Dès  lors  le 
sjraétriquede  G  par 
rapport  à  PF  se 
trouve  sur  la  droite 
AB. 
Le  lieu  cherché  est  donc  la  droite  ÀB. 

.Vota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Baudoain,  à  BeaavaU;  Dopuy,  à 

Grenoble. 


NOTE  DE  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 


Nous  nous  proposons  de  vérifier  dans  cette  note  que  si 
K'^f  yt  z)  =  o  représente  Véqiuitîon  générale  des  surfaces  du 
second  degré,  et  si  les  trois  plans  du  centre  passent  par  une 
droite^  la  fonction  proposée  peut  se  mettre  sous  la  forme  (p(P,  Q) 
=  o(P=oQ  =  o  étant  les  équations  de  deux  plans). 

1.  —  Nous  distinguerons  deux  cas  et  nous  supposerons 
d  abord  que  les  coefficients  A,  A,  A''  ne  sont  pas  nuls  à  la 
fois  ;  par  exemple,  et  pour  fixer  les  idées,  faisons  l'hypo- 
thèse A'  ^  0.  Les  plans  du  centre 

Ax  +  B>  +  B'5  +  C  =  o, 

B'x  +  A'y  +  Bjf  +G=o, 

Vx  +  By+  A«+C'«  o, 
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passant  par  une  même  droite,  on  sait  qu'il  existe  des  coeffi- 
cients X,  (A,  V ,  qui  ne  sont  pas  tous  nuls,  et  qui  satisfont 

aux  équations 

I  XA  +  ixB'  +  vB'  =  o, 

UB"+aA'  +  vB=o, 

^^'  XB' +  fiiB  +  vA' =  o, 

(  XC  +  ii.G  +  vC  =  o. 

Ceci  rappelé,  on  remarquera  que  Ton  a 

A-flx,  y,  z)  =  {k^z  +  Ba?  +  By  +  G';*  +  (AA'  —  B*)x' 

+  (A'A'  —  B*)i/«  +  (A'B'  —  BB')2Tj/  +  (A"G  —  B'C^x 

+  (A^C  —  BC'^2j/  +  A'F  —  G'*  =  o. 

2.  —  Le  premier  cas  qui  nous  occupe  se  divise  ici,  lui- 
même,  en  deux  cas  particuliers.  Il  peut  arriver,  en  effet,  que 
les  coefficients  des  termes  en  x*  et  en  y*,  soient  nuls  Fun  et  Vautre, 
et  il  est  facile  de  reconnaître  que,  dans  cette  hypothèse,  la 
surface  proposée  représente  un  cylindre  parabolique. 

En  effet,  A,  ^,  v,  étant  des  paramètres  qui  ne  sont  pas 

tous  nuls,  nous  l'avons  dit,  les  équations  ({)  donnent,  pour 

être  compatibles,  la  condition 

A    B'  B' 

B"  A'    B       =o 

B'    B    A^ 
qu'on  peut  écrire, 

A'  (AA"  —  B'«)  +  2BB'B'  —  AB*  —  A"B"«  =  o 
mais  on  suppose  AA'  =  B'"; 

la  relation  simplifiée  est  donc 

2BB'B''  —  AB«  —  A'B'«  =  o 
ou,  en  multiplant  par  A'  qui  n'est  pas  nul, 

2A^BB'B''  —  AA'B«  —  A'«B'«  =  o 
ou  encore  (BB'  —  A'B')*  =  o 

en  tenant  compte  de  l'hypothèse 

AA'=:B'«.  ^  - '^ 

De  ceci  il  résulte  donc  que  les  coefficients  des  termes  en 
05*  et  en  j/*,  dans  la  partie  qui  suit  (A*«  +  B'a;-{"  ^î/  +  ^T? 
et  vu  les  conditions  particulières  oii  nous  sommes  placés, 
ne  peuvent  être  nuls  simultanément,  sans  que,  nécessaire- 
ment, le  coefficient  du  terme  en  xy  soit  nul,  lui  aussi.  Ou 
peut  donc  dire         A'/"  {x,y,z)  =  P«  -|-  Q 
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sans  que  Q  =  o  puisse  être  parallèle  à  P  =  o,  puisque  Q 
renferme  la  variable  a,  et  P,  seulement  les  variables  x,y. 
En  résumé  /  =  o  est  un  cylindre  parabolique. 

3. —  Supposons  maintenant  que  les  coefficients 

AA'  —  B» ,  A'A'  —  B», 

ne  soient  pas  nuls  à  la  fois  et  supposons,  par  exemple, 

AA'  — B''>o; 
en  posant 

f(x,  y)  =  (AA*  —  B'')x»  +  A'A'  —  'B*)y*  +  2(A'B'  —  BB')xy 
+  2(A'G  —  B'C)x  +  2(A'G'  —  BG')y  +  A'JF  —  G'*) 
on  aura  {AA*  —  B'')F(x,  y)  = 

[(AA'  —  B'»)a;  +  (A'B'  —  BB)y  +  (A'G'  —  B'G')]» 
+  [(A'A'  —  B»)^AA•  —  B'«)  —  (A'B'  —  BB')»]y» 
+  [(A'G'  —  BG')(AA'  —  B'*)  —  (A'B'  —  BB')(A'G  —  B'G')]  21/ 
+  (kX'  —  B'»)(A'F  —  G'»)  —  (A'G'  —  B'G')». 

On  remarque  alors  que  le  coefficient  du  terme  en  y*  est 

A      B'      B 


A' 

B' 

A' 

B 

B' 

B 

A' 

et  celui  du  terme  en  y, 

A 

B' 

B' 

A' 

B' 

B 

A' 

G 

G' 

G' 

Ces  deux  coefficients  sont  nuls,  si  Ton  tient  compte,  comme 
on  doit  le  faire,  des  équations  (i). 
On  a  donc  enfin 

k'fix,  y,  s)  =  (A'jj  +  Bx  -\-By  +  G")» 

+  ÂFÎrFÎ  |(A.A'-B>+(A'B'-BB')y+  (A"G'-B'G-)j 

+  H 

H  =  ^,  ^         If(AA'  —  B'»)  —  AG'»  —  A'G»  +  2B'GG 

La  surface  f  représente  donc  un  cylindre  elliptique,  si  AA' 
— ^B'*  >  0  et  H  >  o  ;  un  cylindre  hyperbolique,  si  AA'  —  B''; 
<  o  elH  >  o;  une  droite,  si  AA'  —  B«  >  o  et  H  =  o 
deux  plans  sécants,  si  AA'  —  B'*  <  o  et  H  =  o. 
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4.  —  Il  nous  reste  à  examiner  le  cas  où  Ton 

a  simultané- 

ment                       A  =:  o  A'  :=  o  A"  =:^  o. 

Comme  Ton  suppose  toujours, 

1  A    B"  B' 

B"  A'   B 

—  0 

B'   B     A" 

On  a  donc,                    2BB'B"  =  o. 

Nous  supposerons 
Les  équations  (1)  < 

B"  = 
lonnent, 
A    B"  B' 

:  O. 

' 

B'  B    A- 

—  0 

G    G'   C" 
0    0    B' 

ou 

B'   B    0 
C    G'   G" 

=  O 

c'est-à-dire  WG  î=  BC 

B'  et  B  ne  peuveni  pas  être  nuis  à  la  fois,  pour  des  raisons 

BG 

évidentes;  supposons  B'  ^  o;  alors,  G  =-^7-  et  Téquation 


B' 


devient 


2G 


2z(By  +  B'x)  +  -g^,  (By  +  B'«^)  +  iG^*  +  F  =  o. 

C'est  bien  une  fonction  de  ji  et  de  (By  +  B'x),  et  la  sur- 
face représente  un  cylindre  hyperbolique. 

Résumé.  —  Il  résulte  du  calcul  précédent,  qu'étant  donnée 
une  fonction  f{Xf  y,  z),  avec  cette  particularité  que  les  trois 
équations  fœ  =  o  f'y=  o  fz  =  o 

représentent  trois  plans  passant  par  une  droite,  on  pourra 
toujours  en  suivant  la  méthode  dite  par  décomposition  en  carres 
lui  éonnier  ta  forme  <p(P,  Q)  =  o  qui  caractérise  les  surfaces 
cylindriques,  du  moins  dans  le  cas  général,  celui  où  les 
tioefficients  A,  A',  A"  ne  sont  pas  nuls  simultanémenlé 
Quant  au  cas  particulier  où  A  ==  A*  =a  A"  =  o*  nous  avons 
montré  que  la  forme  f  (P,  Q)  =  o  se  révèle  alors  immédia- 
tement* 

La  méthode  précédente  parait  offrir,  exposée  sur  Téqua- 
tion  générale  comme  nous  venons  de  le  faire,  une  certaine 
longueur;  mais  elle  est  d'une  grande   simplicité  dans  la 
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pralîque,  parce  qu'elle  conduit  au  bul  par  une  marche  sûre, 
rapide,  et  qui  n'exige  d'autre  effort  de  mémoire  que  celui 
qui  coDâiste  à  se  rappeler  qu'il  faut  employer  la  méthode  de 
la  décomposition  en  carrés,  méthode  familière  aux  élèves  et 
d'une  pratique  commode. 

On  pourra  essayer  cette  manière  de  faire  sur  les  exemple« 
suivants  : 

Démontrer^  en  les  ramenant  à  la  forme  9  (P,Q)  =  o,  gue  Uè 
équations  suivantes 
(b*  +  c«)  x«  -f  (a«  +  c*)  y*  +  (b*  +  a*)  z*  —  2bcyz 

—  2aczx  —  2abxy  —  d*  (a"  +  '^^  +  ^')  =  ^» 
(ax  -  by)*  -}-  (by  —  cz)«  +  (cz  —  ax)*  =  d*  (a*  +  b*  +  c«), 
(b  ^  c)  X*  +  (a  +  c)  y*  +  (a  +  b)  z*  —  2ayz  —  2bzx 

—  2cxy  sa  I, 
a«  (yt  -f.  z«)  +  b«  (x»  -f  z*)  4-  2abxy  =  d»  (a«  +  b% 
enfin   ax'  +  by*  -\-  cz'  +  2ayz  -f-  ^bzx  -f-  2cxy  =  i 
Ui,  jwnr  cette  dernière,  a  -f  b  -|-  c  =£:  o),  représentetii  des  Sur- 
faces cylindriques. 


ÉTUDE  SUR  LES  COORDONNÉES  TANGENTIELLES 

ET  LEURS    APPLICATIONS 
Par  M.  E.  J.  B««uelv 

CSttiic,  voir  pngeîTT.; 


Point  de  contact  d'wwe  tangente  donnée.  —  Application  aux 
coniques. —  Équation  du  pôle  d'une  droite  donnée  par  rapporta 
vne coniqi^e. — Soit  f{u,v)=o Téqualion  d*une  Courbe  en  coor- 
donûéestangentielles;  pfoposons-nous  de  trouver  Téqualton 
du  point  de  contact  d*ûnelaïigente  dont  les  coordonnées  sont 
«ictvj.  Considérons  une  tangente  voisine  de  la  proposée, 
pt  soient  «^  +  Au^  ri  +Ari  les  coordonnées.  L'équation 
du  point  d'intersection  de  Ces  deux  droites  est 

D  —  Vi  =  -^T—  (u  — 1*1) 
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Si  l'on  suppose  que  la  seconde  tangente  se  rapproche 
indéfiniment  de  la  première,  le  point  d'interseclion  des 
deux  tangentes  se  rapproche  indéfinimenl  du  point  de  con- 
tact de  la  droite  (u^jV^)  de  manière  à  avoir  ce  point  pour 
limite.  Au^  tendant  alors  vers  zéro,  Av^  tend  aussi  vers  zéro 

et  la  limite   du  rapport  — ^  est  précisément   la  dérivée 

(calculée  pour  les  valeurs  particulières  Wi,  vj  de  la  variable 
t;  par  rapport  à  la  variable  li,  v  étant  une  fonction  implicite 
de  u  déterminée  par  l'équation  f  (UyV)  =  o.  Or  on  a 

L'équation  du  point  de  contact  de  la  tangente  (Ui,Vi)  est 

f  u 
donc  t;  —  Vi  =  —  -^  {u  —  uj 

ou  bien  ufu^  +  vfu^  =  w/ «,  +  v^fe,. 

Si  Ton  remplace  m  et  t;  par  —  et — ,  pour  transformer  Té- 

w       w 

quation  de  la  courbe  donnée  en  une  équation  homogène 
f(u,v,w)  =  o,  réquation  du  point  de  contact  deviendra,  tout 
à  fait  comme  en  coordonnées  cartésiennes, 

sous  la  condition  de  remplacer  w  et  Wi  par  l'unité  à  la  fin 
des  calculs. 

Plus    généralement,  soient  p,  9,  r,  5,....    des   fonctions 
linéaires  en  u  ett;  de  la  forme 

p  =  au  -4-  a  V  -f-  ** 
q  =  pu  +  f^'v  +  p' 

r  =  yu  +  y'v  =  y' 


et  supposons  que  l'équation  de  la  courbe  soit  exprimée  au 
moyen  de  ces  fondions  linéaires,  par  une  relation   de  la 

forme  /*(p>?,  ^»«,.    .  .)  =  o- 

Le  théorème  des  fonctions  composées  donne 

f'u  =  fp  .  p  «  +  fq  .  q'u  +  /"r  .  r'tt  4-  .   .    . 

c'est-à-dire  /«=  a/* p  +  pf\-\.^f\^  ... 
De  môme  f\  =  a/ p  +  p'f'q  +  yf'r  +  •  •  • 
L'équation  uf'ut  +  vf'vt  =  uj'ui  +  vj'vi  devient  alors 
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c'est-à-dire  f p,  {p  —  p^)  +  f'q  (q  —  q^) 

+rr,  ('•  —  n)  +.  .  .  .  =  o. 

Si  la  fonction  [{p^q,  r,.  .  .)  est  homogène  et  du  degré  m 
en/),  9,  r,.    .    .  le  théorème  d'Euler  donne 

Mdispar  hypothèse  la  droite  (n^,  t;,)  est  une  des  tangentes 
de  la  courbe  considérée  ;  on  a  donc  f  (pi,  gi,  r^.  .  .)  =  o, 
et  alors  l'équation  de  son  point  de  contact  se  réduit  à 

P/"pi  +  îA.   +  ^fr,  +  .   .    .  =  o. 
La  forme  ordinaire,  que  nous  avons  donnée  tout  d'abord, 
aest  qu'un   cas   particulier  de   celle-ci  ;  il  suffit,  en  effet, 
de  réduire    les  fonctions  linéaires  à  trois,  et  de   supposer 

p  =  u,  g  =  v,   r  =  t4?. 

—  Coordontiées  des  tangentes  menées  aux  points  de  renconti*e 
dune  œurbe  avec  une  droite  donnée.  — L'équation  du  point 
de  contact  d'une  tangente  (u^v^Wi)  ^  1^  courbe  /  (u,v,w)  =  o 
étant  w/'ti,  -|-  v/"r,  +  t^/Ttc,  =  o,  si  l'on  considère  une  droite 
(ttof  ^0  ^o)  donnée  dans  le  plan,  et  que  l'on  exprime  que  l'équa- 
tion précédente  est  vérifiée  par  les  coordonnées  u^  et  i^o  de 
cette  droite,  la  condition  obtenue 

signifie  que  la  droite  donnée  (u^  v^  w^)  passe  par  le  point  do 
contact  de  la  tangente  {uyVHJO^). 

Les  coordonnées  des  tangentes  à  la  courbe  fiu,v,w)  ==  o 
aux  points  oh  elle  est  rencontrée  par  la  droite  (u^v^Wq)  sont 
donc  les  solutions  communes  aux  deux  équations 

et  /*(Wi,Vi,«^i)  =o. 

Si  n  est  le  degré  en  u  ei  v  de  la  courbe  donnée  (c'est-à- 
diie  sa  classe),  la  première  équation  est  de  degré  n —  i  en  Uj 
et  Uj,  la  deuxième  du  degré  n  :  le  nombre  des  solutions  du 
système  est  donc  en  général  n  (n  —  i);  de  sorte  qu'on  peut 
dire  qu'une  courbe  de  la  n™^  classe  est  en  général  ren- 
contrée par  une  droite  en  n  (m  —  i)  points,  c'est-à-diro 
qu'elle  est  de  l'ordre  n  —  i.  Il  faut  excepter  le  cas  des  tan- 
gentes multiples,  ou  l'ordre  est  abaissé. 

'OUBNAL  DE  MATH.  1881.  21 
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Si  Ton  interprète  ce  calcul  en  remarquant  que  les  valeurs 
Ui  et  t^^sontcelles  qui  satisfont  à  la  fois  aux  deux  équations 
tangentielles  f{u^v^w)  =  o  et  u^fu  +  v^f'v  +  t^of»  =  ^>  °^ 
voit  que  les  tangentes  dont  il  s*agit  sont  les  tangentes  com- 
munes aux  deux  courbes  fiUyV^w)  =  o  et  u^fu  +  v/r 
+  to^fw  =  o. 

Dans  le  cas  des  courbes  de  la  deuxième  classe,  Téquatioii 
^or«  H~  ^©r*  ~l~  ^of'^  =  o  ®st  du  premier  degré,  et  de  plus 
permutable ,  c'est-à-dire  qu'on  peut  l'écrire  i//"u.  +  vfv^ 
'^-'^fw^  =o.  Cette  équation  représente  alors  un  point;  toutes 
les  droites  passant  par  ce  point  peuvent  être  considérées 
comme  des  tangentes,  et  alors  les  tangentes  communes 
(uiV^tv^  ne  sont  autre  chose  que  les  deux  tangentes  qu'on  peut 
mener  du  point  considéré  à  la  courbe  f(u,v,w)  =  o.  Ce 
point  n'est  donc  lui-même  autre  chose  que  le  pôle  de  la 
droite  (UoVqWPo). 

Exprimer  qu'un  point  mU  +  nV  -f-  pW  =  o  est  sur  me 
courbe  f(U,  V,  W)  =  o.  —  D'après  ce  qui  précède,  il 
suffira  d'écrire  que  le  point  considéré  est  le  contact  d'une 
certaine  tangente.  On  identifiera  donc  l'équation  u/"u,  +  ^f  *i 
+  ^f  u:x  =  o  avec  l'équation  du  point  donné,  d'oîi  il  résultera 
les  équations 


/  «<i  /*«!     /  Wl 


avec  wiu,  +  Wt,  +  pwi  =  o. 


=  o. 


m  n  p 

L'élimination  de  UiV^Wi  entre  ces  relations  donnera  la  con- 
dition cherchée.  Dans  le  cas  des  courbes  da  la  deuxième 
classe,  on  trouve,  comme  en  coordonnées  cartésiennes  et 
par  le  même  procédé,  la  condition 

A  B  D  m 
B  C  E  n 
D  E  F  p 
m  n  p  o 

Tangentes  communes  à  deux  courbes  du  deuxième  degré.  — 
Applications  diverses  du  principe  de  dualité  considéré  dans  son 
expression  analytique,'^  Soient  F(tt,  v)  =  o  et  f(Uy  o)  =  o  les 
équations  tangentielles  de  deux  coniques  ;  l'équation  Tlufi) 
+  V(u,  v)  =  o,  oh  X  désigne  un  paramètre  arbitraire,  rcpré- 
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sente  toutes  les  coniques  qui  sont  tangentes  aux  tangentes 

communes  des  deux  coniques  proposées. 
Il  faut  d'abord  observer  que  cinq  droites  quelconques  étant 

données^  il  existe  iine  conique,  et  une  seule,  tangente  à  ces  cinq 

droites.  —  Celte  proposition,  qui  peut  être  démontrée  de  bien 

des  manières,  résulte  immédiatement  de  ce  que  Téquation 

tangentielle  d'une  conique  est  de  la  forme 

au*  +  2buv  -f-  ^^*  +  2du  +  2ev  -f-  /*  =  o.      (1) 
Pour  exprimer  que   la  conique   considérée  est   tangente 

aux  cinq  droites  données,  il  faut  écrire  les  cinq  conditions 
a«i*  +  ^buiV^  +  c^i*  "h  2^^i  "f"  2et;,  +  /*  =  o 
aw,*  + =o 

aw,*  +  2bu^v^  +  cVb*  +  2du^  +  aevg  4-/^=0- 

Ces  cinq  conditions  forment  un  système  de  cinq  équations 

linéaires  à  cinq  inconnues,  et  elles  admettent  généralement 

un  système  de  valeurs  uniques  et  bien  déterminées  pour 

,        .         .  a        b        c       d        e 

les  cinq    inconnues  -y,    -^,  -r-,  -^,    -^  ;    car,    pour 

qu'il  en  fût  autrement,  il  faudrait  que  le  déterminant 
formé  par  les  coefficients  de  ces  inconnues  fût  nul,  ce  qui 
ne  peut  arriver  que  pour  des  valeurs  particulières  des 
coordonnées  UiV^,  u^v^,  etc.,  et  non  pour  des  valeurs  quel- 
conques de  ces  quantités.  En  reportant  ces  valeurs  dans 
Tëquation  générale  des  coniques  (1),  on  aura  Tëquation 
tangentielle  d'une  conique  unique  et  bien  déterminée. 

Ce  tbéorème  est  d'ailleurs  la  conséquence  immédiate, 
par  la  méthode  des  polaires  réciproques,  du  théorème  qui 
dit  que  par  cinq  points  donnés  dont  il  n'y  a  pas  plus  de 
trois  en  ligne  droite,  passe  une  conique  et  une  seule. 

Cela  posé,  l'équation  F(u,  v)  -f-  \f(u,  v)  =  o  représentr 
des  courbes  de  la  deuxième  classe,  puisqu'elle  est  du 
second  degré  en  u  et  V]  ces  courbes  sont  tangentes  aux 
droites  qui  touchent  à  la  fois  les  deux  courbes  F  et  f, 
puisque  les  valears  de  u  et  t;  qui  annulent  à  la  fois  F(u,  v) 
cl  f  (u,  v)  annulent  évidemment  F  (u,  t;)  +  ^f(^^  ^)> 
enfld,  elle  représente  toutes  les  Coniques  jouissant  de 
cette   propriété,  puisque,  en  considérant  l'une   d'elles  et 


réqualion 


=  o       (i) 
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choisissant  uue  laugeuie  autre  que  les  tangentes  com- 
munes aux  deux  courbes  F  et  /*,  on  pourra  toujours  déter- 
miner X  par  la  condition  que  la  courbe  F  +  X/"  =  o  touche 
cette  dernière  droite;  la  conique  F  -\-  \f  =  o  ainsi  déter- 
minée aura  alors  cinq  tangentes  communes  avec  la  courbe 
considérée,  et  par  conséquent  coïncidera  avec  elle. 

Si  Ton  choisit  X  de  manière  que  la  forme  F  -j-  Xf  se 
décompose  en  un  produit  de  facteurs  linéaires,  en  annulant 
le  discriminant  de  cette  forme  supposée  rendue  homogène, 
les  deux  facteurs  séparément  égalés  à  zéro  représentent 
chacun  un  point,  qui  est  l'intersection  de  deux  tangentes 
communes  aux  deux  courbes  considérées.  Ces  points  sont 
en  nombre   égal  au  nombre  des  valeurs  de  X  fournies  par 

a  -f  a'X    6  +  6'X    rf  +  d'X 

b  -^  b'\    c  -\-  c\     e  4"  ^^ 

d  +  rf'X    e  +  eX     f  +  f^ 

c.-à-d.  au  nombre  de  trois;  on  leur  donne  quelquefois  le 

nom  de  points  ombilicaux. 

L'équation  en  X  (:2),qui  détermine  ces  valeurs,  donne  lieu 
à  une  discussion  tout  à  fait  semblable  à  celle  que  l'on  fait 
pour  réquation  en  X  analogue  en  coordonnées  cartésiennes. 

Les  théorèmes  ainsi  établis  directement  vérifient  complè- 
tement le  principe  de  dualité;  ainsi  : 

Il  y  a  toujours  un  système  de  points  ombilicaux  réels, 
de  même  qu'il  y  a  toujours  un  système  de  sécantes  com- 
munes réelles. 

Si  les  coniques  ont  quatre  tangentes  communes  réelles, 
les  trois  systèmes  de  points  ombilicaux  sont  réels.  Ce  théo- 
rème est  le  corrélatif  de  celui-ci  :  Deux  coniques  se  coupanl 
en  quatre  points,  tous  simultanément  réels,  les  trois  systèmes 
de  cordes  communes  sont  réels. 

Tous  les  théorèmes  relatifs  aux  tangentes  communes  et 
aux  points  ombilicaux  sont  de  la  même  manière  corrélatifs 
de  C3UX  qui  concernent  les  points  de  rencontre  et  les  sécantes 
communes. 

On  peut  d'ailleurs  dire  d'une  manière  générale  que  ré- 
quation cartésienne  et  Téquation  tangentielle  des  coniques 
étant  absolument  de  la  même   forme,  toutes   les  propriétés 
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dont  la  démonstration  est  une  conséquence  de  la  forme  de 
réqtintion  ont  leurs  corrélatives  établies  parce  fait  même. 
Xoas  laisserons  donc  à  nos  lecteurs  le  soin  de  faire  eux- 
mêmes  l'étude  complète  des  tangentes  communes  à  deux 
coniques,  et  des  propriétés  des  points  ombilicaux. 

(A  suivre.) 


ECOLE  POLYTECHNIQUE 


Examens  oraux  de  1881 . 

Segment  sphérique  à  deux  bases. 

—  On  donne  deux  nombres  A  et  B,  et  leur  plus  grand  commun  diviseur  ; 
trooTer  le  plus  petit  commun  multiple. 

—  Théorème  des  fonctions  homogènes. 

—  Quand  les  trois  plans  du  centre  sont  parallèles,  la  surface  du  second 
degré  est  un  cylindre  parak>olique. 

—  Si  l'équation  en  S  a  une  racine  double,  que  peut-on  dire  des  directions 
principales? 

—  Un  point  (o,  o')  est  lié  à  un  plan  Pap'.  On  fait  tourner  le  plan  autour  de 
s?,  jusqu'à  ce  qu'il  soit  rabattu  sur  le  plan  horizontal.  Trouver  les  nouvelles 
projeciions  du  point. 

—  Résoudre  rc*  —  i=  o. 

«          .      ,           .1          cos*  €0  -f-  sin*  w 
--  Construire  la  courbe  —  =  — r — : ^• 

p  3  SID  b»  cos  «A 

—  Comment  Thyperboloîde  est-il  coupé  par  un  plan  pamllèle  à  un  plan  tan- 
gent au  cône  asymptote? 

—  Dérivée  de  rtjr*. 

—On  aune  courbe  asymptote  aune  droite  donnée  dans  le  plan  horizontal  ;  elle 
sert  de  base  à  un  cylindre  dont  les  génératrices  ont  une  direction  donnée.  Ce 
cylindre  étant  coupé  par  un  pian,  on  demande  s'il  y  aura  des  branches  inflnies. 

—  Théorème  de  Pascal. 

—  Volume  du  prisme  oblique. 

—  Construire  un  trièdre  connaissant  une  face  et  les  deux  dièdres  adjacents. 

—  Si  une  fraction  est  irréductible,  et  si  son  dénominateur  ne  contient  ni 
le  (acteur  2,  ni  le  facteur  5,  elle  donne  naissance  à  une  fraction  périodique. 

—  L'expre>sion 

[x  —  î^)a"  -^  [a  —  aj)t/"»  —  (a  —  î/jjp'" 


%  = 


[X  —  y)[a -^  y][a  —  .x) 


'Jevient  —  quand  on  y  fiiil  .t  :=  j/  =  a  ;  trouver  sa  véritable  valeur. 
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• 

—  DéflDîr  ax  • 

—  Discuter  xy  =  z*. 

—  Condition  pour  que 

/=  Aa^  +  XV  +  k's^  +  2B]/«  -f  2Wzx  +  aB'ojy 
soit  un  carré  parfait. 

—  Résolution  algébrique  de  l'équation  du  troisième  degré.  Après  avoir  posé 
a;  =1/  +  z,on  est  conduit  à  résoudre  les  équations  simuItaQéei  3ys  +  p  =o, 
j^  ^  2^  +  q  =^o;  montrer  que  les  six  valeurs  de  x  que  l'on  trouve  se  ré- 
duisent à  trois. 

—  Etudier  la  série 

X        ,        a^        ,                     .        a:»  . 

I  H h H — • +  .   .  . 

et  montrer  qu'elle  est  convergente  pour  toutes  les  valeurs  positives  et  négatives 
de  rc,  excepté  pour  x  =  î. 

—  On  pose 

J.=  ax  +  by  -\-  cz;  Y  =  a'x  -{-  b'y  -\-  c'z\    Z  =  a'x  +  b'y  +  ifz\ 
prouver  que,  si  le  déterminant  des  neuf  coefficients  est  nul,  l'un  au  moins 
des  mineurs  étant  différent  de  zéro,  il  existe  une  relation  linéaire  et  homo- 
gène entre  X,  Y,  Z.  Examiner  le  cas  où  tous  le?  mineurs  sont  nuls,  et  où  l'an 
au  moins  des  coeflicients  a,  b,c,,   .  .   .  est  différent  de  zéro. 

—  Minimum  de  la  fonction 

j»  =  (aa;  +  6y  -f  c)'  4-  {a'x  +  b'y  -f  c')*. 
Examiner  le  cas  où  le  déterminant  ab'  —  ba'  est  nul. 

—  Equation  d'un  cône  circonscrit  à  l'ellipsoïde 

— +  ir  +  — -'=o- 

—  Un  plan  étant  donné  par  ses  traces,  amener  ce  plan  à  être  de  fropt  par 
une  rotation.  Comment  l'axe  doit-il  être  choisi?  Trouver  ce  que  devient,  après 
la  rotation,  un  point  du  plan  dont  on  donne  la  projection  verticale. 

—  DéUnition  précise  d'une  fonction  croissante.  A  quel  caractère  reconoalt-on 
qu'une  fonction  est  croissante,  la  variable  étant  comprise  entre  a  et  6?  Si  U 
dernière  est  positive  ou  nulle  pour  toute  valeur  de  x  comprise  entœ  a  et 6,  on 
a  f  (pi  —  /(a)  >  G,  a  et  p  étant  deux  nombres  compris  entre  a  et  6,  et  p  >  «• 

—  On  donne  dans  un  plan  un  cercle  C,  et  deux  droites  OA,  OB,  qui  se 
coupent  en  0.  On  fait  tourner  C  autour  de  OA,  puis  autour  de  OB.  Trouver  la 
projection  de  l'intersection  de  ces  deux  surfaces  sur  le  plan  AOB. 

—  Résoudre  x^  —  4=0    et  prouver  qu'il  n'y  a  pas  d'auti'es  racines  qne 

+  2  et  —  2. 

—  Démontrer  qu'un  produit  ne  peut  être  nul  que  si  l'un  des  facteurs  est 
nul. 

—  Que  représente  xy  =  zf 

—  Lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  ft  une  ellipse. 

—  Condition  de  réalité  des  racines  6e  oc^  -{•  px  -^  q  =  o. 

—  Plus  courte  distance  de  la  ligne  de  terre  à  une  droite  (/,  1). 

—  Discuter  la  courbe        x  = ,  y  = 


—  DéQnir  v/2". 

—  Limite  supérieure  des  racines  d'une  équation. 

—  Plan  tangent  en  un  point  d'une  surfiice. 
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*  Foar  quelles  valeurs  de  x\a  série 

I  +  — -: + 


•  *  • 


X  -{-  j  aj'+i  xn  -^  i 

est-eQe  coorergente  t 

—  Démontrer  que  asn  tend  vers  zéro  quand  n  tend  vers  l'infini,  si  x  est  pins 
petit  qae  i. 

.....     sln  d? 

—  limite  de ,  pour  a?  =  o. 

X 

*  On  considère  l'eipression  ar0  -f-  6y,  a  et  &  étant  entiers;  soit  o)  lear  plus 
grand  commun  divtsear  ;  on  donne  à  a?  et  à  y  toutes  les  valeurs  possibles, 
excepté  séro;  démontrer  que  l'on  peut  toujours  satislaire  en  nombres  entiers  à 
léquaiion  ax  +  by  =  iù. 

—  On  donne  **  —  2zy  4-î^  +  2«  —  i=o. 

Troorer  la  portion  du  plan  des  xy  recouverte  par  la  projection  de  cette  sur- 
face sur  le  plan. 

—  Génératrices  rectilignes  de  la  surface 

_y| z^_ 

P  tf    ~      ' 

—  Tonte  fonction  entière  de  sin  x  et  de  cos  x  peut  se  mettre  sous  la  forme 

F  +  sin  a?  .  f, 
F  et  pétant  des  fonctions  entières  de  coso;;  de  plus,  elle  ne  peut  se  mettre  sous 
cette  forme  que  d'une  seule  iaçon. 

—  R^udre  le  système       ax  -j-hy  -\-  cz=  o 

a'x  +  h'y  4-  C»  =  o 
a'x  4-  b'y  -i-  c"x = o 

—  Tronrer  ^  i  -h  »»• 

^  Etant  données  deux  droites  dans  le  plan  horizontal  et  ui)  point  de  l'espscet 
construire  l'angle  des  deux  plans  déterminés  par  ce  point  et  l'une  ou  l'autre 
de  cea  deux  droites. 

—  Quotient  de  deux  imaginaires. 

*-  Diamètres  conjugués  dans  une  surfiica  du  second  degré. 

—  Surface  d'un  triangle  en  fonction  des  trois  côtés.  La  formule  trouvée 
est-elle  homogène?  —  Pourquoi  une  surface  est-elle  du  second  degré? 

—  On  donne  une  tangente  à  une  parabole,  le  point  où  elle  coupe  Taxe,  et  un 
point  de  la  directrice  :  trouver  l'équation  générale. 

—  Que  représente  PQ  +  R  =  o,  P  =  o;Q  =  o,  R  =  o  étant  les  éqnatiops 
de  trois  plans? 

—  Elimination  de  Cauchy  sur  l'exemple 

ax^  +  bx  -{-  c  =:  o      7^  -{■  p  x-{'  q  =i  o, 
~  Dans  une  hyperbole,  on  donne  un  foyer  et  un  sommet  du  rectangle  cons- 
truit snr  les  axes.  Equation  générale. 

~  On  donne  une  tangente  à  une  conique,  le  pojnt  de  contact  et  les  points 
de  rencontre  de  cette  tangente  pvec  les  deux  direotrices;  équation  générale. 

—  Théorie  des  plans  cycliques. 

—  Étant  donnée  l'équation  d'une  courbe,  comment  reconnaltra-t-on  que  la 
droite  y  =  ox  +  6  est  asymptote? 

~  Conditions  pour  que  le  cône 

AoD^  +  AV  4-  A';s'  +  2By?  -f  2Wzx  -)-  zWosy  =  o 
Mit  de  révolution.  Démontrer  que  l'équation 

X(»»  +  y»  4-  »')  -h  (ouD  -i-  Pv  +  Y*)*  *•  o 
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représente  un  cône  de  révolution,  et  que,  réciproquement,  l'équation    d'un 
pareil  cône  peut  être  mise  sous  cette  forme. 

—  Construire  la  courbe  

y  =  Va?  4-  I  — V  I  —  X. 
Étudier  la  position  de  la  courbe  par  rap;)ort  à  la  tangente  à  l'origine. 

—  On  prend  trois  axes  rectangulaires  ox,  oy,  oz.  Une  sphère  a  son  centre 
sur  l'axe  ox\  une  droite  mobile  s'appuie  sur  Taxe  os,  reste  parallèle  au  plan 
xoyei  est  toujours  tangente  à  la  sphère.  Trouver  la  surfince  engendrée  par 
cette  droite. 


QUESTION  298 

ttoltttlon  par  M.  Qciqubt,  élève  du  Lycée  de  Lille. 


Si  Von  cherche  toutes  les  équations  du  quatrième  degré  telles 
que  les  carrés  de  leurs  racines  soient  en  même  temps  racines  de 
la  même  équation,  on  obtient  seize  équations  satisfaisant  à  cette 
condition,  4^  Former  ces  équations.  2^  Il  y  en  a  dix  dont  les 
coefficients  sont  réels;  démontrer  qu'au^unen*est  irréductible^  c'est- 
à-dire  quon  peut  les  décomposer  en  d'autres  équations  de  degré^^ 
moindres.  Trouver  leurs  racines.  8^  Des  six  équations  dont  les 
coefficients  sont  imaginaires  et  qui  satisfont  à  la  question^  il  y 
en  a  trois  qui  sont  les  conjuguées  des  trois  autres;  démontrer 
à  priori  qu'il  doit  en  être  ainsi. 

Nous  pouvons  mettre  ces  équations  sous  la  forme  générale 
05*  —  Ace»  +  Bic*  —  Co?  +  D  =  o  (») 

en  supposant  le  premier  coefficient  égal  à  l'unité. 

Soient  a,  b,  c,  d  les  racines  de  (a),  il  faut  que 

A.  =  So  =  Sa» 

B  =  Sa6  =  Sa«6* 

G  =  Soôc  =  Ha^b^c^ 

D  =  abcd  =  a»6«c»rf« 
en  éliminant  a,  6,  c,  d  entre  ces  huit  relations,  nous  obtien- 
drons quatre  équations  ne  contenant  plus  que  les  coefficients 
A,  B,  C,  D,  ce  qui  nous  permettra  d'obtenir  leurs  valeurs. 
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Si  Ton  remarque  que  • 

(LaY  =  Sa*  +  2lab 
ÇLaby  =  Sa"6«  +  aSafecSa  —  2abcd 
(ZabcY  =  r«*6»c*  +  2abciZab 
(abcd)^  =  a^b'd'd', 
on  obtient  immédiatement 

A*  =  A  +  2B  (1) 

B*  =  B  +  2AG  —  2D  (2) 

G*  =  C  -t-  2BD  (3) 

D«  =  D  (4) 

telles  sont  les  équations  simultanées  auxquelles  doivent 
satisfaire  les  coefficients  d'une  équation  du  4*^  degré  mise 
soQs  la  forme  (a)  pour  qu'elle  admette  comme  racines  les 
carrés  de  ses  racines. 

RésoWons  ce  système  et  pour  cela  remarquons  que  (4)  ne 
fournit  pour  D  que  les  valeurs  D  =  o  ou  D  =  i . 
Soit  d'abord  D  =  o. 

(,3)  donne  alors  G  =  o  ou  G  =  i.  Si  G  =  o,  (2)  donne 
B=  0  ou  B  =  I.  Soit  B  =  o,  alors  (i)  donne  A  =  o  ou 
A  =  1  ;  soit  B  =  I ,  de  (1)  on  tire  A  =  2  ou  A  =  —  i . 
Si  C  =  I ,  on  résoudra 

A*  =  A  +  2B  (5) 

B«  =   B  +  2A  (6) 

Ces  deux  équations  retranchées  membre  à  membre  donnent 
A'-B»  =_(A  —  B); 
d'où  A  ==  B  et  A  +  B  =  —  I. 

Si  A  =  B,  (3)  donne  pour  A  et  B,  3  ou  o.  Si  A  +  B  =  —  i , 
(5)  peut  s'écrire  A*  +  A  +  2  =  o; 

dou  A  =  ' — 

2 

—   I   ZP  7* 

«t  par  suite        B  =  —  i  —  A  = -i— ^ — 

2 

<^&  prenant  les  signes  supérieurs  et  inférieurs  ensemble. 

D'ailleurs,  on  remarque  que  l'on  peut  permuter  les  valeurs 
•Je  A  et  B,  car  (5)  et  (6)  se  déduisent  l'une  de  l'autre  par  le 
changement  de  A  en  B  et  de  B  en  A. 

Supposons  maintenant  D  =  i . 
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Les  équations  deviennent  alors 

A«  =  A  +  2B  fî) 

B»  =  B  +  aAC  —  2  (8) 

C*  =  C  +  aB  (9) 

Retranchons  (9)  de  (7)  membre  à  membre,  il  en  résalle 

A«  —  C>  =  A  —  C. 
d'oïl  A=G      et      A  +  C  =  l. 

Soit  d'abord  A  =  G.  Si  l'on  élimine  B  e^t^e  (7)  et  (8)  dans 
cet^  hypothèse,  il  vient 

|-A(A-i)J^   ^(-')+,A»-.. 

éqaatiop  qui  se  dédouble  en 

A=i 
et  A«(A  _  i)  =  2A  -f-  8(A  +  0- 

Cette  dernière  équation  peut  s'écrire 

A[A(A— i)  — 2]  =8(A+i) 
ou  A[(A«  —  i)  —  (A.+  i)]  =  8(A  +  i), 

d'oïl  l'on  tire  A  =  —  i 

et  A(A  — 2)  =  8. 

Ainsi  lorsque  A  =  G,  on  obtient  pour  A  et  G  les  valeurâ 
I,  —  1,4,  —  2.  Alors  (7)  ou  (9)  donnent  pour  B  les  valeurs 
correspondantes  o,  i,  6,  3. 

Soit  maintenant  A  +  G  =  i .  Alors  2AG  =  —  2C(C  —  i). 
Or  (9)  donnera  2B  =  C{G  —  i),  donc  (8)  devient 

B«  -f  3B  +  2  =  o, 
d'où  B  =  —  I  et  B  =  —  2. 


Si  B  =  —  I,  de  (9)  oq  tire  G  =    '  —  ^\ 

2 

d'oîi  A=i-G=.i-Ï^.  ' 

2 

Si  B  =  —  2,  on  a  pour  G ,  et  pour  A  — ; 

2  2r 

les  signes  supérieurs  et  inférieurs  devant  encore   être  pris 
ensemble,  dans  les  deux  cas.  > 

On  peut  donc  former  le  tableau  suivant  : 


-3W- 

C  B 


4 

—   2 

2 

I  +  7^ 

2 

!+i5i 

2 
T  —  l5î 


o 
3 


—  I    — 

7» 

2 

-1  + 

7* 

2 
O 
I 

6 
3 


—   2 


O 
I 
2 
—    I 
O 

3 


—  I  +  7f 


2 

— 

1   — 

• 

■  7* 

2 

I 

—  I 

4 

—  2 


«        7* 

2 

I  +7t 

2 

1  — i5< 

2 

On  Toil  iloQC  bien  qu'il   existe  toujours  seize  équations 
répondante  la  question,  que  dix  ont  leurs  coefficients  réels, 


n?oir 


«*  —  o:*  =  o 

oî*  —  2aj'  =  o 

ac*  +  a?'  4"  û5'  =  Q 

o;*  —  07  =  o 

^4  —  3a?*  -f-  3a?*  —  ^  =  o 

ar*  —  a;*  —  a;+  i  =o 

fip*-^a:i-f.£c**|.a?+  I  =0 

flct  -^  4a;?  4^  6aj*  T^  4a;  +  I  =  o 

a:»  «f  »flP*  4^  3iç^  4.  ^0?  4r  I  »  9 


(10) 

(") 

(12) 

(i3) 
(i4) 
(18) 
(16) 
(17) 
(18) 
(19) 
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que  six  ont  des  coefficients  imaginpires,  et  que,  parmi  ce> 
six,  trois  sont  les  conjuguées  des  trois  autres,  savoir 

2  2 

X* i — i—  ,t'  —  X* iE    -J-    I   =  0 

2  2 

I  qp  i5t       -  ,         I  ±  i5?         , 

X* 1 05*  —  20?* ûC  +  I  =  O 

2  2 

Il  faut  prendre  dans  ces  équations  les  signes  supérieurs 
et  les  signes  inférieurs  ensemble  comme  il  a  déjà  été  dit. 

Les  six  premières  équations  à  coefficients  réels  ont  4, 3. 
2,  ou  au  moins  une  racine  égale  à  zéro  qui  est  lui-même 
son  carré  ;  leur  premier  membre  peut  se  décomposer  immé- 
diatement, ce  qui  donne        x*  =  o  (10) 

x^(x  —  i)  =  o  (H) 

x*(x—  iy  =  o  (i2) 

X*  (x*  -^x  +  i)  =  0  (13) 

X  (x^  —  i)  =  o  (14) 

X  {x  —  i)'  =  0  (tû) 

(14),  (12)  et  (15)  admettent  respectivement  i,  2,  3  fois  la  ra 
cine  I,  qui  est  aussi  son  propre  carré.  Quant  à  (14),  ell( 
admet  les  3  racines  cubiques  de  Tunité  i,  a,  ^,  et  Ion  sai 
que  a  et  p  sont  les  carrés  Tune  de  Taulre ,  (13)  a  aussi  a  el| 
pour  racines. 

Les  équations  (16),  (17),  (18),  (19)  sont  réciproques;  leu 
degré  peut  donc  s'abaisser  de  moitié.  Mais  on  peut  remar 
quer  immédiatement  que  (16)  admet  deux  fois  la  racine 
et  que  (18)  n'est  autre  que  le  développement  de  (x —  iV 

On  a  donc       (x  —  i)*  (ce*  +  ^  +  0  =  ^  {^^) 

{x—iY  =  o  (18) 

Ainsi  (16)  admet  deux  fois  la  racine  i  et  les  racines  cubi 
ques  a  et  p  de  l'unité;  (18),  quatre  fois  la  racine  i. 

D'ailleurs  (17)  a  pour  racines  les  quatre  racines  cinquième 
imaginaires  de  l'unité,  et  l'on  sait  que  les  puissances  d'un 
racine  imaginaire  de  l'équation  binôme  telle  que  a?*  —  i  = 
sont  aussi  racines  de  cette  équation.  Les  carrés  des  racine 
sont  donc  bien  racines  de  l'équation.  Ces  racines  sont 
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±  >/?  —  i  rt:  I  y/io  ±  i^'ï 

en  prenant  le  même  signe  devant  y  5  . 

En  posant  x  -j =  y,  l'équation   (i9)  peut    s'écrire 

on 

jf*  -f-  3y  4"  ï  =  <>  ^^  (V  +  0*  =  c). 
Les  racines  de  (19)  sont  donc  deux  à  deux  égales,  les 

valeurs  de  x  sont  données  par  Téquation  x*  —  ccj/  +  i  =  o 

ou  X*  -f  o;  +  I  =  o  et  elles  ne  sont  autres  encore  que  a  et  ^. 

On  peut,  par  conséquent,  former  le  tableau  suivant  des 

racines. 

o  o 

o  o  (10; 


o 
o 

0 
I 

(li) 

o 

I 

0 

I 

(i2) 

o 

2 

— 

0 

-  I  —  iV3 
2 

(13) 

O 
2 

— 

I 
2 

(14) 

O 
1 



« 

I 
I 

1 
2 

(13) 

I 

—  I  +  îVs 

2 

(16) 

4    ^ 

2/5"  /? 

2/r  _ 

—  1 

+  .\/io  - 

-I  — ty  10  — 
4 

2^5 

■ 

.2/? 

(H) 

4 

—  3â4  — 

I 

I 

I 

I               ■            ( 

—  I  +tv/r 

-*- 1  —  fvr 

2 

—  1  +tvr 

4 

2 

-  I  -  .V3 

(18 


(19 

2  2 

Il  reste  à  démontrer  pourquoi  des  six  équations  à  coeffi- 
cients imaginairest  trois  senties  conjuguées  des  trois  aulres. 

Soit  P  -f*  Qt  =  o  une  équation  telle  que  si  elle  admet  la 
racine  p  -{-  gif  elle  admette  aussi  (p  -{-  qt)^.  Alors  Téquatiou 
P  —  Q/  =  o  admettra  évidemment  la  racine  (p  —  ^t),  et 
aussi  (p  —  gt)*,  puisqu'elle  ne  diffère  de  la  première  que 
par  le  changement  de  signe  de  t.  Donc,  à  toute  équation 
de  la  forme  P  +  Q*=  o 

satisfaisant  à  la  question,  correspond  une  équation  de  la 
forme  P  —  Qt  =  o 

satisfaisant  également  à  la  question. 

Nota.  •—  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Boulogne,  élère  du  iyM 
de  Lille. 


NOTE 


MM.  Baron  et  Daguillon,  élèves  du  Lycée  Henri  IV)  classe 
de  M.  de  TÉpinay,  nous  ont  adressé  des  solutions  des  ques- 
tions 1293  et  394. 

Ces  questions  sont  trop  simples  pour  qu'il  y  ait  lieu  d'en 
insérer  les  solutions.  Elles  avaient  été  proposées  pour  faire 
connaître  à  nos  lecteurs  le  genre  de  questions  posées  es 
Angleterre  aux  élèves  qui  étudient  la  géométrie  analytique* 

(Note  de  la  rédactûm.} 
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ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  1881 


Composition  de  Mathématiques. 

On  considère  une  parabole  P  et  une  droile  AB  normale  âu  point  A  é  eétie 
coarbe  [ee  point  A  se  projetant  d'ailleurs  sar  l'axe  au  foyer  même  de  la  courbe;* 
Troorer  le  lieu  des  sommets  des  seclions  faites  dans  le  cylindre  droit  qui  a 
pour  base  P,  par  des  plans  passant  par  AB. 

Épure. 

Un  tétraèdre  régulier  ABGD  dont  le  côté  a  190  millimètres,  a  l'une  de  ses 
&ees  ABC  sur  le  plan  horizontal  ;  le  sommet  t)  est  aa-dessns  du  plan  de  t)ro- 
jeetiofl.  On  considère  un  cône  ayant  son  sommet  en  A  et  potir  base  le  rerele 
Injcrjt  dans  le  triangle  BCD,  et  un  cône  ayant  son  sommet  en  B  et  potIr  base 
]e  eerde  inscrit  dans  le  triangle  ACD.  On  demande  de  représsntef  ee  qui  reste 
du  teirjède  lorsque  Ton  a  àté  le  folume  compris  dans  l'intérlettr  des  deux 
edn».  On  Indiquera  la  construction  à  faire  pour  déterminer  an  point  que^ 
conqae  de  l'intorsection  des  denx  cônes  et  la  tangente  eo  ce  point. 


sas 
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On  considère  la  courbe  du  troisième  ordre 

1*  Oq  doaiande  la  condition  à  laquelle  doivent  satisfaire  les  paramètres  m  et 
•  pour  que  la  droite 

ioit  tangente  à  cette  courbe  ; 

^  On  demande  le  lieu  des  points  d'où  l'on  peut  mener  à  la  courbe  proposée 
<^  tangentes  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués  de  la  conique  représentée 
l^r  l'équation 

i'^^  +  y'  +  2aa?î/  =  B; 

3*  Par  un  point  A  pris  sur  la  coarbe  on  mène  des  sécantes  coupant  cette 
coarbe  en  deux  points  variables  M,  M'.  On  demande  le  lieu  du  milieu  du  seg- 
neat  MH'.  Diicuter  la  forme  de  ce  lieu  et  indiquer  les  arcs  qui  répondent  à 
<^  sécantes  pour  lesquelles  les  points  M  et  M'  sont  réels. 
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CORRESPONDANCE 


M.  Catakin  nous  fait  remarquer  que  le  problème  traité  p.  10  est  bien  cnonu. 
On  en  trouve  une  soluiion  dans  son  Manuel  de  Cosmographie  y  1880,  p.  103 

M.  Catalan  nous  signale  aussi  la  question  213,  p.  86,  qui  a  été  énoncée  et 
démontrée  par  lui-même  en  1858  (Comptes  rendus,  t.  XLII).  G.  L. 


AVIS 


Nous  prions  nos  correspondants  de  vouloir  bien,  lorsqu'ils  nous  euvoieni  d«- 
solutions  de  questions  proposées,  se  conformer  aux  indications  suivantes: 

1*  Mettre  en  tête  leur  nom,  ainsi  que  la  désignation  exacte  de  l'établissenit 
auquel  ils  appartiennent  ; 

2*  Reproduire  le  numéro  et  l'énoncé  de  la  question; 

3*  Meure  chaque  question  sur  une  feuille  à  part  et  surtout  chaque  figure  &ur 
une  feuille  spéciale,  qui  peut  être  réunie  à  la  solution  ou  bien  porter  le  numènt 
de  la  question  correspondante; 

4*  Eviter,  dans  la  rédaction,  les  abréviations  qui  ne  sont  pas  usitées  <i«o^ 
l'impression. 

5*  Ecrire  lisiblement,  et  surtout  soigner  les  symboles  et  formules. 

Toute  solution  qui  ne  remplirait  pas  les  premières  conditions  pourrait  doi. 
ner  lieu  à  des  erreurs  ou  à  des  oublis.  SI  bs  deux  dernières  conditions  ne  &•» 
paa  remplies,  nous  serons  obligés  de  renvoyer  les  copies  à  leurs  auteurs,  poiii 
obtenir  une  nouvelle  rédaction  satisfaisante  ces  conditions;  les  élèves  qui  s« 
préparent  aux  examens  nous  sauront  gré  de  les  avoir  habitués  à  cjs  dei2Ù 
tout  matériels,  qui  ont  une  influence  d'ins  la  correction  des  copies. 

Nos  correspondants  nou4  rendront  service  en  nous  envoyant  les  questions  di 
Baccalauréat  es  sciences  données  dnhs  lesdiverses  Facultés  et  aussi  en  nous  fni 
sant  connaître,  pour  ceux  qui  se  préparent  aux  écoles,  leur  rang  d'admi^simn 
s'il  y  a  lieu. 


Le  Rédacleur-Oérant. 
J.  KŒHLER. 
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NOTE  DE  GÉOMÉTRIE 

Par  M.  Delpit»  élève  de  l'École  préparatoire  Sainte-Barbe. 


PROPRIÉTÉS   DU    TÉTRAÈDRE   A    ARÊTBS    ORTHOGONALES 

On  nomme  tétraèdre  à  arêtes  orthogonales  un  iéiraëdre  dans 
lequel  les  arêtes  opposées  sonl  perpendiculaires  (*). 

1.  —  On  peut  toujours  construire  une  infinité  de  tétraèdres 
jouissant  de  cette  pi^opriété. 

Donnons-nous  par  exemple  comme  base  le  triangle  quel- 
conqne  fiCD  ;  menons  les  trois  hauteurs  de  ce  triangle  ;  par 
ces  droites  faisons  passer  des  plans  perpendiculaires  au  plan 
do  triangle;  ces  plans  se  couperont  suivant  une  droite  AM 
perpendiculaire  à  la  base  ;  et,  si  Ton  joint  un  point  A 
quelconque  de  AM  aux  trois  sommets  B,  G,  D^  on  obtient  un 
télraèdrc  repondant  à  la  question.  En  effet,  l'arête  AD,  par 
exemple;  est  perpendiculaire  à  BG  parce  que  le  plan  ADE 
est  perpendiculaire  à  BG. 

i*--Sipai*mi  les  six  arêtes,  quatre  sont  perpendiculaires  deux 
Â  detio?,  ks  deux  autres  le  sont  amsi. 

Supposons  que  A6  soit  perpendiculaire  à  DG,  et  AD  à  BG  ; 
iDenons  les  hauteurs  du  triangle  de  base,  et  faisons  passer 
les  plans  par  ces  hauteurs  et  les  arêtes  latérales  ;  deux  de 
ces  plans,  les  plans  ADE,  ABF,  sont  perpendiculaires  au  plan 
BCD;  or  le  troisième  AGE  passant  par  leur  intersection  est 
aussi  perpendiculaire  à  la  base  et  par  suite  à  la  droite  BD; 
îionc  les  droites  BD  et  AG  sont  orthogonales. 

3.  —  Les  hauteurs  du  tétraèdre  se  coupent  en  v/n  même  point* 

Soit  I  le  point  de  rencontre  des  deux  hauteurs  AM  et  GN. 

Kenons  une  troisième  hauteur  DQ. 

Les  droites  DQ,   GN  appartiennent  respectivement  aux 

n  le  Wctear  est  prié  de  foire  les  flgures. 

/OOtlULDBKAtH.  1S81.  32 
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plans  ADE,  AGK,  qui  se   coupent  suivant  la  hauteur  AM; 
donc  les  droites  DQ,  CN  se  coupent  sur  la  droite  ÂM. 

Les  hauteurs  concourent  donc  en  un  même  point  qu'on 
appelle  centre  des  hauteurs. 

4.  —  Ias  plus  courtes  distances  des  arêtes  opposées  se  coupent 
en  un  même  point,  qui  est  le  centre  des  hauteurs. 

Considérons  les  arêtes  opposées  AB,  DC  et  les  pieds  P 
et  L  des  perpendiculaires  DL  et  BF.  La  droite  FL  est  per- 
pendiculaire à  CD  comme  étant  contenue  dans  le  plan  ABF 
perpendiculaire  à  cette  droite  ;  pour  une  raison  analogue, 
elle  est  perpendiculaire  à  AB;  donc  c'est  la  plus  courte  dis- 
tance des  droites  AB  et  DC. 

Elle  passe  par  le  point  I,  car  c'est  une  hauteur  du  trian- 
gle DLC  qui  a  pour  centre  des  hauteurs  le  point  L 

On  voit  que  les  pieds  des  plus  courtes  distances  sont  les 
pieds  des  hauteurs  des  faces. 

8.  —  Le  produit  de  deux  arêtes  opposées  par  leur  plus  courte 
distance  est  égal  à  six  fois  le  volume  du  tétraèdre. 

Nous  avons  AM  .  BF  =  FL  .  AB 

3V  =  AM  .  Surf.  BCD 

2Surf.  BCD  =  BF  .  DC. 
Multiplions  membre  à  membre  il  vient 

FL  .  AB  .  DC  =  6V. 

6.  —  Les  milieux  des  arrêtes  et  les  pieds  des  plus  couriez 
distances  sont  douze  points  sur  une  mêm^sphère. 

Soient  M,  N,  P,  Q,  les  milieux  de  quatre  arêtes  opposées 
deux  à  deux. 

La  figure  MNPQ  est  un  rectangle  dont  les  diagonales  sont 
égales  et  se  coupent  par  leurs  milieux. 

lien  résulte  que  les  trois  lignes  qui  joignent  les  milieux 
des  arêtes  opposées  sont  égales  et  concourent  en  un  même 
point  qui  est  leur  milieu  commun;  donc  les  points  M,  N, 
P,  Q,  R,  S  sont  sur  une  même  sphère.  Celte  sphère  coupe 
les  faces  suivant  les  cercles  passant  par  les  milieux  des 
arêtes,  c'est-à-dire  suivant  leurs  cercles  des  neuf  points. 


—  389  — 

La  sphère  passe  donc  par  les  pieds  des  plus  caurtes  dis- 
tances. 

La  môme  sphère  passe  encore  par  les  milieux  des  lignes 
qui  joignent  les  sommets  aux  centres  des  hauteurs  des 
faces. 

Cette  sphère  se  nomme  la  première  sphère  des  douze 
points  ;  nous  déterminerons  plus  loin  son  centre. 

7.  —  Le  centre  de  gravité  du  tétraèdre  se  trouve  au  milieu 
de  la  ligne  qui  joint  le  centre  des  hauteurs  au  centre  de  la  sphère 
circonscrite. 

D'abord  ces  points  sont  en  ligne  droite.  Soit  0  le  centre 
de  la  sphère  circonscrite  ;  soit  a  le  centre  du  cercle  circon- 
scrit au  triangle  BGD  ;  soit  y  i^  centre  de  gravité  du  mèrae 
triangle;  les  points  a,  y,  H  sont  en  ligne  droite. 

Le  centre  de  gravité  du  tétraèdre  se  trouve  sur  la  ligne 
Ay;  il  se  trouve  donc  dans  les  plans  tels  que  OaH  perpendi- 
culaires aux  différentes  faces  du   tétraèdre  ;   or  les  points 

0  et  I  sont  des  points  communs  à  tous  ces  plans  ;  la  droite 

01  est  donc  leur  intersection  et  le  centre  de  gravité  doit  s'y 

trouver. 

OC 
Calculons  le  rapport  -^7"  '» 

pour  cela  abaissons  Gq  perpendiculaire  sur  aH  : 

-IL  =  J^  =  -L 
yH         t^  4 

or  %y  = yH. 


Donc 


2 

Il  =  _i 
ay  2 


yO  1 

et  par  suite  =  -5-. 

agr  3 

Il  s'ensuit  que  g  est  le  milieu  de  aH  et  par  suite  G  est  le 

milieu  de  01. 

8.  —  Les  centres  de  gravité  des  faces  sont  les  sommets  d*un 
tétraèdre  homcthétique  inverse  au  tétraèdre  donné. 

Il  suffit  de  remarquer  que  la  ligne  qui  joint  les  centres 


—  340  — 

de  gravité  de  deux  faces,  est  parallèle  à  Taré  te  qui  joint 
leurs  sommets  non  communs  et  égale  au  tiers  de  celte  arête; 
de  plus  on  voit  qu'elles  sont  dirigées  en  sens  inverse. 

Le  rapport  d'homothétie  est  1/3.  Le  centre  d'homotiiétie 
est  le  centre  de  gravité  du  tétraèdre. 

9.  —  La  sphère  qui  passe  par  les  centres  de  gravité  des  faces 
passe  par  leur  centre  des  hauteurs  et  divise  dans  le  rapport 
de  i  à  2  les  lignes  qui  joignent  les  sommets  au  centre  des 
hauteurs  du  tétraèdre. 

Les  centres  de  gravité  étant  les  sommets  d'un  tétraèdre 
homothélique  au  tétraèdre  donné,  la  sphère  passant  par  ces 
points  a  son  centre  sur  la  ligne  qui  joint  le  centre  de  la 
sphère  circonscrite  au  centre  d*homothétie,  c'est-à-dire  sur 
la  ligne  OG.  11  divise  cette  ligne  dans  le  rapport  de  i  à  3, 
soit  L  ce  point.  Abaissons  L2  perpendiculaire  sur  la  ligne  kH. 

CL  _    I 

DC  ~  3 
CL         I      LI         2 


yq  __ 

I 

3  ' 

9i  _ 

I 

yi  = 

m. 

et    par  suile    ^i  -  ,  '  ci 

Tl      '1  IR  2 

Il  s  ensuit  que  — =r  =  -t-> 

ffH         3 

donc  -ï —  =  — , 

ffH         3  ' 

Le  point  L  est  équidislant  de  y  et  de  H.  Donc  la  sphère 
passe  par  les  centres  des  hauteurs  des  faces* 

Tirons  yL  et  soit  K  le  point  oh  cette  droite  coupe  la  hau- 
teur ÂH.  Appliquons  le  théorème  de  Ménélails  au  triangle 
ACI  coupé  par  la  transversale  yK  : 

AK         yC         LI   _ 

Kl     *    yA    •    CL   "■  ^ 

AK         I 

ou  -— —  .  —  2=1      AK  =  2KI. 

Kl         4 

La  sphère  passe  donc  par  les  points  qui  divisent  les  lignes 
telle  que  AI  dans  le  rapport  de  2  à  i. 

Cette  sphère  porte  le  nom  de  seconde  sphère  des  douze 
points. 

Son  rayon  est  le  tiers  du  rayon  de  la  sphère  circonscrite. 
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Cette  sphère  coupe  les  faces  suivant  des  cercles  ayant 
pour  diamètres  les  distances  de  leurs  centres  de  grayité  à 
leurs  centres  des  hauteurs. 

Le  rapport  -yj^  est  égal  à  — . 

10.  —  On  peut  iîiscrire  dans  le  tétraèdre  un  ellipsoïde  de 
révolution  ayant  pour  foyers  le  centre  des  hauteurs  et  son  symé- 
trique par  rapport  au  centre  de  la  seconde  sphère  des  douze  points. 

Prenons  le  symétrique  F  du  point  I  par  rapport  au  point 

L  et  son  symétrique  F  par  rapport  au  plan  BCD,  joignons  FI'. 

2R 
La  distance  FF  est  égale  à  2LH  = 


3 
La  droite  FI'  coupe  la  droite  xH  en  un  point   dont  la 

somme  des  distances  aux  points  F   et  I  est  constante   et 

,  2R 

égale  à  — r— .  Ce  point  appartient  donc  à  Tellipsoïde  ayant 

pour  foyers  les  points  F  et  I.  De  plus  c'est  un  point  de  tan- 
gence»  car  l'ellipse  déterminée  par  le  plan  FlaH  est  tangente 
au  plan  BGD. 

L'ellipsoïde  est  de  révolution  autour  de  son  grand  axe.  La 
longueur  do  ce  grand  axe  est  égale  au  diamètre  de  la 
seconde  sphère  des  douze  points.  Cette  sphère  est  la  sphère 
directrice  do  l'ellipsoïde. 

Le  rapport  des  distances  du  point  de  tangence  aux  points 

g  ei  l  est  égal  à  -yj-  ou  "yj-. 

Le  point  de  tangence  s'obtiendra  donc  en  menant  par  le 
point  I  une  parallèle  à  la  ligne  yL. 

La  considération  de  cet  ellipsoïde  fournit  quelques  corol- 
laires dont  les  plus  simples  sont  : 

Les  lieux  des  symétriques  des  points  I  et  T  par  rapport 
aux  plans  des  faces  sont  des  sphères  égales  ayant  pour 
centre  les  points  F  et  I  ; 

Le  produit  des  distances  des  points  F  et  I  aux  faces  est 
constant. 

11.  —  Loi'squ'un  des  angles  solides  du  tétraèdre  a  ses  angles 
plans  obtits,  il  existe  une  sphère  telle  que  chaque  sommet  est  le 
pôle  de  la  face  opposée. 
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SiippoMiitf  que  les  angles  en  A  soient  obtns.  Les  centres 
des  hauteurs  des  faces  ayant  pour  sommet  le  point  A  seront 
en  dehors  du  tétraèdre.  II  s'ensuit  que  les  lignes  qui  les 
joignent  aux  sommets  B,  C,  D  ne  rencontrent  chacune  le 
tétraèdre  qu'en  un  point  :  donc  leur  point  d'intersection, 
c'estr-à-dire  le  point  I,  centre  des  hauteurs,  est  en  dehors 
du  tétraèdre  ;  et  un  sommet  et  le  pied  de  la  hauteur  issue 
de  ce  sommet  seront  du  même  côté  par  rapport  au  centre 
des  hauteurs. 

Dans,  le  cas  où  l'angle  solide  en  A  n'a  pas  ses  angles 
plans  obtus  le  produit  lA  .  IH  est  constant;  lorsque  l'angle 
solide  a  ses  angles  plans  obtus,  le  point  I  est  transporte 
sur  la  ligne  AH  au  delà  du  point  A. 

On  Yoit  dès  lors  que  si  du  point  I  on  décrit  une  sphère 
dont  le  carré  du  rayon  soit  égal  au  produit  lA  .  IH,  le  té- 
traèdre sera  autopolaire. 

Cette  sphère  se  nomme  la  sphère  polaire.  EQe  a  pour 
centre  le  centre  des  hauteurs. 

Lorsque  la  sphère  polaire  existe ,  l'ellipsoïde  inscrit 
n'existe  plus.  En  effet,  un  de  ses  foyers  (le  centre  des 
hauteurs)  ya  en  dehors  du  tétraèdre  ;  comme  le  point  C  est 
toujours  à  l'intérieur  du  tétraèdre,  le  point  F  et  le  point  I  sont 
forcément  des  côtés  différents  par  rapport  aux  trois  faces 
ayant  leurs  sommets  en  A;  par  suite  l'ellipsoïde  est  impos- 
sible. 

Analogue  au  cercle  polaire  dans  le  triangle,  la  sphère 
polaire  fournit  comme  lui  plusieurs  corollaires  importants 
résultant  de  l'application  de  la  théorie  des  polaires. 

Cherchons  les  plans  polaires  des  pieds  des  hauteurs  des 
faces.  Ce  seront  des  plans  parallèles  aux  faces  opposées. 
Ces  plans  forment  par  leur  intersection  un  tétraèdre  ho- 
mothétique  au  premier,  et  tel  que  les  sommets  du  premier 
tétraèdre  se  confondent  avec  les  centres  de  gravité  du 
nouveau. 

Les  plans  polaires  des  pieds  des  plus  courtes  distances 
sont  des  plans  passant  par  les  arêtes.  En  effet,  on  a  vu  qne 
le  produit  des  segments  interceptés  sur  ces  droites  est  égal 
au  produit  des  segments  interceptés  sur  les  hauteurs. 
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12.  —  Les  arêtes  opposées  sont  conjuguées  par  rapport  à  la 

sphère  polaire. 

En  effet,  une  arête  est  dans  le  plan  mené  par  le  centre 
des  hauteurs  perpendiculairement  à  l'arête  opposée;  de  plus, 
si  Ton  joint  le  centre  au  point  où  ce  plan  coupe  la  seconde 
arête,  la  droite  menée  est  perpendiculaire  à  la  première 
arête;  de  plus,  comme  le  produit  des  segments  interceptés 
sur  les  plus  courtes  distances  est  égal  au  carré  du  rayon, 
il  s'ensuit  que  si  par  les  arêtes  opposées  à  l'angle  obtus 
on  mène  des  plans  tangents  à  la  sphère  polaire,  les  arêtes 
opposées  passeront  par  les  points  de  contact. 

13.  —  Relations  entre  les  rayons  des  sphères. 

Nous  appellerons  p  le  rayon  de  la  sphère  polaire,  R  celui 
de  la  sphère  circonscrite,  p'  celui  de  la  première  sphère  des 
douze  points. 

Si  on  prend  le  point  I  pour  origine  d'inversion,  la  sphère 
circonscrite  a  pour  inverse  la  seconde  sphère  des  douze 
points. 

Donc  en  appelant  P  et  F  les  puissances  du  point  I  par 
rapport  à  ces  deux  cercles  p*  =  PP\ 

Or  P  =  R«  —  8« 

R«  —  8* 
F  =  — — . 

9 

Donc  3p*  =  R«  —  8»        p^  =      '~  ^'  8«  =  R«  +  3p«. 

3 

La  première  sphère  des  douze  points  passant  par  les  pieds 

des  plus  courtes  distances  est  à  elle-même  son  inverse;  donc 

la  puissance  du  point  I  par  rapport  à  ce  cercle  est  égale  à  p'  : 

5« 


et 
donc 


p* 

4P* 

8» 

=  R« 

•  -  P'S 

-4P» 

P 

I 

2 

.  (R*  —  p»)'ïï 
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ECOLE  FORESTIÈRE  1881 


Mathématiques. 

1*  TrouTor  la  condition  pour  que  deux  équations  du  second  degré 

aa?  4-  fti  4-  c  =  0,       a'x^  -f  6'a?  -f  o'  =  o 
aient  au  moins  une  racine  commune. 
2*  Résoudre  l'équation 

3*  TrouTer  le  Heu  des  centres  des  cercles  qui  coupent  orthogonalemenl  deux 
cercles  donnés. 

Trigonométrie  et  oaloul  logarithmique. 

1*  Calculer  le  côté  AB  d'un  quadrilatère  plan  ABCD,  connaissant  le  côté  opposé 

CD  =  41375-^3 
et  les  angles  ADG  =  iio*  35*  35',35 

BDC  =    49   49  49  ,49 
ACD  =    36    36   36  ,36 
BCD  =    86    52  52  ,52 
â«  Après  avoir  trouvé  4  degrés  pour  la  hauteur  angulaire  d'une  tour,  ud 
observateur  s'avance  de  i  kilom.  vers  la  tour;  il  trouve  alors  5  degrés  pour  la 
hauteur  angulaire.  Quelle  est  la  longueur  du  chemin  qui  lui  reste  ù  parcourir 
pour  arriver  au  pied  de  la  tour? 


CONCOURS  GENERAL  DE  1881 


Mathématiques  élémentaires. 

Etant  donné  un  triangle  ABC  inscrit  dans  un  cercle  de  rayon  R,on  mène  les 
hissectrices  intérieures  des  angles  A,  B,  C.  ^ient  A,,  B,,  C„  les  points  où  (« 
bissectrices  rencontrent  la  circonférence. 

1*  En  désignant  par  S  et  Si,  les  surfaces  des  triangles  ABC  et  A|BiCp  \^^ 
D  le  diamètre  du  cercle  inscrit  au  triangle  ABC,  démontrer  qu'on  a  la  relation 

S|  _   R 

S  D 

%•  On  considère  une  suite  de  triangles  ABC,  A|BtCi,  A3B2C],  ...  ABBaCB,teb 
que  chacun  d'eux  se  déduit  du  précédent  comme,  dans  l'énoncé  ci-dessus,  le 
triangle  A|BiCi  se  déduit  du  triangle  ABC.  Démontrer  que,  lorsque  le  nombre 
entier  n  augmente  indéûniment,  le  triangle  A2nB2nC2D  tend  vers  une  positios 
limite  apy;  dans  les  mêmes  conditions,  le  triangle  A^n  4  iB2n  +  iGte  •i^  1  ^ 
aussi  vers  une  position  limite  a'p'Y';  les  deux  triangles  limites  sont  équilaté- 
raux  et  symétriquement  placés  par  rapport  au  centre  du  cercle. 
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3*  Démontrer  que,  si  l'on  prend  pour  unité  le  rayon  R  du  oerde,  te  produit 
des  nombres  qui  mesurent  les  diomètres  des  eercles  inscrits  dans  les  triangles 
ABC.AiBiC^...  AnBnCn  tend  vers  une  limite  lorsque  n  croit  indéfiniment. 

Math^jnatlqnes  spéciales. 

TrooTer  le  lieu  des  points  t^ls  que  les  pieds  des  six  norma  les  qu'on  peut 
mener  de  l'un  quelconque  d'entre  eux  à  un  ellipsoïde  donné,  à  trois  axes  iné- 
gaux, se  séparent  en  deux  groupes  de  trois  points  dont  les  plans  respectifs  sont 
parallèles  entre  eux. 

Montrer  que  si  l'on  se  donne  un  point  P  du  lieu,  la  solution  do  ce  problème 
c  mener  du  point  P  les  normales  à  VcllipstUde  »  dépend  de  la  résolution  de 
deux  équations  du  troisième  degré. 

Discnter  ces  équations. 


BACCALAUREAT  ES  SCIENCES 


ALGER 


Résoudre  4  cos  2X  +  3  cos  a;  —  i  =  o. 

~  Dons  une  sphère  de  rayon  donné,  déterminer  la  hauteur  DE  d'un  seg- 
ment sphérique  à  une  base,  de  manière  que  le  cône  droit  ABC  ait  un  volume 
égal  à  m  Ibis  le  volume  du  segment  BEC.  Le  problème  est-il  toujours  possible? 

—  On  donne  deux  droites  rectangulaires  OX,  OY  et  deux  points  sur  OY. 
Déterminer  sur  OX  un  point  M  tel  que  l'angle  formé  en  joignant  le  point  M 
aax  deux  points  pris  sur  OY  soit  égal  à  45  degrés. 

—  Déterminer  le  rapport  des  deux  bases  d'un  trapèze  isoscèle  sachant  que  le 

Toinme  engendré  par  ce  trapèze  tournant  autour  de  la  grande  base  est  les  ~ 

du  volume  engendré  par  le  trapèze  tournant  autour  de  la  petite  base. 

^  Dans  une  circonférence  de  diamètre  AB,  déterminer  une  corde  AC  telle  que 
si  on  fait  tourner  la  flgiure  autour  de  AB,  le  volume  engendré  par  le  segment 
eircnlaireAMC,  soit  égal  à  m  fois  le  volume  engendré  par  le  triangle  rectangle 
ACD,  D  étant  la  projection  de  C  sur  le  diamètre. 

—  Partager  un  trapèze  ABCD  en  deux  trapèzes  semblables  par  une  parallèle 
aux  bases.  Comparer  les  aires  de  ces  trapèzes  aux  aires  des  triangles  ADC  et 
ABC.  

LILLE 

Quelle  erreur  commet-on  sur  le  volume  d*un  tronc  de  cône  lorsqu'on 
substitue  à  ce  volume  celui  du  cylindre  de  même  hauteur  que  le  tronc,  et  ayant 
pour  rayon  la  moyenne  arithmétique  entre  les  rayons  des  bases  du  tronc?  Limite 
supérieure  de  cette  erreur  quand  la  différence  entre  ces  deux  rayons  ne  dépasse 
pai  Le  quart  du  plus  grand. 

—  Calculer  les  côtés  d'un  triangle  connaissant  les  angles  et  la  hauteur  issue 
du  Botnmet  A.  Trouver  le  périmètre,  le  rayon  du  cercle  inscrit,  et  le  rayon  du 
eerde  cireonserit  (formules  logarithmiques). 
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^  Connaissant  les  côtés  et  les  angles  d'nn  triangle,  évalaer  par  des  formab 
logarithmiqaes  le  rayon  du  cercle  circonscrit,  les  distances  da  centre  du  cercle 
aux  trois  côtés,  et  l'excès  de  la  somme  de  ces  distances  sur  le  rayon  du  eercle 
circonscrit. 

LYON 

Une  corde  MN  fait  avec  le  diamètre  AB  un  angle  a.  Trouver  la  snrfacedu 
tronc  de  cône  engendré  par  la  droite  MN  tournant  autour  de  AB.  Application 
MN  =  i;  AB  =  2 ;  a  =  4o«  25'  3o'. 

—  Trouver  le  maximum  ou  le  minimum  de  y  —  2x  lorsqu'on  a  la  relatioD 

i6w^  +  36ic^  =  q. 

- 

CLERMONT 

Dans  le  pbn  d'un  triangle  équilatéral  ABC,  de  côté  a,  on  trace,  à  une 
distance  d  du  côté  BC,  une  droite  XY  parallèle  à  ce  côté.  Calculer  en  fonctinn 
de  a  et  de  d  le  volume  et  la  surface  totale  du  solide  décrit  par  le  triangle  en 

tournant  autour  de  xy  d'un  angle  égal  à  — . 

—  Construire  un  carré  quintuple  d'un  carré  donné. 

—  On  donne  les  quatre  côtés  d'un  quadrilatère  inscrit  dans  un  cercle.  Oa 
sait  que,  dans  ce  quadrilatère,  les  angles  opposés  sont  supplémentaires;  on 
demande  de  calculer  par  la  trigonométrie,  et  sous  forme  logarithmique,  le 
carré  de  l'une  des  diagonales  du  quadrilatère  en  fonction  des  données. 

—  Résoudre  cos  x  =s  m  tg  x.  Discussion;  cas  où  m  =  i. 


GRENOBLE 

Dans  un  triangle  rectangle  ABC,  on  donne  l'hypoténuse  BC  =  a,  et 
l'angle  B.  Par  un  point  D  pris  sur  le  prolongement  de  BC,  on  mène  à  cette 
ligne  une  perpendiculaire  DX  autour  de  laquelle  le  triangle  est  supposé 
tourner.  On  demande  de  déterminer  le  point  D  pour  que  le  volume  engendré 
soit  double  de  celui  qu'engendrerait  le  môme  triangle  en  tournant  autour  de 
CK,  menée  par  C  perpendiculairement  k  BC. 


PARIS,  JUILLET  1881 

On  considère  trois  nombres  en  progression  géométrique  dont  la  somme 
est  constante.  Trouver  le  maximum  de  leur  produit. 

—  Le  rayon  de  base  d'un  cône  est  a  ;  son  apothème  est  b.  Exprimer  à  l'aide 
de  a  et  de  6  le  volume  de  la  sphère  inscrite  au  cône. 

—  Démontrer  que,  dans  une  ellipse,  le  produit  des  deux  rayons  vecteurs 
d*un  point  quelconque  par  le  carré  du  cosinus  de  l'angle  que  fait  la  normale 
arec  l'un  ou  l'autre  de  ces  rayons  est  égal  au  carré  du  demi  petit  axe. 

—  Un  tétraèdre  OABC  est  tel  que  les  trois  faces  OBC,  OAB,  OAG  sont  des 
trimgles  rectangles  en  0;  on  donne  les  arêtes  BC  =  a,  CA  =  6,  AB  =  c;  oa 
demande  de  calculer  :  !•  les  arêtes  OA  =  a?,  OB  =  y,  OC  =  ;ip  ;  2*  le  volume  du 
tétraèdre;  3**  les  tangentes  des  angles  dièdres  ayant  pour  arêtes  BC,  CA,  AD. 
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QUESTION  299 

Solution  par  M.  F.  Baudouin,  au  Collège  de  Beauvais. 


Tout  triangle  dans  lequel  les  rapports  des  périmètres  aux 
diamètres  des  trois  cercles  ex-imcrits  sont  exprimés  par  des 
nombres  entiei*s  est  rectangle.  Dire  la  forme  de  ce  triangle, 

(Geoffroy.) 

Donnons  à  p,  a,   6,  c,  r,  r',  r'  et  r"  les   significations 
connues  et  considérons  les  égalités 
^  ^{p  —  a)  r'  =  (p  —  6)  r'  =  (p  ==  c)  r";  elles  donnent 

r  r  r  r 

JL  —    P  —  ^    ^2 ^  /g, 

r  r  r  r 

X  =   P  ~  ^    =1 L  (3) 

t*  "  r  r  r 

Les  premiers  membres  de   ces  nouvelles  égalités  étant 

entiers,  les  seconds  le   seront  aussi,  de    même  que  leur 

somme  —  ;  par  suite,  si  Ton  considère  à  part  les  égalités 
r 

1^)»  (2),  (3),  on  voit  que  les  quantités  — ,  — ,  —  sont  la 

r      r      r 

différence  de  deux  nombres  entiers  ;  elles  sont  entières  aussi 
et  les  côtés  des  triangles  sont  des  multiples  du  rayon  du 
cercle  inscrit.  Prenant  r  pour  unité  on  a 

(p  —  a){p  —  b)(p  —  c)    ^  ^ 

P 

ou  ^p^a){p  —  b)(p  —  c)=p.  (4) 

Considérons  les  points  a,  p,  y  oh  le  cercle  inscrit  touche 
î^  côtés  du  triangle  ABC  et  posons 

Ap  =  a?,  B%  =  y  Gy  =  z. 

Noos  aurons       p  =  œ  +  y  +  * 

a=  y  +  z 
b  =  x  -\-  z 
c  =  CD  +  y. 


f 
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L'égalité  (4)  devient  alors 

xyz  =  a?  -j-  !/  +  j5. 
Si  Xy  îfy  z  sont  entiers,  a,  b,  c  le  sont  également  et  par 
conséquent  multiples  de  r.  Mais  l'égalité  est  satisfaite  pour 

X=   I,  J/  =  2,  J5  =  3. 

Donc  a  =  5,  6  =  4,  c  =  3,  ou  a  =  5r,  b  =  4?',  c  =  3r. 
Le  triangle  est  dès  lors  reclangle,  puisque  a*  =  6*  -[-  c^ 
La  forme  du  triangle  est  déterminée  par  les  valeurs  mêmes 

de  ses  côtés. 

Nota.  —  La  même  question  a^té  résolue  par  HM.  Gobert,  au  collège Chaptal; 
Bonnieux,  à  Riom  ;  Henry,  à  Bréchaincourt. 


QUESTION    303. 

•olntloB  par  M.  Dblpit,  élève  à  l'Ëeole  préparatoire  Saint-Barbe. 


On  donne  un  cercle  et  un  point  fixe  P  intérieur.  On  demande 
i^  Quel  est  le  lieu  des  points  symétnques  du  point  P  par  rap- 
port aux  quadrila- 
tères iTwcnteABCD 
dont  les  diagonaki 
sontrectangulwrti 

et  passent  par  ^( 

point  P- 

2^Qtielesllelieii 

des  sommets  d(s 
guadrilutères  obte- 
nue en  menant  par 
les  sommets  desqua- 
drilatères  ABCD 
des  parallèles  aux 
diagonales, 

!•  Soit  AB  un 
des  côtés  du  qua- 
drilatère   ABCD, 
et  M  le  symétrique  de  P   par   rapport  à  ce  côté.  Soit  Rie 
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milieu  de  AB,  K  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  au 
milieu  C  de  OP  sur  ÂB. 

Le  triangle  rectangle  ORB  donne  OR*  +  RB*  =  R*. 
R  étant  le  rayon  du  cercle»  remplaçons  RB  par  RP,  on  a 
OR*  +  RP*  =  R*.  Il  résulte  de  là  que  la  médiane  RC  du 
triangle  ORP  est  constante.  Menons  GQ.  K  étant  le  milieu 
de  RQ^  les  obliques  CR,  CQ  sont  égales.  Donc  GQ  est 
constante. 

OrOM  est  le  double  de  GQ;  donc  le  lieu  du  point  M  est 
une  circonférence  concentrique  à  la  circonférence  donnée. 

3^  Par  les  points  A  et  B  menons  des  parallèles  aux  dia- 
gonales. Soit  I  leur  point  de  rencontre. 

Le  quadrilatère  AIRP  est  un  rectangle.  Donc  la  diago- 
nale PI  passe  par  le  milieu  R  de  AB  et  y  est  divisée  en 
denx  parties  égales» 

Si  nous  tirons  01,  cette  droite  est  le  double  de  GR  ;  or 
CR  est  constante  et  égale  à  GQ,  donc  01  est  constante  et 
égale  à  DM. 

Donc  l'ensemble  des  deux  lieux  se  réduit  à  une  circon* 
férence  ayant  pour  centre  le  centre    du  cercle   donné  et 

{fût         ÔP*" 
pour  rayon  2   ^  K    —  _  • 

>OTA.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Fiéret,  de  LiUe. 


QUESTION  305 

^•l«(l0B  par  M.  Aug.  Daguillon,  élère  du  Lycé3  Henri  IV  (classe  de 

H.  Macé  de  rÉpinay}. 


On  donne  un  cercle  0  et  par  le  centre  de  ce  cercle  on  mène 
deux  rayons  rectangulaires  Ok  et  OB  ;  par  les  extrémités  de  ces 
ruyons  on  mène  deux  droite^  parallèles  à  deux  directions  fixes 
ft  rectangulaires.  Ces  deux  droites  se  coupent  en  un  point  I 
dont  on  demande  le  lieu  lorsque  le  système  ÂOB  tourne  autour  du 
point  0. 

On  pdiit  toujours  supposer  que  les  deux  directions  rectan- 
gulaires données  passent  par  le  centre  du  cercle  ;  soient 
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ox,  oy,  ces  deux  directions  et  AOB  une  position  quelconque 
du  système  mobile.  Soient  C  et  D  les  intersections  respec- 
tives des  droites  BI, 


A!> 


AI  avec  Taxe  auquel 
chacune  d'elles  n'est 
pas  parallèle.  Les 
angles  BOC,  AOD 
sont  égaux  comme 
ayant  même  complé- 
ment COA;les  trian- 
gles BOC,  AOD  qui 
ont  en  outre  l'hypo- 
ténuse égale  sont 
donc  égaux  et  OC 
=  0D. 

Mais  OC  =  DI  et 
OD  =  CI  ;  donc  ID 
=  IC.  Donc  le  lieu  du  point  I  est  la  bissectrice  du  premier 
angle  des  axes  xoy. 

Gomme  d'ailleurs  rien  n'indique  celui  des  points  A  et  B 
par  lequel  doit  être  menée  la  parallèle  à  chaque  direcliou, 
une  .démonstration  analogue  ferait  voir  que  le  lieu  du  second 
point  r  correspondant  à  la  position  AOB  du  système  mobile, 
est  la  bissectrice  du  second  angle  des  axes. 

On  voit  d'ailleurs  facilement  en  faisant  varier  cette  posi- 
tion, que  le  lieu  se  réduit  à  la  partie  de  ces  bissectrices 
contenue  à  l'intérieur  du  carré  MNPQ  circonscrit  au  cerrle 
parallèlement  aux  directions  données. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Delaporle,  Fiévet,  de  Liiie  ; 
Rivard,  au  Mans;  Joly,  à  Tarbes;  Gallon,  lycée  Louis-le-Grand;  Dupuv.  a 
Grenoble;  Bertln,  école  normale  primaire  à  Yesoul;  Delpit,  à  Suinte-Barbe; 
Prost,  Pérrier,  à  Lons-le-Saulnier;  Baudouin,  à  Beauvais;  La  Chesnais.  à  Ver- 
sailles. 


Solatloi 
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QUESTION  306 

par  M.  Dklpit,  École  préparatoire  de  Sainie-Barbe. 


Par  le  sommet  A  d'un  triangle  isoscèle  on  mène  une  sécante  AL 
on  prend  le  symétrique  M  du  point  G  par  rapport  à  la  droite  AL 
et  on  mène  la  droite  BM  qui  coupe  AL  en  P.  Lieu  du  point  P. 

Joignons  AM,  DG.  M  étant  le  symétrique  de  G  par  rap- 
port à  AL,  AB=AC=AM. 
Le  lieu  de  M  est  dès  lors 
une  circonférence  décrite 
de  A  comme  centre  avec 
AB  pour  rayon. 

Il  suit  de  là  que  l'angle 

BMC  est  constant  et  a  pour 
BC 


mesure 


il  est  donc 


égal  à  la  moitié  de  l'an- 
gle au  centre   ABG.   Ge  même  angle  est  aussi   égal  a  la 
moitié  de¥PG;  Donc"BPC  =  BAG. 

Par  suite  le  quadrilatère  BADG  est  inscriptible  et  le  lieu 
du  point  P  est  la  circonférence  circonscrite  au  triangle  BAG. 

>'0TA.  —  Ont  résola  la  même  qu&stion  :  MM.  Baudoin  à  Beau  vais;  Gallon,  au 
Ivcée  Loais-4e-Grand;  Delaporte,  Fiévet  à  Lille;  Bertin,  école  normab  de  Ve- 
^ui;  Dupuy,  à  Grenoble;  Perrier,  Prost,  à  Lons-le-Saulnier;  Lachesnais,  à  Ver- 
6ijï\\es;  DaguiUon,  Lapareilié,  lycée  Henri  lY;  van  Aubel,  à  1  Athénée  de  Liège; 
'iiûo  Lorla,  à  Manloue;  Joly,  à  Tarbes. 


QUESTION  313. 

ilolntioB  par  M.  Louia  Riva&d,  élève  au  Lycée  du  Mans. 


Si  dans  un  triangle  ABC,  les  côtés  a  e/  b  sont  tels  que  l'on 
ait  a  =  b/T,  démontrer  que  :  /•  la  médiane  du  triangle  qui 
part  du  sommet  A  coupe  le  côté  BG  sous  un  angle  égal  à  Vangle 
A  du  triangle;  i^  que  cos'  A  =  cos  2B. 
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^^  Par  hypothèse  on  a  a  =  fty^;  d'où 

_£  _   6V/2  _  _6_ 

6    /—  a 

a  ^  6 

2 
Ce  qui  montre  que  les  deux  triangles  CDÂ.  et  GBD  qui  onl 
Tangle  commun  G  compris  entre  deux  côtés  proportionnels 
sont  semblables.  Par  suite  CDA  =  GÂ6. 

2^  De  régalité  a  =  b\/2  on  tire 

sin  A  =  V  2  sin  B 
sin*  A  =  2  sin*  B 
I  —  sin»  A  =  I  —  2  sin*  B 
cos*  A  =  cos  2B 

Nota.  —  Ontré3olu  la  même  question  :  MM.  Bompard,  collège  Stanisbs; 
Baadoin,  à  Beau  vais;  Delcambre,  collège  Chaptal;  de  Lagenardière,  à  Besin- 
çon;  Witte,  LapareiUé,  lycée  Henri  IV;  Bonnîaud,  Dulcy,  Moreau,  h  ChÂ- 
leauroux  ;  Boissière,  Tineif  Hellot,  lycée  CorneiUe,  à  Rouen  ;  Debray,  à  Cbau- 
vency -Saint-Hubert  ;  Joly,  Barthe,  à  Tarbes;  Perrier,  a  Lons-le-Saulnier; 
Ménigault,  Lerouge.  à  Paris  ;  Hamon,  au  Mans  ;  Fiévet,  à  Lille  ;  Foumier,  à 
Moulins;  Gino  Loria,  à  Mantoue;  Henry,  à  Brédiaincourt. 


QUESTION  314 

SloliiiloA  par  M.  YrriB,  élève  du  Lycée  Henri  IV. 


On  considère  un  cercle  de  centre  0  et  deux  diamètres  rectan- 
gulaires AB,  CD.  Du  point  A  comme  centre  avec  AG  =  AD 
pour  l'ayony  on  décrit  un  ceixley  et  l'on  prend  un  point  M  sur  ce 
cercle.  On  mène  les  lignes  AM,  BM  qui  rencontrent  le  cercle  0 
aux  points  A!  et  B'  ;  on  mène  aussi  le  rayon  01  qui  passe  par  k 
point  M.  Démontrer  que  Von  a  arc  GI  =  arc  B'C  +  (^^c  AT. 

Il  suffit  de  démontrer  que  GOI  =  B'OG  +  A'OI  ou  en 
remplaçant  ces  angles  par  des  valeurs  équivalentes  : 
7c  —  DOT  =  Il  +  DOI  —  BOA'  =  tc  +  DOI  —  2B'BA' 
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ou  DOI  =  B'BA'9  c'esl-ànlire.  en  écrivant  que  les  complé* 
ments   de    ces    angles 
sont  égaux  : 

BOI  =  AOr  =  AMB', 
puisque  l'angle  MA'B, 
est  droit. 

Considérons  les  trian- 
gles HAB,  MAO,  ils 
donnent 

MA»  =  2R*  =  R  .  2R 
=  AO  .  AB 

MA 


AB 


AO    ""    MA  * 

Ces  deux  triangles  sont  donc  semblables   comme   ayant 
uo  angle  A  égal  compris  entre  côtés  proportionnels,  donc 
AOr  =  AMB',  c.  Q.  F.  D, 

La  démonstration  aurait  été  la  même  si  on  eût   pris    le 
point  M  à  l'intérieur  de  la  circonférence  0. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Dulcy,  à  ChAteauronx  ;  Bom- 
l»rd.  au  eoilège  Stanislas. 


QUESTION   316 

ItoloiloM  par  M.  Rivard,  élève  au  Lycée  du  Mans. 


On  danne  deux  parallèles  kelB:  sur  la  première  est  im  point 
lijce  0.  Soit  G  un  point  quelconque  de  B.  Sur  OC  comme  dia-- 
»»€/re  décrivons  une  circonférence  et  menons  en  G  la  tangen.e 
CD,  sur  laquelle  nous  prenons  CD  =  GO.  Enfin  joignons  le 
p-int  D  au  milieu  E  de  GO;  cette  droite  rencontre  le  cercle  en 
'*eux  points  I  et  1'  dont  on  demande  le  lieu  géométrique. 

(De  Loiigchamps.) 

Dq  point  0  abaissons  la  perpendiculaire  00'  sur  B.  Le 
point  0'  appartient  à  la  circonférence.  Par  suite  les  droites 
01,  or  sont  rectangulaires. 

JOt'BRAL  DE  MATH.   1881.  i3 
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La  ligne  01  fait  avec  la  droite  B  un  angle  conslant.  ëd 

effet  lO'C  =  — CED.Ordans 

2 

le  triangle  CED,  on  a  C=;  idr 
CE  I 


de  l'angle  droit  lO'I. 


et 


=  — ,  ce  qui  prouve 


CD  2 
que  tous  les  triangles  rec- 
tangles CED  sont  semblables 
et  par  suite  que  CED  est 
constant. 

Un  calcul  très  simple 
montre  que  cet  angle  vaut 
3i«47'3',  i3. 

Le  lieu  des  points  I  et  1' 
se  compose  donc  des  côtés 


Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  H.  Bourget,  k  Aix  ;  DelpU,  Doc- 
teur, à  l'école  préparatoire  Sainte-Barbe;  Bompart,  an  eollège  Stanislas;  Yitte. 
au  lycée  Henri  IV  ;  Joly,  à  Tarbes. 


QUESTION  322 

SolaUoM  par  M.  Louis  Ritard,  élère  au  L^cée  du  Mans. 


Trouver  cinq  nombres  en  progression  arithmétique,  connaissant 
leur  somme  et  leur  produit. 

Soit  y  la  raison  de  cette  progression,  œ  le  troisième  terme: 
les  cinq  nombres  cherchés  sont  : 

(x  —  2y),    (X  —  y),    X,    (x  -f  y),     (x  -f  2y). 
La  somme  de  ces  nombres  est  5x,  x  est  donc  connu,  soit 
(C  =  a,  le  produit  des  cinq  nombres  est  | 

(a  —  2y){a  —  y)a(a'{-  y)(a  -f  ly)  =  m»  ;  | 

d'oii  4ay*  —  5a'j/"  -f*  a*  •— *  m'  =s  o. 

La  résolution  et  la  discussion  de  cette  équation  rentrent 
dans  la  résolution  de  Téquation  bicarrée.  ! 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Perrier,  à  Loils-te-S>ulaic!l 
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Boissière,  Tiôel,  UeUo,  à  Rouen;  Joly,  à  Tarbes;  Fievet,  à  Lille;  Gino-Loria, 
à  HaDtcme;  van  Aubel,  à  Liège;  Dapay,  à  Grenoble;  Bord,  à  Passy  ;  Oebray! 
à  ChaQveDcy-Saint-Habert;  Menigault,  à  Paris;  Baudoin,  à  Beaavais;  Vitte, 
Lepareillé,  au  iycée  Henri  lY;  Bonnieax,  à  Riom;  Blessel,  Leroage,  à  Paris.' 


QUESTION  323 

l^lntioB^  par  M.  Alphonse  Jolt,  élève  an  Lyeée  de  Tarbes. 


Trouvet*  le  minimum  du  volume  d^un  tronc  de  cône  droit  à 
bate$  paralUles  drconêcrit  à  un  hémùphère. 

Posons       ED  =  £C,      OB  =  y,      OE  =  H, 
on  a  V  .  ABCD  =  -i-  irR  (up*  +  ccy  +t/»). 

La  question  revient  à 
irouTer  le  minimum  de 

Menons  OH  et  soit 
BF  parallèle  à  EO.  Les 
triangles  rectangles 
DFB  et  OHB  étant  é- 
gauzy  DB  =  OB  =  1/.  De  plus  ou  a 

Î,«=:R»  +  (x  -  yy  d'où  y  =    ^*  +  ""' . 

Portant  cette  valeur  dans  l'expression  (a),  égalons  à  m,  il 
7a;*  —  2x^  (2m  —  2R*)  +  R*  =  o, 


Tient  : 


d'oïl 


20?  —  2R^  ±  V'  4m»  —  8mR«  — 


3R» 


Pour  la  réalité  des  racines  on  doit  avoir 

4m»  —  8mR*  —  3R*  >  0, 
ou  4  (m  —  m)  (m  —  m")  >  o, 

ce  qui  exige  que       m  >  m'    m  <  m"; 
on  tire  du  trinôme  (1)  égalé  à  0         ^ 

R«  (2  ±  v/7  ) 


(1) 


m  = 


Pour  ;i» 


'_  R!(l±v£) 


m  ss 


2 


on  a  un  minimum  1 


—  3S6  — 


R' 


X 


La   valeur    correspondante    de    x*   est      ;  par  suite 

-  V7 

R      ^             r(i  +y/7  ) 
= et  «  = ^^ —  , valeurs  que  Ion  construit 

*/—  */~ 

V7  2V7 

facilement.  

T«   vnlnm«  ™î„i„,nn,  P,t      ^R»  (2  +  v/7    ) 

Le  volume  minimum  est ^ . 

o 

Il  n'y  a  pas  lieu  de  considérer  le  maximum,  que  Ton  trou- 
verait d'ailleurs  négatif. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Baudoin,  à  Beauvais;  Probt, 
Perrier,  à  Lons-le-Saulnier;  Rivard,  au  Mans;  Tinel,  Heilo,  Boissièrâ.  à 
Rouen  ;  Menigault,  à  Paris. 


QUESTION  324 

Solntioapar  M.  Ed.  van  Aubel,  élève  à  T Athénée  de  Liège. 


Construire  géométriquement  un  triangle  ABC  connaissant  «n 
côté  a,  le  périmètre  2p  et  la  surface  S. 

Ëlant  donnés  le  périmètre  et  la  surface,  on  aura  le  rayon 

du  cercle  inscrit  par  la  relation  S  =p/'- 

Gela  posé;  soient  I  le  centre  du  cer- 
cle  inscrit  et  Y  le  centre  du  cercle 
exinscrit  opposé  à  A. 

Ou    peut    construire    le    triangle, 

rectangle  AMI,   dont  on  connaît  les, 

deux  côtés  de  Tangle  droit  | 

Sr  f 

AM  =  tt  — a,  MI   =  — .        j 

P         J 
On  décrira  ensuite  le  cercle  I  el  ofl 

mènera  la  tangente  AC. 

De  plus,  si  Ton  remarque  que  AQ  =  AT  =  p,  il  senj 
facile  de  construire  le  cercle  T.  j 

Il  ne  reste  plus  alors  qu'à  mener  la  tangente  comniunt 
BC  aux  deux  cercles  I  et  T.  i 

Nota.  —  Ont  résolu  la  méine  question  :  MM.  H.  Bourgct,  à  Aix  ;  Bo-inieiu 
à  Riom;  Dulcy,  à  Chdteaui*oux  ;  Rivard,  Provost.  au  Mans;  Prost,  rerrier« 
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Lons-le-Saalnier ;  Boissière,  Tindl,  à  Rouen;  Baudoin,  à  Beauvais;  Tailhac. 
Joly,  à  Tarbes;  Lapareillé,  au  lycée  Henri  lY;  Dupuy,  à  Grenoble;  Gino- 
Loria,  à  Mantoae;  Debray,  à  Chauvency-Saint-Hubert;  Blessel,  à  Paris; 
Lefèvre,  à  Senlia;  Flévet,  à  Lille;  Henry,  à  Bréchaincourt. 


NOTE  D'ALGEBRE 

Par  M.  Cfh.  Pravax,  professeur  au  Collège  d*AuUiii. 


Comme  application  de  sa  théorie  sur  la  reclierche  des 
facteurs  commensurables  d'ordre  quelconque  d'une  équation 
algébrique  et  entière,  M.  de  Longchamps  a  déterminé  (t.  lY , 
p.  73)  les  conditions  de  divisibilité  d'un  polynôme  entier  de 
degré  m, 

+  ... +A,n  (1) 

par  le  trinôme  du  second  degré 

X*  —  px  —  q  (2) 

Ces  conditions  peuvent  facilement  être  obtenues  par  un 
moyen  direct. 

Effeclivement,  pour  quele  polynôme  (l)soit  divisible  parle 
trinôme  (2),  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  puisse  trouver  un 
polynôme  entier  de  degré  m  —  2, 

B»  ce»»-  2  +  Bi  x^-  »+...+ Bn-2a^-« 
+  Bn  -  4  ac»  -  «  -  ^  +  B»  0?  «  -  »  -  2  +  , . .  +  B„  _  j  (3) 
tel  que  le  produit  de  ce  dernier  polynôme  par  le  trinôme  (2) 
soit  identique  au  polynôme  (1). 

En  écrivant  que  le  coefficient  du  terme  de  chaque  degré 
dans  le  produit  des  expressions  (3)  et  (2)  est  égal  au  coeffi- 
cient du  terme  de  même  degré  dans  le  polynôme  (1),  on  a, 
pour  déterminer  les  m  —  i  coefficients  du  polynôme  (3), 
les  m  -f-  1  équations  Ao  —  Bq  =  o 

A,  +  pBo  —  Bi  =  o 
Aj  -f*  çBo  -j-  pBj  —  Bs  =  o 
Aa  +  gBi  +  pB,  — B,=  o 


(A) 


Am  —  2  +  çBm  -4  -|-  pBm  —  3  —  Bf»  _  2  =  O 
km  "  i  +  qBm  -  3  +  pB,n  -2  =  0 

Am  -}-  Bm  -2=0 
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Donc  pour  que  la  division  proposée  soit  possible,  il  faut 
et  il  suffit  que  les  équations  (A)  soient  compatibles,  c'estr 
à-dire  que  Ton  ait 

Ao  ^  -I     o    G  . . .   o    o  o 

Al        p  -I     o  . . .   o    o  o 

Aj        g    p  -I     . .    o    o  o 

A3        o    9    p  . . .    o    o  o 


Am 
Am 
Afïi 


et 


(D.) 


•«0 

Al 
A. 
Ai 


3  O  O 

S  O  O 

1  O  O 
—  I         O 

p  — I 


p  -I       O 
9      p   -I 

O    9    p 


==  0, 


(D,) 


o 
o 


q      p  — I 
o      q      p 


o 
o 
o 


o 
o 
o 
o 


0 

o 
o 

0 


Am  —  3 

Am    -  2 
Am 


O 
O 


O 
0 


O 
O 


p  — I        O 

q      p  —X 


=  0. 


.'  Désignons  par  Am  -  1  le  déterminant  obtenu  en  suppri- 
mant dans  (Di)  la  première  li$^ne  et  la  première  colonne, 
et  généralement  par  Ak  le  déterminant  que  Ton  obtient 
par  la  suppression  dans  Ak  + 1  de  la  première  ligne  et  de 
la  première  colonne;  de  sorte  que  Ak  est  un  déterminant 
à  i*  éléments  et'*'de  la  forme 


o 


■I 

q 


o 
-I 

p 


o 
o 
o 


o 
o 
o 


o    o    o  . ..  p  -I 
000  q    q 
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Au  moyen  de  cette  notation,   les  équations  (D|)  et  (D,) 
prennent  la  forme 

Aj  Am  -  I  +  Aj   Am  -  8  +    •  •  •    +  Am  -  4  ^8  +  A  m  -  8  Aj 

-|-  Am  -  1  =  O 

Ao  Am  -  î  +  A,  Am  -  3  +    •  •  •    +  Am  -  ?   Aj   +  Am  -  2  At 

,      Am 
H =  0 

q 

en  posant,  pour  conserver  la  symétrie,  Ao  =  i . 

Calcul  des  déterminants  A.  —  On  a  évidemment 

Ar  =  pAïc  -  1  +  ?Ak  -  a 
el  si  dans  celte   formule  on  remplace    K  successivement 
par  2,  3,  4,  5,  6  et  que  Ton  remarque  que 

Ao  =  I ,    Al  =  p 
on  aura,  en  désignant  par  G*"  le  nombre  des  combinaisons 

de  m  objets  pris  n  à  n, 

A,  =  p«  +  ç  =P'  +  Gjg 

A,  =  pJ  -f  2pq  =  P*  +  Cjpg 

ls  =  p'    U  3p^q  +  gt  =  d*  +  Cjp'g  +  Cjpî» 

A:  =  p5  +  4p«g  +  3pî«      .  =  p»  +  Cjp«y  +  Cjp?» 

As  =  p*  +  5p*g  +  6p«g«  +  g3  =  p«  +  6J  pj  +  CJp Y  +  C»(j3 
On  a  donc,  par  induction, 

Pour  vérifier  cette  formule,  nous  la  supposerons  vraie 
lorsque  l'indice  du  premier  membre  a  Tune  quelconque 
des  valeurs  2,  3,  4,  . . .  &,  et  nous  démontrerons  qu'elle  est 
encore  vraie  lorsque  cet  indice  a  la  valeur  fc  -f- 1. 

On  a,  en  effet,    A^  ^  ^   =  pA^  -f  q^^  _  ^ 
ou 

\  1  r*in*—  <      *—  2  1/1*  —  a      *  —  4      2, 

^*-'=P[P+C^         p         9+C^        p  ?  +... 
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ou  encore 

+  ...+(c*-»+cî;-';)p*  +  ^-»".  r+  ••• 

et»  généralement 

p*  -  M     ,     ^,*  -  n  />*  +  <-«: 


on  a  donc  la  formule 


^„  p  9    +  •  •  •  • 

qui  se  déduit  bien  de  la  formule  (d)  par  le  changement  de 
/(?  en  fc  -j-  I , 


ETUDE  SUR  LES  COORDONNEES  TANGENTIELLES 

ET  LEURS   APPLICATIONS 

Par  M.  E.  S,  llo««el. 

{Suite;  voir  page 319.) 


Équations  en  coordonnées  tangentielles  des  coniques  qui  satisfont 
à  des  conditions  spéciales,  —  Gomme  nous  l'avons  déjà  dit, 
on  représente  souvent»  en  coordonnées  tangentielles,  une 
fonction  linéaire  des  coordonnées  u  et  t;  ou  dos  coordonnées 
homogènes  u,  v  et  w,  par  une  seule  lettre  M,  par  exemple, 
de  sorte  que  M  =  o,  dans  cette  notation  symbolique,  esl 
réquation  d*un  point.  Ce  mode  d'écriture  est  analogue  à 
remploi  des  coordonnées  trilinéaires  X,  Y,  Z;  on  donne 
quelquefois  aux  coordonnées  tangentielles,  ainsi  entendues, 
le  nom  de  coordonnées  Irilatères. 

—  Équation  générale  des  coniques  tangentes  aux  tangentes  corn- 
munes  des  deux  coniques  f  (u,  v)  =  o  et  cp  (u,  v)  =  o.  —  Nous 
avons  déjà  démontré  plus  haut  que  les  coniques  qui  touchent 
les  tangentes  communes  aux  deux  coniques  f  (u,  t;)  =  o  el 
<p  (tt,  v)  =  o    sont    comprises    dans  Téquation    générale 

(w,  v)  +  A<p  (w,  v)  =  o. 
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—  Équation  générale  des  coniques  qui  touchent  les  tangentes 
menées  à  la  conique  f  (u,  v)  =  o  par  les  points  M  =  o  ^t 
N  =  0.  —  Celle  équalion  peul  se  déduire  de  la  précédente 
en  supposant  que  la  conique  (p  (u,  v)  =  o  se  réduit  à  un 
système  de  deux  poinls.  Les  tangentes  communes  à  la  conique 
f{u,  r)  =  o  et  à  un  système  de  deux  points  sont  évidemment 
les  tangentes  menées  à  la  conique /*=ro  parles  deux  points. 
I/équalion  générale  est  donc  f{u,  v)  +  XMN  =  o. 

Ce  fait  résulte  d'ailleurs  directement  d'une  démonstration 
analogue  à  celle  qui  a  été  donnée  pour  /"-f-  X^p  =  o. 

^Équation  générale  des  coniques  doublement  tangentes  à  une 
f^onique  donnée  f  =  o  atix  points  de  contact  des  tangentes  menées 
à  f  =  o  <fun  point  M  =o.  —  C'est  la  conséquence  de  l'équa- 
lion  précédente  en  y  supposant  les  points  M  =  o  et  N  =  o 
confondus.  Les  tangentes  menées  de  ces  points  à  la  conique 
f=  0  se  confondent  et  l'équation  générale  prend  la  forme 

/(u,  v)  +  XW  =  o. 

On  reconnaît  d'ailleurs  le  fait  directement,  en  observant: 
l"*  que  l'équation  f{u,  v)  +  ^M'  =  o  est  vérifiée  par  les 
valeurs  de  u  et  t;  qui  annulent  à  la  fois  f(Uj  v)  et  M, 
c'est-à-dire  pour  les  coordonnées  des  tangentes  menées  du 
point  M  =  o  à  la  conique  /(m,  v)  =  -o  ;  2®  que  le  point  de 
contact  d'une  tangente  quelconque  ayant  pour  équation  (en 
coerdonnées  homogènes), 

17/-.  +  2XMm;) + Y(f\  +  2XMM ,) + wc/-^  +  2mM'J=  o 

cette  équation  se  réduit,  pour  une  tangente  issue  de  M  =  o, 

c'est-à-dire  au  point  de  contact  de  celte  tangente  sur  la 
courbe /*=  o;  3®  que  l'équation  est  générale,  puisqu'on 
peut  y  déterminer  X  en  imposant  une  cinquième  condition 
i  la  conique  f{Uy  v)  +  XM*  =  o. 

—  Équation  générale  des  coniques  tangentes  aux  quatre  côtés 
iun  quadrilatère,  — Si  les  équations  /'=:o  etç= o  représentent 
chacune  un  système  de  deux  points,  Téquation  /*-|~  ^?  =  o 
prendra  forme  MN  +  XPQ  =  o 

qui  représente  les  coniques  tangentes  aux  tangentes  com- 
munes des  deux  courbes  MN  =  o  et  PQ  =  o.  Or  ces  tangentes 
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ne  peuvent  être  que  les  quatre  côtés  du  quadrilatère  dont 
les  sommets  opposés  ont  pour  équations  M  =  o,  N  =  o  d'une 
part,  et  P  =  o,  Q  =  o  d'autre  part. 

Le  théorème  se  démontre  d'ailleurs  directement  par  un 
raisonnement  identique  à  celui  du  cas  précédent. 

—  Équation  générale  des  c-oniques  touchant  deux  droites  données 
en  deux  points  donnés,  —  Si  dans  l'équation  f(Uj  v)  +  XM* 
=  o  on  suppose  que  /"(w,  r)  se  réduit  à  un  système  de  deux 
points  PQ  =  o,  ou  si  dans  l'équation  XMN  +  PQ  =  o  on 
suppose  M  =  o  et  N  =  o  confondus,  l'équation  prend  la 
forme  PQ  +  ^^'  =  o>  q^i  représente  les  coniques  louchant 
aux  points  P  =  o,  Q  =  o,  deux  droites  issues  d'un  point 
M=  o. 

Ce  théorème  se  démontre  d'ailleurs,  comme  les  précé- 
dents, par  un  raisonnement  direct  absolument  semblable  à 
ceux  dont  nous  avons  déjà  donné  un  exemple. 

—  Équation  générale  des  coniques  inscrites  dans  un  triangle. 

—  Si  P  =  o,  Q  =  o,  R  =  o  sont  les  trois  sommets  du 
triangle,  l'équation  cherchée  sera 

^PQ  +  î^QR  +  vRP  =  o. 

Car  elle  est  vérifiée  par  les  coordonnées  des  tangentes 
qui  passent  en  P  =  o  et  Q  =  o,  ainsi  que  par  celles  des 
tangentes  qui  passent  en  Q  =  o  et  R  =  o,  et  enfin  par 
celles  des  tangentes  qui  passent  en  R  =  o  et  P  ==  o,  c'est- 
à-dire  par  les  coordonnées  des  trois  côtés  du  triangle  con- 
sidéré. 

L'équation  est  d'ailleurs  générale;  car  on  peut  disposer 

des  paramètres  —  et  -^—  de  manière  è  assujettir  la  conique 

V  V 

dont  il  s'agit  à  avoir  encore  deux  autres  tangentes  données, 
et  comme  on  ne  peut  mener  qu'une  conique  tangente  à 
cinq  droites,  la  courbe  sera  complètement  déterminée. 

Si  l'une  des  fonctions  se  réduit  à  une  constante,  Tun  des 
sommets  du  triangle  est  à  l'origine  des  coordonnées. 

—  Équation  générale  des  coniques  circonscrites  à  un  triangle- 

—  Cette  équation  est  X«P«  -f  jx^Q»  +  v«R«  —  2XîxPQ  —  2uivQR 

—  2vXRP  =  o.  Il  est  facile  de  voir,  en  eCTet,  que    si  l'on 
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fait  dans  celte  équation  P  =  o,  par  exemple,  on  obtient  le 
carré  parfait  ({aQ  —  vR)«  =  o  ;  or  faire  P  =  o,  c'est  cher- 
cher les  coordonnées  des  tangentes  qui  passent  par  ce  point 
P=o;  les  deux  tangentes  sont  donc  confondues,  ce  qui 
veut  dire  que  le  point  est  sur  la  courbe. 

L'équation  est  d'ailleurs  générale  ;  car  elle  contient 
encore  deux  paramètres  disponibles. 

—  Equation  générale  des  coniques  circonscrites  à  un  quadri- 
latère. —  Le  calcul  se  fait  exactement  de  la  même  manière 
qu'en  coordonnées  cartésiennes,  pour  les  coniques  inscrites 
dans  un  quadrilatère. 

Si  ron  représente  par  M  =  o,  N  =  o,  P  =  o,  les  équa- 
tions des  points  de  rencontre  des  diagonales  et  des  côtés 
opposés  du  quadrilatère  supposées  de  la  forme 

M  =  at*  -|-  a'v  —  I  =  o 

^=zbu'{-b'v -^1=0 

P  =  eu  +  et;  —  I  =  o 
réquation  générale  cherchée  est  de  la  forme 


A  '      I  — K 

P  et  9  étant   des  constantes  données,   et  X  un  paramètre 
arbitraire. 

Le  théorème  peut  d'ailleurs  être  vérifié  directement,  tout 
à  fait  comme  en  coordonnées  cartésiennes. 

—  Equation  générale  des  coniques  doublement  tangentes  à  deux 
coniques  données.  —  Si  l'on  prend  une  des  racines  de  l'équa- 
tion en  X relative  aux  deux  coniques  f=o  et  ^  =  o,  on  aura 
identiquement  /  —  X<p  =  PQ, 

P  et  Q  étant  deux  des  points  ombilicaux  des  deux  coniques 
f  et  ^.  L'équation  générale  cherchée  est  alors 

l*«P«  +  2îx(/-+X(p)  +  QQ«  =  o. 

Car  les  tangentes  communes  à  cette  conique  et  à  /*  =  o 
sont  données  par  le  système  des  deux  équations  f=o  et 
.î**P*  +  2[fXf  +  Q«  =  o,  ou  /"=  o  avec  fx^P»  —  2|i.PQ  -f  Q«  =  o, 
c'esl-à-dire  /*  =  o  avec  (fxP  —  Q)*  =  o;  ces  tangentes  coïn- 
cident donc  deux  à  deux;  c'est-à-dii^e  que  la  conique  con- 
sidérée est  doublement  tangente  à  /"  =  o. 
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On  peut  remarquer  en  outre  que  les  tangentes  communes 
passant  au  point  ;jlP  —  Q  =  o^  ce  point  est  le  pôle  de  la 
droite  de  contact. 

La  conique  cp  =  o  est  de  même  doublement  tangente  à  la 
conique  proposée,  ixP  -p  Q  =  o  étant  le  pôle  de  sa  corde  de 
contact. 

D'où  il  résulte  que  les  pôles  des  deux  droites  de  contact  et  les 
points  ombilicaux  P  =  o  e/  Q  =  o  sont  conjuguas  harmoniques. 
—  L'équation  est  d'ailleurs  générale,  puisqu'elle  renferme 
encore  un  paramètre  arbitraire,  a,  disponible. 

—  Equation  générale  des  coniques  conjuguées  par  rapporta  un 
triangle.  —  Si  M  =  o,  N  =  o,  P  =  o  sont  les  trois  somraels 
du  triangle,  l'équation  cherchée  est 

XM«  +  jxN»  +  vP«  =  o. 
En  effet,  l'équation  du  pôle  d'une  droite  (n,  t;)  étant 

Vfu  -h  Vf  t,  +  W/",.  =  o, 
cette  équation  sera,  dans  le  cas  actuel, 
U(XMM'«  +  îxNN'„  +  vPP'«  )  +  V(XMM',  +  |xNN;  +  vPPr  > 
+  W(XMM't.  +  jxNN'«,  +  vPP',1,)  =  o. 
S'il  s'agit  du  côté  qui  passe   par  les  sommets  (M  =  o, 
N  -=  o),  c'est-à-dire  du   côté  opposé  au   sommet  P  =:  o. 
l'équalion  du  pôle  se  réduit  à 

P(UP'„  +  VP'.  +  WP'«,)  =  o 
et  comme  l'expression  UP»  +  ^^'»  +WP'to  n'est  pas  nulle. 
celte  équation  n'est  autre  que  P  =  o. 
Le  pôle  de  chaque  côté  du  triangle  est  donc  le  sommet 

opposé  ;  G.  Q.  F.  D. 

—  Équation  générale  des  coniques  homofocales,  —  L'équalion 
générale  des  coniques  à  centre  qui  sont  homofocales  est  en 
coordonnées  cartésiennes 

X*  t/* 

+  tJ-^  -1=0. 


a«_x    '     6«  — X 
Prenons  la  forme  adjointe  du  premier  membre  de  l'équation 

X^  17* 

+  -77-^ — ^ z*  =z  O  pour  les  variables  w,  v,  tc\ 


a«  —  X     •  .  6«  —  X 
nous  aurons  d'aprës  la  formation  connue  de  la  forme  ad- 
jointe, 


F=  — 
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I 

o 

o 

u 

a»  — X 

o 

I 

o 

V 

6«  — X 

o 

0 

—  I 

IV 

u 

V 

10 

o 

c'esU-dire  F  =  ««(o»  —  X)  +  v^b*  _  X)  —  «<;«  ; 
d'où  en  faisant  w^  =  ly  l'équation  générale  des  coniques 
homofocales  à  la  conique  a*u*  -|-  b*v*  =  i  sera 

a«tt«  +  6H;*  —  1  =  X(tt«  +  v»). 
On  trouve  de  même  pour  les  paraboles  homofocales 

2tf  +  ^{w*  -}•  i^)  =  o. 
Si  mainlenant  on  observe  que  l'équation 

aH*«  +  tV  —  I  —  X(u*  +  t;*)  ; 
esl  de  la  forme  f —  X<p  =  o,  et  que  Ton  écrive  u*  +  ^'  sous 

lo  forme  (u  -j-  vY —  i)  (u  —  vY —  i),  cette  équation  prend 
la  forme /"(ti,  t?)  -|-MN  =  o,  ce  qui  montre  que  les  coniques 
considérées  touchent  les  tangentes  menées  à  /*=  o  parles 
points  circulaires  de  Finfini. 

La  propriété  réciproque  étant  évidente,  toujours  en  vertu 
delà  même  forme  d'équation,  l'équalion  générale  des  courbes 
homofocales  à  une  conique  /"  =  o  est  /"(u,  v)  +  X{tt'  +  v*)  =  o 
et  si  /^  =  o  se  réduit  à  un  système  de  deux  points,  on  aura 
l'équation  PQ  +  X(u«  +  r»)  =  o, 

qui  représentera  les  coniques  ayant  pour  foyers  deux  points 
donnés.  (A  suivre.) 


CHOIX  DE  QUESTIONS 

PBOFOSÉBS  AUX  EXAMENS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE  EN  1880 


Géométrie  analytique  à  deux  dimensions. 

Elaat  donnée  une  parabole,  on  prend  le  milieu  de  la  portion  comprise 
sur  l'axe  entre  le  pied  de  la  normale  et  le  pied  de  la  tangente  ;  par  ce  point 
00  mèoe  à  l'axe  une  perpendiculaire  qui  renconte  la  tangente  en  un  point  M; 
on  demande  le  lieu  de  ce  point  pour  toutes  les  tangentes  de  la  courbe. 


(i> 


CO) 


—  Construire  la  courbe  p  = 


sin  <u 
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—  Liea  des  sommets  des  paraboles  qui  coupent  deux  axes  rectangulaires 
l'un  en  un  point  donné  et  en  un  point  variable,  l'autre  en  deux  points  donnés. 

I  —  3  sin  CD 

—  Construire  la  courbe  p  — : — '  —  Position  des  asymptotes  iwr 

^  I    —  2  Sin  (D  «f     r  1 

rapport  à  leur  branche  de  courbe. 

—  Soit  la  courbe  y'  =»  x^  ;  on  demande  l'équation  qui  admet  pour  racines 
les  coefficients  angulaires  des  tangentes  menées  à  la  courbe  aux  points  où  elle 
est  coupée  par  une  droite  y  =  mx  -H  n. 

—  Sécantes  communes  aux  deux  courbes 

\  4xy  -\r  2J/2  —  6x—  i2j/-|-i2=o 

t  x^  -{-  2  y^  —  3  =:0 

Quelle  relation  remanjuable  entre  ces  deux  courbes  l'équation  en  \  met-elle  en 

évidence? 

^  Construction  de  la  courbe  représentée  par  l'équation 

p'  cos^  U)  +  2p  C03  -  0)  +  sin^  ti)  =  o, 

L'origine  est  un  point  remarquable;  étudier  en  {larticulier  ce  poini.  - 

t 
Quelles  sont  les  tangentes  aux  points  situés  sur  les  rayons  vecteurs  (0  =  —  ei 

4 
3ic 

4 

—  Trouver  les  tangentes  horizontales  et  les  points  d'inflexion  de  la  courbe 

î/*  =  j?»  d:  y'i   —  X*f 

—  On  demande  de  construire  la  courbe  ayant  pour  équation 

x^  +  y^  —  Bic—  6y  -\-  j  =  o, 
(Remarquer  pour  cela  que  le  point  a;=  i,  y  =  i  est  sur  la  courbe.) 

—  Construire  la  courbe  dont  l'équation  est 

p3  COS^  (i)  —  2p  COS  (a)  2  sin        10  ^  o. 

Oéométria  à  trois  dlmanslonfl. 

Soient  y^  —  2px  =  o  l'équation  d'un  cylindre  parabolique,  et  Xx  +  ^V 
+  Cz  -\-  J)  z=  o  l'équation  d'un  plan  ;  on  demande  de  calculer  L*s  coordonnées 
du  sommet  de  la  parabole  suivant  laquelle  le  plan  coupe  la  courbe. 

—  Trouver  le  liei^dcs  centres  des  sphères  d'un  rayon  donné  qui  coupent  k 
paraboloïde  elliptique  suivant  des  cercles. 

X'  y-  ï' 

—  Rechercher  les  plans  qui  coupent  l'hyperboloïde  — ^  -f  -^  —  '"T^  '* 

suivant  des  hyperboles  équllatëres. 

—  Étant  données  les  deux  hyperboles  équilatêres  (y  =  o,  x^  —  js'  =  û^ 
[X  =z  O,  y\ —  s^  r=  6'^.  on  considère  une  droite  parallèle  au  plan  dei  jyel 
assujettie  à  s*appuycr  c-onstamment  sur  ces  deux  hyperboles;  on  demande 
l'équalion  de  la  sur.'ace  qu'elle  engendre. 

—  Soient  deux  droites  (y  =  o,  z  =  A),  (a;  =  o.  a  =  A),  l'une  dans  le  pl^u 
des  X3  et  parallèle  à  0.r,  l'autre  dans  le  plan  des  yz  et  parallèle  à  0]/;  on  con- 
sidère en  outre  un  cercle  dans  le  plan  bissecteur  x  :=y  des  plans  aeOs  et  yo:, 
assujetti  de  plus  à  couper  l'nxe  des  z  aux  mêmes  points  que  les  deux  droites 
données.  On  demande  l'étiuntion  de  la  surface  engendrée  par  une  droite  qni  9^ 
meut  en  s'appuyant  à  la  fois  sur  le  cercle  et  sur  les  deux  droites. 

—  On  considère  dans  le  plan  xOy  l'tUipse  -^  +  ~-  =  i  ;  en  un  iwini 
quelconque  M  de  cette  courbe  on  mène  la  normale,  jusqu'à  sa  rencontre  en  F 
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arec  Taxe  focal,  et  un  prend  la  longueur  de  la  portion  MF  de  normale  ainsi 
délerminée.  On  élève  par  le  pied  P  de  lu  normale,  dans  le  plan  xoz,  une  per- 
pendiculairB  k  Ox,  sur  laquelle  on  prend  une  longueur  PH'  égale  à  HP  ;  puis 
on  joint  MM.  On  demande  l'équation  de  la  surface  engendrée  par  la  ligne  MM' 
quand  le  point  M  parcourt  l'ellipse  donnée.  —  Intersections  de  cette  surface 
arec  les  plans  œOz  et  ^Oz. 

—  Soit  le  paraboloîde  de  révolution  x-  -\-  x^  =  2.p%'y   on  considère  le 

cercle  i  «»  i  ^  __  »»  î  trouver  la  surlace  engendrée  par  une  droite  qui  se  meut 

en  s'appajant  constamment  sur  le  cercle  donné  sur  l'axe  des  %  et  en  restant 
tangente  au  paraboloîde.  —  Nature  et  propriétés  de  cette  surface. 

—  Étant  donnée  dans  le  plan  des  ocy  la  courbe  f\x^  y]  =  o,  on  demande  le 
lieu  engendré  par  une  parabole  assujettie  À  rester  tangente  à  Taxe  des  %  en  un 
poii.t  Gxe, et  à  toucher  le  plan  des xy  en  ui  point  de  la  courbe  f(x^  y]  =  o. 
Oo  demande  aussi  de  construire  une  génératrice  quelconque  de  la  surface. 

—  Étant  donnée  la  surlace  a^ant  pour  équation 

A^  +  1/  +  ^)  +  2(y  4-  jj  —  i)  =  o, 
on  (leoiande  le  lieu  des  centres  des  sections  laites  dans  cette  surface  par  des 
plans  parallèles  au  plan  a?  =  mi/  +  nj».  —  Qu'arrive-t-il  pour  fn=*nt 

~~  Al  h'  /s'  f\-  Ut  étant  des  fonctions  homogènes  à  (rois  variables  chacune  d'un 
degré  marqué  par  son  indice,  on  considère  la  surface  ayant  pour  équation 
/*  "^  A  +  À  +  /i  4-  A  =  o»  ^^  on  mène  des  transversales  par  l'origine.  Ces 
'imites  coupent  la  surface  en  quatre  points  A,  B,  C,  D.  On  demande  de  mener 
ces  iransvers.'iles  de  manière  que  le  milieu  de  la  distance  BC  coïncide  avec  le 
niiliea  de  la  distance  AD,  et  de  trouver  la  surface  engendrée  par  ces  droites. 
L'équation  étant  trouvée,  on  demande  les  relations  de  la  surface  qu'elle  repré- 
sente  avec  les  deux  cônes  /^  =  o  et  /i  =  o. 

—  Soit  le  cylindre  elliptique  — j  -h  -75-  =  i  ;  on  considère  la  section  par 

^  plan  2  =  mx  -f-  ny,  et  en  chaque  point  de  cette  section  on  mène  la  normale  à 
la  sorbce;  cette  normale  rencontre  la  surface  du  cylindre  en  un  autre  point  dont 
on  demande  le  liea  pour  tous  les  points  de  la  section. 

Algèbre. 

Soit  f[.v\  un  polynôme  entier  et  rationnel  en  x;  on  demande  de  tit)uver 
le  reste  de  la  division  de  f\x\  par  le  produit  (o?  —  a)  (a;  —  6)  (a?  —  c)  sans 
eflbctner  l'opération.  Le  reste  étant  de  la  forme  Kx^  -f  Bo;  +  C,  déterminer 
K  B,  C  :  1*  dans  le  cas  général  ;  i*  dans  le  cas  où  a  =  6  ;  3*  dans  le  cas  où 
a  =  6  =  c. 

—  Établir  que  si  f\u^  v]  est  une  fonction  dans  laquelle  u  et  0  entrent  symé- 
iriqnement,  et  que  cette  fonction  s'annule  pour  u  =  v,  /(u,  v)  est  divisible 
par  (11  —  t?)».  —  En  conclure  l'identité 

/  «t.  étant  un  polynôme  du  degré  m,  et  9  \x\  un  polynôme  au  plus  du  degré 
™  —  2;  a,  6,  c  ...  /  étant  d'ailleurs  les  m  racines  de  l'équation  /(a?)  =  o. 
—Pour  quelles  valeurs  de  a  et  de  x  la  série 

XII  I 

i-f -f- +  -h  ...   + +  ... 

^  xP-  x^  x^^ 

tst-cUe  convergente  ? 
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—  Étant  données  les  deux  équations  simultanées 

^'  +  î^  +  3=  =  oS    ary  +  3*  =  6^ 
calculer  les  dérivées  des  deui  fonctions  xet  y  ^par  rapport  à  la  variable  s  con- 
sidérée comme  indépendante. 

—  Soit  l'équation  jc^  -f-  4a^»  -h  6^?^  +  Ao;  -h  B  =  o,  on  demande  de  détcrmioer 
A  et  B  de  manière  que  cl,  ?,  y,  S  étant  ses  racines,  on  ait  entre  elles  les  deux 
relations  a  =  2p  et  Y  =  38. 

-^  Rechercher  si  la  série 

I  .      I  I 

'  ^    2(12)1»    +     3(L3)      "^    •••  '^    pILp)»    ^"  ••• 
est  convergente  ou  divergente. 

—  Trouver  le  nombre  des  racines  réelles  de  Téquation 

x'  —  3x^  +  bx*  —  2x^  +  27  =  0 
au  moyen  des  divers  théorèmes  connus. 

—  Résoudre  l'équation  x^  —  6x  -\-  7  v^—i   =  o. 

—  Séparer  les  racines  de  l'équation  o^»  —  lox  +  i  =  o,  et  calculer  leurs 
valeurs  à  moins  de  0,001  par  la  méthode  de  Newton. 

.  ï  I  I  I  I      , 

—  Etudier  la  série  i  +  — -=-  H ^r-  H =  H p=r-  H =-  +  ••• 

V2  v3  V4  v5  v6 

—  Construire  la  courbe  j/  =  a  —  Lr,  et  rechercher  quand  réqnation 
ax  —  La:  =:  G  a  des  racines  réelles. 

—  Déterminer  a  et  5  dans  l'équation 

X*  -H  402?^  -h  6bx^  4-  8a;  —  3  =  o 
de  manière  que  celle  équation  admette  une  racine  triple. 

Quelle  est  la  limite  de  ^^i  -h  sin  x  pour  x  =  o1 

—  Étant  donnée  l'équation  f[x)  =  o,  on  demande  de  fornaer  l'équatioD  qui 
admet  pour  racines  les  produits  de  la  forme  y  =  0^6,  o  et  6  étant  deux  racines 
quelconques,  mais  différentes,  de  l'équation  f[x]  =  o.  —  Quel  est  à  priori  te 
degré  de  l'équation  obtenue  ?  —  Appliquer  èav^  -^  px -{-  q  =  o , 

—  Séparer  les  racines  de  l'équation  3a;^  —  2bx^  +  ^ox  +  X  =  o.  QucUej 
sont  les  valeurs  de  X  pour  lesquelles  l'équation  est  susceptible  du  plus  gnod 
nombre  de  racines  réelles  ? 

—  Déterminer  o  et  6  dans  l'équation  x*  +  40.*^  —  6xM-  oj;  -h  6  :=  0  de 
manière  que  x,  et  x^  étant  deux  racines  de  cette  équation,  on  ait  entreelles  U 
relation  Xi  -{-  x^  =  XiX^  =  m. 

—  f[x)  =  o  étant  une  équation  de  degré  1»,  on  considère  ses  racines  coinffle 
les  tangentes  de  certains  arcs,  et  on  demande  de  former  les  équations  admet- 
tant pour  racines:  !•  les  tangentes  des  sommes  deux  à  deux  de  ces  arcs; 
i*  les  tangentes  des  doubles  de  ces  axes. 

—  f(x^  y)  =  o  et  ç(aj,  y)  =0  étant  les  équations  de  deux  courbes  dedegn» 
m  et  n,  on  demande  de  former  l'équation  qui  admet  pour  racines  les  carres 
des  distances  à  l'origine  des  axes  des  points  d'intersection  des  deux  courbe- 
Quel  sera  le  degré  de  celte  équation,  et  dans  quel  cas  s'abaissera-t-il? 

—  Séparer  les  racines  de  l'équalion  2x  —  3x  =s  o. 

—  Séparer  les  racines  de  l'équation  elx  +  —  a;^  —  (i  +  tf)  a:  =  0. 

—  Appliquer  les  règles  connues  à  la  recherche  d'une  limite  supérieure^ <l« 
racines  positives  de  Téquatlon  a^ -\- x'  +  J?*  -h  ic^*^  —  loor»  +  i  -  0 
Quelle  est  la  plus  avantageuse? 

—  Trouver  un  arc  dont  la  longueur  soit  égale  à  celle  de  sa  corde  augmcow 
de  la  flèche  du  segment  correspondant  à  cet  arc. 
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Géométrie  desonpiiTe. 

Déterminer,  dans  la  section  plane  d'aoe  snrlaoe  de  réTolution,  les  points  le 
plus  bant  et  le  plus  bas,  et  le  point  où  la  tangente  est  perpendiculaire  à  la 
ligne  de  terre. 

—  Etant  donné  le  rabattement  d'une  courbe  située  dans  un  plan  défini  par 
ses  traees,  on  lait  tourner  cette  courbe  autour  d*uQ  axe  vertical.  Trouver  les 
projeetioos  verticales  des  points  de  la  surface  ainsi  engvndrée^  qui  correspon- 
dent à  une  projection  horizontale  donnée. 

—  Oa  donne  les  traces  d'un  plan.  Dans  ce  plan  se  trouve  une  courbe  donnée 
par  SB  projection  horizontale.  Cette  courbe  est  la  directrice  d'un  cône  dont  on 
donne  les  projections  du  sommet.  Mener  au  cône  un  plan  tangent  perpendicu- 
laire an  plan  donné. 

—  Etant  données  4  droites  OA,  OB,  OC,  OD,  partant  du  même  point,  on  mène 
la  bissectrice  OE,  de  l'angle  AOB,  et  la  bissectrice  OF,  de  l'angle  COD;  OE  et 
OF  sont  les  axes  de  deux  cônes  de  révolution  engendré  par  les  droites  OA  et 
OC,  tournant  autour  de  OE  et  de  OF  ;  on  demande  les  traces  horizontales  des 
plans  tangents  commnni  à  ces  deux  cônes. 

—  Etant  donnée  une  droite  parallële  au  plan  vertical,  une  ellipse  tourne 
aatoor  de  cette  droite  ;  on  demande  le  contour  apparent  sur  le  plan  horizontal 
de  la  sorlace  ainsi  engendrée. 

~  On  donne  un  triangle  ABC  situé  dans  le  plan  horizontal  et  un  cercle  situé 
à  l'intérieur  de  ce  triangle;  ce  cercle  en  tournant  autour  de  AB  engendre  un 
lore;  on  demande  l'intersection  de  ce  tore  par  un  plan  conduit  suivant  BC,  et 
ocliné  k  30*  sur  le  plan  du  triangle.  (Cet  angle  est  supposé  (ait  par  le  plan  sé- 
cant avec  la  partie  du  plan  horizontal  à  l'intérieur  du  triangle.) 

—  Un  cône  de  révolution  a  pour  axe  une  droite  de  front  ;  une  sphère  ayant 
WD  centre  dans  le  plan  de  front  qui  contient  l'axe,  coupe  ce  cône  suivant  une 
eoarbe  dont  la  projection  verticale  est  une  parabole  ;  on  demande  de  trouver  le 
sommet  de  cette  parabole . 

"  Construire  l'intersection  d'un  hyperboloïde  de  révolution  dont  l'axe  est 
vertical  avec  un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  la  génératrice 
prinripale  de  Thyperboloïde,  et  dont  la  directrice  est  une  courbe  quelconque 
donnée  dans  le  plan  horizontal.  —  Tangente  en  un  point  de  cette  intersection. 

—  On  donne  une  sphère  dont  le  centre  est  dans  le  plan  horizontal,  et  une 
droite  Ab  dont  la  trace  horizontale  est  en  A,  et  qui  est  inclinée  de  45*  sur  le 
plan  horizontal.  Uener  à  la  sphère  les  plans  tangents  par  cette  droite.  (Qites» 
ttoft  à  résoudre  tans  employer  de  plan  vertical  de  projection,) 

—  On  donne  une  droite  par  les  projections  horizontales  et  les  côtés  de  deux 
de  ses  points.  On  prend  un  point  C  dans  le  plan  horizontal.  Distance  du  point 
C  à  la  droite  donnée.  (Pas  de  plan  vertical  de  projection,) 

—  On  donne  la  projection  horizontale  d'un  triangle  et  les  côtés  de  ses  som** 
mets;  mener  par  le  sommet  A,  dans  le  plan  du  triangle,  une  droite  qui  fasse 
avee  le  plan  horizontal  un  angle  donné.  (Pas  de  plan  vertical  de  projection,) 

—  Soit  un  triangle  ABC,  et  AI  la  bissectrice  de  l'angle  A.  —  AC  engendre  un 
cône  en  tournant  autour  de  AI  ;  on  demande  l'intersection  de  ce  cône  avec  un 
plan  mené  par  AB  et  faisant  avec  le  plan  horizontal  un  angle  de  30*.  (  Pas  de 
plan  verticeU  de  projection.) 

~  Etjnt  donnés  deux  points  sur  la  ligne  de  terre,  un  troisième  point  dans  le 
pian  vertical,  et  un  quatrième  dans  le  plan  horizontal,  construire  le  centre  de 
li  sphère  qui  passe  par  ces  quatre  points. 
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—  Comment  se  coupent  deux  cônes  de  révolution  dont  les  axes  sont  rerti- 
eaux,  et  dont  les  sommets  sont  à  la  même  distance  des  deux  plans  de  projection? 

^  Construire  la  eourbe  de  eootact  d'un  cylindre  dont  les  génératrices  sont 
parallèles  à  une  direction  donnée  avec  un  paraboloide  de  révolution  auquel  il 
est  circonscrit. 

Point  le  plus  bas  de  cette  courbe. 

•—  Une  ellipse  tourne  autour  de  son  grand  axe,  lequel  est  perpendiculaire  «u 
plan  horizontal.  Dans  le  méridien  principal  de  la  surface,  on  trace  une  ellipse 
concentrique  à  la  première,  et  on  la  fait  tourner  autour  de  son  petit  aie. 
Construire  l'intersection  des  deux  surfaces  ainsi  engendrées.  Point  le  plus  haut 
et  point  le  plus  bas  de  la  courbe. 

•—  Une  eourbe  donnée  par  ses  projections  tourne  autour  d*un  axe  vertical 
Construire  la  méridienne  principale  de  la  surlace  ainsi  engendrée. 

Cas  pnrticulier  où  la  courbe  donnée  est  plane,  et  définie  par  les  traces  de 
son  plan  et  sa  projection  horizontale. 

Cas  d'une  ellipse  située  dans  un  plan  perpendiculaire  au  plan  vertical  et 
dont  la  projection  horizontale  est  une  ellipse  dont  le  grand  axe  passe  par  le 
pied  de  l'axe  sur  le  plan  horizontal. 

— -  Intersection  d'un  cylindre  défini  par  la  directrioe  dans  le  plan  horizouul 
et  la  direction  de  ses  génératrices,  avec  un  paraboloide  de  révoluùoD  à  axe 
vertical. 

A  ce  sujet,  voir  comment  se  projette  sur  le  plan  horizontal  la  section  laite 
dans  un  paraboloide  de  révolution  à  axe  vertical  par  un  plan  perpeodicttUire 
au  plan  vertical. 

—  Construire  le  point  le  plus  haut  de  l'intersection  de  deux  eônes  i  basai 
circulaires. 

—  Construire  l'angle  d'un  plan  perpendiculaire  au  plan  vertical  avec  vn  piao 
parallèle  à  la  ligne  de  terre. 

^  On  donne  une  ellipse  E  et  deux  droites  L  et  L'«  On  demande  de  coostnirt 
un  point  de  l'intersection  de  deux  surfaces  du  second  ordre  ayant  l'ellipse  E 
commune,  et  passant  l*une  par  la  droite  L,  l'autre  par  la  droite  L'. 

—  Etant  donnée  la  base  ABC  d'un  tétraèdre  dans  le  plan  horizontal,  elU 
projection  horizontale  ainsi  que  la  cote  de  son  sommet,  construire  l'angle 
dièdre  SA.  (Pas  de  plan  vertical  de  projection.) 

^  Etant  donnés  un  plan  par  ses  traces,  et  une  droite  dans  le  plan  horizontal. 
mener  par  cette  droite  un  plan  faisant  avec  le  plan  donné  un  angle  de 
60  degrés» 

^  Etant  donnés  un  plan  et  un  point  de  l'espace  invariablement  lié  à  œ  pUn, 
on  fiait  tourner  ce  dernier  d'un  angle  donné  autour  de  sa  trace  horizoataie,  ei 
On  demande  les  nouvelles  projections  du  point. 

^  Construire  l'intersection  d'un  hyperboloïde  de  révolution  à  axe  vertical 
avec  un  cùne  ayant  avec  l'hyperboloïdé  une  génératrice  commune. 

—  On  donne  un  cylindre  vertical  de  révolution,  et  une  droite  D.  Sur  Taw 
du  cylindre  et  sur  la  droite  D  s'appuie  une  droite  qui  se  déplace  en  restiat 
parallèle  au  plan  horizontal.  Construire  l'intersection  du  cylindre  avec  le  paf^' 
boloiide  ainsi  engendré.  Point  le  plus  haut  et  point  le  plus  bas  de  la  confia 

—  Construire  la  plus  courte  distance  de  deux  droites  dont  Tune  est  dans  if 
plan  vertical,  et  l'autre  dans  le  plan  horizontal  de  projection. 

—  Etant  donné  un  cylindre  à  base  d'hyperbole,  on  le  coupe  par  nu  ^^ 
quelconque  ;  trouver  les  asymptotes  de  la  section.  —  T  a-t-11  (otijonrs  de 
asymptotes? 
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QUESTION  D'EXAMEN 


Un  cane  de  révolution  se  développant  sur  un  plan,  trouver  la 
transformée  Sune  section  plane  du  cône. 

Nous  prendrons  pour  axe  polaire  la  génératrice  qui  passe 
par  le  sommet  le 
plus  haut  de    la 
section.  Nous  ap- 
pellerons : 

R,  le  rayon  de 
base  du  cône; 

h,  sa  hauteur; 

/,  son  apothème; 

i,  la  hauteur  du 
point  011  le  plan 
coupe  Taxe  ; 

%  l'angle  du 
plan  sécant  avec 
le  plan  horizontal. 

La  vraie  lon- 
gueur du  rayon 
vecteur  qui  sepro- 
jette  en  SI  est  SJ. 

Bn  appelant  %  la  distance  OH,  on  a 

\h  l 


d'autre  part  on  a 


OB 


R  cos  a  tg  ^ 


h  —% 


HI 


—  k 


On  en  tire 


A  +  R  cos  a  tg  p 
h-k 

P  = 


l 


l{h—k) 


^^^^  *" •"  A+Rtg^cosa" 

Maintenant  dans  le  développement  l'arc  GB  se  transforme 
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en  un  arc  égal,  et  entre  les  angles  a  et  ca   on  a  la  relalion 

Bqi  =  2ci>, 

Uù 
d'oh  a  =  -^. 

Donc  réquation  de  la  courbe  est 

l{h-k) 

p^": uT' 

fc  +  R  tg  p  cos  -g- 

Gherchons  pour  quelle  valeur  de  <»>  on  a  une  inflexion. 
On  sait  que  la  yaleur  de  u>  qui  donne  une  inflexion  est 
celle  qui  satisfait  à  la  relation 

7+(t)=°-  , 

^  A -f  R  tg  p  C08  (-^) 

<^'''°»      T  = TiÂ^ft) 

En  remplaçant,  on  trouve  pour  la  condition  d'inflexion, 
RA  4.  (R.  _  p)  tgp  cos  ^  =  o, 

{ci>  R 

ou  COS  -=r—  = 


R  Atgp- 

Il  faut  que  Ton  ait  R  <  A  tg  p. 

Or,  si  par  le  sommet  S,  je  mène  une  perpendiculaire  a 
la  trace  verticale  du  plan,  elle  coupe  la  ligne  de  terre  en  un 
point  D,  tel  que  Ton  a  OD  =  A  tgp;  il  faut  donc  d*abord 
que  le  point  D  soit  extérieur  à  la  base  ;  en  outre,  si  je  mène 
par  le  point  I)  la  tangente  DB  au  cercle,  j'ai 

R 
^^'  *  =  "ÔD"' 
et,  d'après  la  relation  qui  lie  les  angles  a  et  o),  on  voit  que 
le  point  qui  se  projette  en  I  est  le  point  qui,  dans  la  trans- 
formée, donnera  une  inflexion. 

Le    plan    déterminé   par   les   droites  DB  et  DS  est  un 
plan  tangent  au  cône,  et  ce  plan  est  perpendiculaire  au  plan 
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sécant,  puisqu'il  passe  par  la  ligne  OD,  perpendiculaire  au 
plan  sécant.  On  arrive  donc  à  ce  résultat: 

Pour  que  la  transformée  présente  une  inflexion,  il  faut 
que  Ton  puisse  mener  au  cône  un  plan  tangent  perpendi- 
cnlaire  au  plan  sécant,  et  le  point  de  la  courbe  qui  donnera 
un  point  d'inflexion  dans  la  transformée  est  précisément  le 
point  qui  se  trouve  dans  ce  plan  tangent  perpendiculaire  au 
plan  sécant. 

On  retrouve  ainsi  le  résultat  donné  directement  par  la 
géométrie  descriptive. 


ÉCOLE  CENTRALE  1881 

PREMIÈRE  SESSION 


Oéométrle  analytique. 

Soit  cV  +  &*«*  =  «**•  (1) 

riqoaUoD  d'ane  ellipse  rapportée  à  son  centre  0  et  à  ses  axes  ;  soient  «  et  p  Jes 
eoOTdonnées  d'an  point  P  situé  dans  le  plan  de  cette  ellipse. 

l' Démontrer  que  les  pieds  des  normales  menées  à  cette  ellipse  par  le  point  P 
sont  sitoés  sur  l'hyperbole  représentée  par  l'équation 

c^xy  +  ft'pa?  —  o»ay  =  o,  (%) 

dans  laqneUe  c^  =  a'  —  5*. 

t  On  considère  toutes  les  coniques  qui  passent  par  les  points  oommons  aux 
coQrbes  (1)  et  (2)  ;  dans  chacune  d'elles,  on  mène  le  diamètre  conjugué  à  la 
direction  OP,  et  on  projette  le  point  0  sur  ce  diamètre  :  trouver  le  lieu  de 
œtle  projection. 

3*  Par  les  points  communs  aux  deux  courbes  (i)  et  (3),  on  peut  fiiire  passer 

deax  paraboles  :  trouTer  le  lieu  du  sommet  de  chacune  d'elles,  quand  le  point  P 

se  meut  sur  une  droite  de  coefficient  angulaire  donné  m,  menée  par  le  point  0. 

a'  a' 

On  eiaminefB  en  particulier  le  cas  où  m  =  —  et  le  cas  où  m  =  ^  -rr-. 

Trigonométrie. 

On  donne  dans  un  triangle       a  =  4667,89 

h  =  3456,78 

C=  54*2i'43",7 
Cilmler  A,  B,  e  et  S. 

PhysUiae  et  Chimie. 

lin  cylindre  de  verre  GC  communique,  par  sa  partie  Inférieure,  avec  un 
^  en  Csr  /)^,  ouvert  à  son'  extrémité  supérieure,  tes  rayons  du  tube  en  fer 
et  du  ^liiufa«  sont  dans  le  rapport  de  1  à  5. 
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On  introduit  dans  le  cylindre  une  certaine  quantité  de  mercure  qai  l'élève 
au  même  niveau  dans  le  tuiw  de  fer;  les  deax  surfaces  libres  du  mercure  se 
trouvent  alors  sur  le  même  plan  horizontal  AB. 

On  (ait  ensuite  communiquer  la  partie  supérieure  du  cylindre  avec  une 
masse  d'eau  contenue  dans  un  vase  métallique  R;  cette  eommunication  est 
établie  au  moyen  d'un  tube  de  plomb  assez  large  pour  que  l'air  qui  se 
trouve  au-dessus  du  mercure  puisse  se  dégager.  —  On  comprime  de  l'air 
dans  le  récipient  R,  jusqu'à  ce  que  la  pression  exercée  à  la  surlace  de  l'eau, 
dont  le  niveau  n  peut  être  considéré  comme  constant,  soit  de  8  atmosphères. 

La  hauteur  de  la  colonne  d'eau,  A.  comptée  à  partir  de  ÂB,  était  de  l'^ôS; 
quelle  est,  après  l'expérience,  la  différence  de  niveau  des  surfiioes  du  mercure 
dans  l'appareil  ? 

On  prendra,  pour  densité  du  mercure,  le  nombre  i3,5. 

—  Préparation  et  propriétés  chimiques  de  l'ammoniaque. 

Détermination  de  la  densité  théorique  du  gaz  ammoniac,  connaissant  les 
densités  de  l'hydrogène  et  de  l'azote  : 

Densité  de  l'hydrogène 0,0692 

—     de  l'azote 0,972 

Epure. 

On  propose  de  construire  les  projections  des  lignes  d'intersection  d'un 
hémisphère  et  des  faces  d'un  cube  avec  un  hyperboloîde  de  révolution  à  une 
nappe. 

Incube  (àbde  a'h'd'e')^  dont  le  côté  a  o",2oo  de  longueur,  dont  la  lace  in- 
férieure et  la  face  postérieure  sont  respectivement  situées  dans  les  deux  plans 
de  projection,  contient  entièrement  l'hémisphère  [hh')  ;  cet  hémisphère  a  pour 
base  le  cercle  (h'^h)  inscrit  dans  la  face  antérieure  du  cube. 

L'hyperboloïde  a  son  axe  (s, s')  vertical,  À  o",i35  du  plan  vertical  de  pro- 
jection et  à  égale  distance  des  foces  de  profil  du  cube;  la  cote  du  centre  {00'] 
de  cette  surface  est  de  o"',i32  ;  les  rayons  de  son  collier  (c,  c')  et  do  sa  trace 
horizontale  (0,0')  ont  respectivement  o",o35  010"*,  100  de  longueur. 

Dans  la  mise  à  l'encre,  on  supposera  que  le  cube  existe  seul,  qu'il  est  solide, 
et  qu'on  a  enlevé  la  partie  de  ce  corps  comprise  dans  l'hémisphère  et  dans 
l'hyperboloïde.  On  indiquera,  k  l'encre  rouge,  les  constructions  nécessaires 
pour  obtenir  un  point  quelconque  de  chacune  des  lignes  d'intersection  et  les 
tangentes  en  ces  points. 


QUESTION  246 

Solution  par  M.  Gillt,  à  Montpellier. 


Étant  données  deux  coniques  C  =  o,  C  =  o,  trouver  le  lieu 
des  points  M  tels  que  leurs  polaires  par  rapport  à  ces  coniques 
se  coupent  sur  une  courbe  donnée  f(x,  y)  =  o.  Étudier  les  cas 
oU  4""  f(x,  y)  z=  o  est  une  droite;  *>  f(x,  y)  =  o  est  un 
cercle. 
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Prenons  des  coordonnées  trilinéaires  et  soient 
cp(ap,  y,  z)=  o  réquation  de  C 
^(x^  y,  js)  =  o  celle  de  G 
eta,  py  Y  un  point  du  lieu.  Ce  lieu  s'obtiendra  en'éliminant 
X,  y,  z  entropies  équations 

'^9    +  y9\  4-  %^  =  o  (1) 


a  p       -y 


f{x,  y,%)-o  (3) 

Si /'est  de  degré  m,  le  lieu  sera  une  courbe  de  degré  am: 

caries  deux  premières  équations  donnent  pour —  et-^ 

z  z 

des  fonctions  du  second  degré  en  a,  p,  y. 
1^  Si  f{x,  y,  js)  =  o  est  une  droite  on  doit  éliminer  ce,  y,  z 

entre  xf  -{-  y^'  -|-  «ç'  =  o 

^a"*"  ^^\'^  ^^ï^  ° 
Le  lieu  demandé  est  la  conique 


F  = 


? 


? 


T. 


=  o 


«  P  Y 

'f         f         f 
«  P  Y 

ABC 

2®  Si  /l[ar,   i/,   5)  =  o  est  un  cercle,   on  peut  toujours 
prendre  son  éqnation  sous  la  forme 

x^  +  y^~  R»««.  (4) 

Or  (i)  et  (2)  donnent 

X  y  z 


t  I 


Substituant  dans  (4)  le  lieu  est  alors  la  courbe  du  qua- 
trième degré 

fi^p  -  K^y + (^/y  -  ^.^)' = ^w^  -  %y  ^'^ 

Remarques.  —  1**  Lorsque  f{x,  y,  z)  =  o  est  une  droite 
^+  %  +  Cs  =  o,  le  lieu  coïncide  avec  le  jacobien  des 
coniques  «p  =  o,  ^  =  o,  (Âa?  +  By  +  G»)»  =  o. 

I^ejaeobien,  qui  est  en  général  une  courbe  du  troisième 
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ordre,  se  dédouble  alors  en  une  conique  F  ==  o  et  la  droite 
Ace  +  By  +  Cjï  =  o.  Cela  est  évident  géométriquement.  La 
conique  F  =  o  est  d'ailleurs  déterminée  par  cinq  points 
connus  à  prioriy  savoir  :  les  trois  sommets  du  triaugle  auto- 
polaire des  coniques  données  9  et  ^,  et  les  pôles  de  la  droik 
donnée  par  rapport  à  ces  coniques. 

2^  Lorsque  f(x,  y,  js)  =  o  est  un  cerclera  courbe  (5)  passe 
par  les  huit  points  d'intersection  de  la  conique 

Yp      pr=o 

avec  les  deux  coniques 

V  p  •        p  ■/         «  T      «  r 

R  /m  A'     *  '9    \    9'  J/'     +    J/'  9'      =     O 

V  M  p  */  *  p         •  T 

et  aussi  par  les  huit  points  d'intersection  de  9'  ^'   —  il'  9  =  0 

a  y  «  Y 

avec  R  /9'  ^'  —  'l^'  9  \  4-  9'  J''  —  9'  4*'   =0 
Vp^*       J^y       Jry      y^y 

et  R^9'  4/    —  'l'  9  \  —  9'  +    -f-  9'  4^'   =  o. 
\Y^  P  */  Y  P  P  ï 

Nota  :  M.  Baron,  du  lycée  Henri  IV,  a  résolu  la  même  question. 

QUESTION  255 

iklatioB  par  M.  Bonvalbt,  élève  de  Mathématiques  spéciales  an  Lvcéedf 

Versailles. 


Trouver  la  surface  engendrée  par  une  droite  s* appuyant  cons- 
tamment sur  OZ,  sur  la  droite  z  =  1 ,  x  =  i  ef  sur  le  cercle 
2  =  0,  x"  +  y'  =  R*-  Étudier  les  sections  faites  dans  la  sur- 
face par  des  plans  parallèles  aux  plans  de  coordonnées  et 
particulièrement  par  le  plan  z  =  h.  Les  sections  obtenues  dam 
ce  dernier  cas  sont  des  conchoides  de  Nicomède;  on  propose  et 
le  démontrer  géométriquement. 

Les  équations  des  directrices  rectilignes  sont  x  —  1=0, 

s  —  I  =  o  et  Û5  =  o,  !/  =  o. 

Les  équations  d'une  droite  s'appuyant  sur  ces  droites 
sont  X  (s  —  i)  +  a?  —  I  =  o,  y  =  i^x,  X  et  (A  étant  deai 
paramètres  arbitraires.  Les  coordonnées  de  la  trace  de  celte 
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droite  sur  le  plan  xoy  sont  «  =  o,  a?  =  X  +  i>y  =  I*  (^  +  0* 
par  suite,  pour  qu'elle  rencontre  le  cercle  j»  =s  o,  a?*  +  y; 
=  R\  on  doit  avoir  entre  X  et  fA.  la  relation 

(X+  i)«  +  j.«(X+  i)»  =  R«. 
L'équation  de  la  surface  s'obtiendra  en  éliminant  X  et  fA  entre 
réquation  précédente  et  les  équations  de  la  génératrice 
X  (»  —  0  +  a;  —  1  =  o,  y  =  {jur. 
Ces  équations  déterminent  X  et  (jl.  En  les    portant    dans 
la  relation  entre  X  et  fA,  nous  avons 

(a  —  xY  (a?«  +  y»)  =  R»a?«  (z  —  i)»  : 
telle  est  l'équation  de  la  surface. 

Cette  surface  est  du   quatrième  degré.  On  voit  immédia- 
tement qu'elle  passe  par  02,  par  ce  =  i ,  js  =  i  et  que  sa 

section  par  le  plan  jï  =  0  est  a;"  +  tf*  =  R** 

Si  nous  coupons  cette  surface  par  des  plans  z  =h,  l'équa- 
tion dans  son  plan  de  la  courbe  d'intersection  est 
(A  —  x)«  (x«  +  y«)  =  B}x^  {h  —  i)*. 

Si  nous  transformons  cette  équation  en  coordonnées 
polaires,  nous  avons 

(A  —  p  cos  iùY  ==  R*  (A  —  î)»  cos*  ci> 
ou  p  cos  îù  =  A  ±  R  (A  —  i)  cos  w , 

équation  d'une  conchoïde  de  Nicomède  ayant  l'origine  pour 
pôle  et  pour  directrice  une  droite  perpendiculaire  à  ox  au 
point  dont  l'abscisse  est  A  et  la  quantité  constante  que  l'on 
ajoute  à  chaque  rayon  vecteur  étant  R  (A  —  i).  R  (A  —  i) 
est  une  quantité  variable  avec  A.  La  conchoïde  peut 
présenter  les  trois  formes,  puisqu'on  peut  déterminer  A  de 
façon  que  R  (A  —  i)  =  A,  R  (A  —  i)  >  A,  R  (A  —  i)  <  A. 

Il  est  facile  de  voir  géométriquement  que  la  section  est 
une  conchoïde  de  Nicomède.  En  effet,  soient  OA  (fig.  4)  un 
rayon  de  la  circonférence,  AQ  la  génératrice  correspondante 
de  la  surface  et  X,  P,  Y,  le  plan  z  =  h,  enfin  M  le  point  cor- 
respondant de  la  courbe  (OB'  = ,  (ù  =X0ABC  =  i). 

^  cos  w 

Si  du  point  M  on  mène  la  parallèle  ME  à  oZy  les  triangles 
HBC  et  GBA,  semblables,  donnent 

ME    _    GB^ 

EC    ~   BA 
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ou 

R_ 


OU 


h  - 

■  I 

oB  — 

PM 

h—i 

COS  (d 
I 


I  —  PM  COS  (i)  R  COS  (I)  —  I 

Si  nous  posons  p  =  PM,  cette  relation  devient 
(R  COS  ft)  —  i)  (h  —  i)  —  1  =  p  COS  iù 
ou  p  COS  (â)  =  ft  —  R(ft  —  i)  COS  (ù 

qui  est  Téquation  trouvée  précédemment. 

Éludions  maintenant  les  sections  par  des  plans  parallèles 
au  plan  yoz. 

Soitx  =  h  Tun  de  ces  plans;  Téquation  de  la  surface 
dans  son  plan  est 

(z  —  hy  (h*  +  y»)  =  R*  ft*  («  —  I  )% 
équation  d'une  courbe  symétrique  par  rapport  à  Oy.  Si  nous 
résolvons  cette  équation  par  rapport  à  y,  nous  avons 

ft'[(R+i)g-R-ft][(R-i)g-R  +  *] 

(a  — A)» 

La  droite  %  =  h  est  une  asymptote  double  et  les  deux 
droites  y*  =  A*  (R*  —  i)  sont  également  asymptotes;  ces 
dernières  sont  réelles  si  R*  >  i .  Soient  alors  z  et  js'Ies 
deux  racines  du  numérateur,  z  <  z"  nous  dislinguerous 
plusieurs  cas  : 

R*  >  I,  ft  <  s  et  z  <h  <  z  et  z  <  ft. 

La  courbe  dans  le  premier  cas  aura  la  forme  représentée 
figure  2;  dans  le  secondcasla  forme  représentée  parla  figare3. 
Dans  le  troisième  cas,  la  courbe  ne  diffère  comme  forme  de 
la  figure  2  qu'en  ce  que  la  direction  positive  des  z  est  changée 
Si  R*  <  I  les  asymptotes  j/»  =  *•  (R"  —  i)  sont  imaginaires 
ett/"  n'est  positif  que  pour  les  valeurs  de  z  comprises  entre 
z  et  z".  On  a  ainsi  les  formes  représentées  par  les  figures 
4et& 

Nous  avons  supposé  ft  ^  js'  et  z\  pour  qu'il  soit  égal  à  Tune 
de  ces  quantités,  il  faut  que  A  =  i  et  dans  ce  cas  jir  =  t  et 
j/«  =  R*  —  I  sont  les  deux  courbes  en  lesquelles  se  décom- 
pose la  section.  11  est  évident  d'après  les  données  de  la  ques- 
tion que  l'on  doit  trouver  iï  =  i . 


—  379  — 


Fig0  9.  •      Fig,  5. 

Considérons  maintenant  les  sections  par  des  plans  y  =  A. 
Nous  aurons  pour  équation  de  la  courbe 

(A)  (»  —  œ)*  (x*  +  A*)  =  R«  X*  (z—  ly 

courbe  du  quatrième  degré  présentant  à  l'origine  un  point 
double. 
Les  tangentes  sont 

*•  {z  —  xy  =  R«  X* 
ou  h*  (z*  —  2  h*  ZX+  {h*  —  R«)  05»  =  o; 

g       A  ±  R 


d'oh 
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Ces  tangentes  sont  toujours  réelles  et  par  suite  rorigine 
«est  toujours  un  point  double  réel. 

Les  coefficients  angulaires  des  asymptotes  non  parallèles  à 
0»  sont  données  par  Téqualion  en  X 

(i  _  R«)  X»  —  2X+  I  =o. 

D'oli  X  = i-=.et  X'  =       ' 


Les  ordonnées  à  l'origine  sont 

—  X'  R«  R 


(i—  R«)  X'—  I  (i— R)* 

—  X'  R»       _  R 

®*  (,_R«)X'-i  ""    (i  +  R)»  ' 

Si  Ton  ordonne  l'équation  (A)  par  rapport  à  js^,  on  a 

—  R*)=o; 
on  Toit  alors  que  les  asymptotes  parallèles  à  o%  sont 

(i  —  R«)  aî«  +  A»=  o; 
par  suite,  pour  qu'elles  soient  réelles,  il  faut  que  i  —  R' 
soit  négatif. 

Posons  z  =  x\  l'équation  devient 

[(X  —  i)«  —  R»X*]  x»  +  2R«Xa;  +  ft» ^X  —  i)«  —  R»  =  o. 

Pour  que  x  soit  réel  il  faut  que 

R4X«  —  [h*  (X  —  i)»  —  R«]  [(X  —  i)«  —  R»X»]  >  0 
(X  —  i)»  [A»  (R»  —  i)  X«  +  2ft«X  +  R«  —  A«]  >  o; 

^A^    *    -.       —  A»  ±  RA  v'A»  —  R«  +  I 

on  en  déduit    a  = tttt:: :^ • • 

A*  (R*  —  i) 

Si  R*  —  I  <  o  les  racines  sont  réelles  et  si  on  les  désigne 
par  X'  et  X',  X'  étant  plus  petit  que  X",  le  trinôme  en  X  est 
positif.  Si  X'  <  X  <  X^,la  courbe  est  alors  comprise  entre  les 
deux  droites  z  =  Xx  et  z  =  Vx. 

Si  R*  >  I  et  A"  —  R*  4"  I  >  Oi  les  asymptotes  parallèles 
à  oz  deviennent  réelles  et  le  trinôme  en  X  est  positif  poor 
les  valeurs  de  X  comprises  en  dehors  des  racines.  Si  A'  ---R' 
-j-  I  <  o,  les  valeurs  de  X  sont  imaginaires.  R*  —  i  «si 
positif  et  le  trinôme  est  positif  pour  toute  valeur  réelle  de  X; 
par  suite  x  est  toujours  réeL 

Nota.  -*  Cette  question  a  été  résolae  par  MU.  Lefftaber,  à  Reonet;  Baro*T  | 
au  lyeéo  Henri  IV;  Boulogne,  à  Lille. 
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QUESTION  262 

SolutioB  par  M.  6u.lt,  de  MoDtpeUicr. 


Bésoudre  et  discuter  dans  les  diverses  hypothèses 

x"»  ■+"  y°  +  z"*  =  a"» 

X«tt  -(-  y»  -f-  z*"»  =  b>** 
xSn  -|-  y 311  -^  z3n  =  c*". 

Prenons  pour  inconnues  auxiliaires  o^  =  u,  y»  =  t;,  s'^  =  /, 
et  posons  o»  =  p,  ft*»  =  g*,  c^"  =  r*. 
Les  équations  deviennent 

ti  4-t;  +  ^  =P  (1) 

14»  + 1;«  +  ^*  =  g*  (à) 

«•  -I-  r«  +  <'  =  ^  (3) 

Nous  remarquerons  d*abord  qu'à  chaque  système  de  va- 
leurs réelles  de  u^  t;,  t  correspondent  n  systèmes  de  valeurs 
pour  X,  y,  %f  dont  un  seul  se  compose  de  valeurs  réelles 
si  n  est  impair,  et  dont  deux  se  composent  de  valeurs  réelles 
si  n  est  pair;  car  si  ii,  v,  t  est  une  solution  se  composant 
de  valeurs  réelles,  on  a 

X  =  u  { cos h  y  —  I  sm  ) 

\  n  n    / 

y  =  v  ^cos  -^  +  K~  X  sin  — — j 

-^Z  2toc      ,    -y .        2for  \ 

;j  =  /   (  cos f-  y  —  I  sm ) 

où  k  doit  recevoir  les  n  valeurs  o,  i ,  2  . . .  n  —  i . 
Tout  revient  donc  à  compter  les  valeurs  réelles  de  u,  t;,  ^ 
Retranchons  l'équation  (2)  du  carré  de  (1),  il  vient 

uv  +  vt  +  ut  =    P  ~^\  (4) 

L'identité 
3ABC=A.»+B»+C«+(A+B+C)(A«+B«+C«— BC-AB— AC), 
oîi  Ton  fait  A  =  v,  B  =  r,  C  =  ^  donne 
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3uvt  =  r'  +  (a* ^  ~^   ^ 

ou  «v^  = ^\,^ i-^.  (01 

o 

Donc  u,  t;,  /  sont  racines  de  l'équation 

'^  2  6 

Si  Ton  pose  X  =  Y  +  -^>  cette  équation  devient 

Y*  +  -^Y(p*  -  3g«)  +  -^  (7  p»  -  i8pç»  -  çr')  =o 

et  u,  t),  ^,  ne  différant  que  de  -^  des  racines  de  cette  équa- 

3 

tien,  seront  réelles  en   même  temps  que  ces  dernières  et 

réciproquement. 

La  condition  de  réalité  des  racines  de  la   transformée  en 

Y  est 

(pi  —  3g«)8  ^  2(7p»  —  i8  pg»  —  gr«)*  <  o,  |8> 

condition  qui  s'obtient  sans  difficulté  en  fonction  des 
données  a,  b,  c. 

Alors  si  la  condition  (6)  n'est  pas  satisfaite,  le  système 
proposé  n'admet  pas  de  solutions  réelles. 

Si  cette  condition  est  vérifiée  il  y  a  une  solution  réelle 
pour  CD,  !/,  js,  lorsque  n  est  impair,  et  deux  solutions  réelles 
lorsque  n  est  pair. 

Si  enfin  (p»  —  3q^y  +  2(7p3  —  i8  p«  —  qr^y  =  o,  il  y 
a  une  solution  réelle  pour  ce,  y,  z  dans  laquelle  deux  de 
ces  inconnues  sont  égales. 

Remarque.  —  Dans  le  cours  de  la  discussion,  nous  avons 
supposé  p,  ç,  r  réels,  c'est-à-dire  o,  6,  c  réels  et  de  plus  a  et 
c  positifs,  si  n  est  pair,  et  positifs  ou  négatifs,  si  n  est  impair* 

Nota  :  Oat  i^olu  la  même  question  :  MM.  Boulogne,  à  Lille  ;  Haure,  h^ 
LouU-le-Grand,  à  Paria» 
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QUESTION  295 

ISolutloa  par  M.  Quiquvt,  élè?6  au  Lycée  de  Lille. 


Le  pôle  étant  placé  au  centre  de  similitude  du  cercle 
f  —  2ap  cos  (ô  —  x)  +  a*  =  r'  ^^  d^  cercle  de  rayon  mr, 
trQu\)er  Véquation  de  l'axe  radical  et  celle  du  cercle  coupant 
orthoganalement  les  deux  cercles  donnés  et  donê  le  centre  a  pour 

angle  polaire  p. 

L'équation  du  premier  cercle  étant 

p-  —  2ap  cos  (0  —  ot)  -}-  o*  —  »'■  =0»  (1) 

celle  du  second  est 

p'  —  2rnap  cos  (ô  —  a)  +  m*  (a*  —  r*)  =  o,       (2) 
L'équation  de  Taxe  radical  de  ces  deux  cercles  s'obtiendra 
en  retranchant  (1)  et  (2j,  ce  qui  donne 

p  cos  (6  —  a)  =  -^ i^ — i- — •  (3) 

■^  2a  ^  ^ 

Le  centre  du  cercle  coupant  orlhogonalement  les  deux 

cercles  donnés  est  sur  Taxe  radical;  ses  coordonnées  6  et  p 

doivent  satisfaire  à  (3)»  ce  qui  donne 

(r*  -g»)  (m+  i) 

0  =  — — — , 

2a  cos  (p  —  a) 

Le  carré  de  la  distance  des  deux  points  (a  a),  (6  p)  a  pour 
expression  a"  +  ^'  —  ^aft  cos  (^  —  a). 

Le  rayon  R  du  cercle  coupant  orthogonalement  les  deux 
cercles  donnés  est  égal  à  la  distance  du  point  (bp)  au  point 
de  contact  de  la  tangente,  menée  par  {bp)  au  cercle  de 
rayon  r;  on  a  donc 

R«  =  a«  +  ^*  —  2a&  cos  (g  —  a)  —  r* 
et  par  suite  l'équation  du  cercle  cherché  qui  est 

p«  —  2p6  cos  (0  —  p)  +  6«  —  R«  =x  o 
devient 

a  cos  (P  —  a)  r/    I    \  /  \        I      / 

Nota.  —  M.  Dagoiiion,  du  lycée  Henri  IV,  a  résolu  la  même  question i 
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QUESTION   308 

0ol«Uon  par  M.  Traniâ,  élère  de  Mathématiques  spéciales,  au  Lycée  de 

Toulouse. 


a  6/  b  étant  des  quaniités  réelles,  on  considère  la  fonctim 

y  =  (x  —  a)»(x  —  b)°*. 

On  demande  combien  Véquation  obtenue  en  égalant  à  séro  k 
dérivée  m'"*  de  j  a  de  racines  réelles, 

La  fonction  y  est  de  de^ré  2m.  Elle  admet  m  fois  la  racinea 
et  m  fois  la  racine  6.  Bile  a  donc  toutes  les  racines  réelles. 
Il  suit  de  là  que  la  dérivée  première  de  y  et  toutes  les  déri- 
vées successives  auront  toutes  leurs  racines  réelles. 

La  dérivée  première  y  est  du  degré  2m —  i.  EUeadmel 
m  —  I  fois  la  racine  a  et  m  —  i  fois  la  racine  6.  De  plus, 
d'après  le  théorème  de  RoUe,  elle  admet  une  autre  racine 
réelle  comprise  entre  a  et  b.  Soit  a  cette  racine. 

La  dérivée  seconde,  de  degré  m  —  2,  admet  m  —  2  fois 
la  racine  a,  m  —  2  fois  la  racine  6,  et  deux  autres  racines 
réelles  comprises  Tune  entre  a  et  a,  l'autre  entre  a  et  6. 

En  raisonnant  ainsi  de  proche  en  proche,  on  voit  que  la 
dérivée  m"®  du  degré  2m  —  fn=  m  n'admet  pas  pour  racines 
les  quantités  a  et  6  ;  mais  elle  a  toutes  les  racines  réelles  et 
comprises  entre  a  et  b. 

Nota.  «  À  résolu  la  môme  question,  M.  Dupuy,  à  Grenoble. 


Le  Rédacteui^éranty 
J.  KŒHLËR. 


PARIS.   »  lUP.  CIUIX,  20,   RUE  BEIOÉRI,  PftàS  DO  BODUVÂJIO  MOimURTRE.  —  ISTSH- 
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FORMULE 

QUI  DOKNE  LA  SOMME  DES  PUISSANCES  SEBIBLABLES  DES 
n  PREMIERS  NOMBRES  ENTIERS  (^) 

Par  H.  Ch.  PraTitx,  professeur  au  collège  d'Autun 


Si  l'on  représente  par  Sm  la  somme  des  puissances  p^^' 
des  m  premiers  nombres  entiers;  par  m!  le  produit  des 
m  premiers    nombres   entiers   (o!    étant  supposé    égal    à 

i)  ;  par  Ap  "^  *  le  produit n{n  —  i  )(n  —  2) . . .  (n — p)(n — p+  ^  )  î 
on  a 

gp  _  ^p  +  îy »»  =  P  +  1    SS>  X  (—  i)P  +  <-^ 
—     "       ^m  =.  I         ml(p+i  — m)!(n  — m)' 

La  somme  Sn  est  une  fonction  de  n,  entiëre,  de  degré 
p+  I  et  ne  renfermant  pas  de  constante  (**);  posons  donc 

SS  =  Aon''+'  +  Ay   4-  Ay  ^  +  . . .  +  Apn.  (1) 
Si  dans  cette  égalité  on  donne  successivement  à  n  les 

denrs  i,  2,  3,  .. .  p,  (p  -f*"  0>  ^^  ^^^^  P^^r  déterminer 
1  s  p  +  I  coefficients  Aq,  A^,  A,  ...  Ap  les  p  +  ^  équa- 
ii  ns  linéaires 

S\  =  A^  +  Al  +  -^^2  +  •  •  •  +  A.p 

Sî  s=  Ao2P  +  1  +  Ai2P  +  A2  .  2P  -  ^  +  . . .  +  Ap  .  21 

(2) 

S     p  =  Ao(p+  i)P  +  i  +  A,(p+  i)P 

+  A,(p  +  i)P-^  +  ...   X  Ap(p+  ,) 

L'élimination  des  coefficients  Aq,  A^,  A, . . .  Ap  entre  (1)  et 
(2)  donne 


(*)  Voir  un  mémoire  de  M.  Puiseax  sur  le  même  sujet  (Journal  de  Liou- 
raie,  1846. 

i**)  Journal  de  mathématiques  élémentaires  et  spéciales^  tome  IV,  p.  94* 

JOURNAL  DE  MATH.  1881 .  25 


—  386  — 


I 
I 

2 


sî 


^p 


p  -  i 


.p-^ 


...  I 


•    .    •     ^ 


2< 


p  +  I 


I    ^p 


sî;+i(p  +  i)mp  +  O''-^  ...  (p  +  0* 


=0. 


n 


SS 


wp 


nP-  ^ 


n' 


(p  +  Oi 

n        I 


Si  Ton  développe  ce  déterminant  en  l'ordonnant  par  rap- 
port aux  éléments  de  la  première  colonne  et  que  Ton  se 
rappelle  que 

=  (a   —   6)    ... 

(a  -  k){a  -  /) 

(6  — c)  ... 

(6-i)(6-0 


a  a*    ...    a»  -  < 

6   6«    ...    6»-^ 

ce*    . . .   c»  -  ^ 

fr  ik*   ...    *«-^ 

i    Z»    ...    i^-^ 

(A  -  0» 


le  coefiScient  de  Télément  —  Sm  (m  étant  Tun  des  nombres 

m 

I,  2,  .  .  .  p,  p  +  i)  sera 

(i  —  2)  (i  —  3)  ,..  (i  —  m  +  i)  (i  — w  —  i)  (i  — fil  — 2) 

...  (i_p)(ï_p_  i)(i^n) 

(2  —  3)  ...  (2  —  m  +  0  (2  —  ^  —  0  (2  —  wi  —  2)    ... 

(2— p)(2  — p—  i)(2-n) 

Cw  —  a  —  m4-i)(^  —  2  —  m  —  i)(m  —  2  —  m  — 2) ... 

(m  —  2  —  p)  (m  —  2  —  p  —  1)  (m  —  2  —  «) 

(m  —  I  — m —  i)  (m  —  I  —  m  —  3)  ... 

(m  —  1  —  p)  (m  —  I  —  p  —  i)  (m  —  I  —  «J 

(m  +   «  —  »  —  2)  . .  • 
(m  +  I  —  p)  (m  +  I  —  p  —  i)  (m  +  I  -"  '*) 

(p  —  I  —  p){p  —  I  _  p  _  i)  (p  _  1  —  «) 

(p  _  p  _  i)  (p  -  n) 
(p  +  I  -  n) 
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c'est-à-dire,  abstraction  faite  da  signe 

P'      (P  —  i)  »  (p  —  m  +  3)  !    (p  —  » -f  2)  I 

m  —  I      w  —  2  i  j 

(p—  m)l  (p— .frt—  ï)?..  2  !  1  ! 
X  (ft  —  i)  (n  —  2)  ...    (n  —  w  +  i)  (n  —  w  —  i)  ... 

(»  —  P  —  0» 


ou 


I  12  !  3  !  ...  p  !  AS  "*■  ^ 


(m— i)!(p— w+i)!  '     n(n  —m)  " 
Le  coefficient  de  Sp  est  donc,  abstraction  faite  du  signe» 

I Î2Î3  ! ...  p!        aî;+* 


m!  (p— w+  I)!  n(n  — m)  * 

On  verrait  de  même  que  le  coefficient  de  ^  SS  est 

n 

I  !  2  I  3  !  ...  |)  I 

On  a  donc 

s;  =  a'  +  *[—— ^Lti sg 

"       L(p+i)lo!(n— p— i)        plil(»  — p)"*"  ••• 


+  S? 


S?        1 

I  loU— ï)J 


2!(p— i)!(n— 2)  "^  I  I  p  1  (  —  ï). 
on,  sous  une  forme  plus  concise, 

*^<n  =  1  m  l  (p  +  I  —  m)  l  (n  —  i») 

Bekaboue.  —  La  formule  que  nous  venons  d'établir  se 
vérifie  aisément  a  posteriori. 

Il  est  évident,  en  effet,  que  le  second  membre  est  une 
fonction  de  n  entière,  de  degré  p  -|-  i  et  ne  renfermant  pas 
de  constante.  Or,  il  est  aisé  de  yoir  que  les  deux  membres 
de  la  formule  sont  identiques  pour  p  +  ^  valeurs  de  n,  savoir 
0*  I,  2,  ...  p  -j-  I.  D'abord,  pour  n  =  o,  les  deux  nombre^ 
sont  nuls.  Puis,  pour  n  ^=^  m^  m  étant  l'un  des  nombres 
^  2,  . ..,  p  -|-  I y  tous  les  termes  du  second  membre  s'an- 

ûulent,  sauf  le  terme  en  S^i  dont  le  coefficient  est 

«»  I  (p  —  w  +  0  ' 
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Les  deux  polynômes  de  degré  p  -{-  <  V^^  constitaent  les 
deux  membres  de  la  formule  étant  égaux  pour  p-^  2  valeurs 
de  la  variable  n,  sont  identiques. 


NOTE  D'ALGÈBRE 


M.  Burat-Duboisy  professeur  au  lycée  de  Pau,  nous  a 
communiqué  deux  notes  qu'il  vient  de  publier,  sur  la 
fraction  du  second  degré,  et  que  nous  devons  signaler  à  nos 
lecteurs,  à  cause  de  l'importance  des  résultats  que  pré- 
sentent ces  notes. 

Dans  la  première,  M.  Burat-Dubois  fait  remarquer,  avec 
beaucoup  de  raison,  que^  après  avoir  donné  une  définition 
du  maximum,  on  emploie  une  méthode  qui  laisse  complè- 
tement de  côté  la  définition;  c'est  la  méthode  désignée 
souvent  sous  le  nom  de  méthode  indirecte.  Mais  Tauteur, 
après  avoir  signalé  cette  première  faute  de  raisonnement, 
montre  que,  en  outre,  la  règle  trouvée  par  cette  méthode 
indirecte  n'est  pas  identique  à  celle  que  donne  l'étude 
directe  de  la  variation  des  fonctions.  Les  exemples  que 
donne  M.  Burat-Dubois  mettent  le  fait  en  évidence;  ils 
nous  montrent  en  effet  que  la  règle  donnée  par  la  méthode 
indirecte  peut  fournir  des  résultats  en  désaccord  absolu 
avec  l'étude  mathématique  de  la  variation  de  la  fonction. 

Le  but  de  la  première  note  était  d'appeler  l'attention  sur 
cette  question,  et  de  provoquer,  pour  ainsi  dire,  une  étude 
nouvelle  de  la  fraction  du  second  degré,  l'une  des  questions 
les  plus  délicates  du  programme  de  mathématiques  élé- 
mentaires. Cette  étude,  qu'il  fallait  entreprendre  au  point 
de  vue  du  programme  du  baccalauréat  et  de  l'École  Saint- 
Cyr,  fait  précisément  l'objet  de  la  seconde  note  de  M.  Bu- 
rat-Dubois. 

Partant  de  la  définition  précise  du  maximum  et  du  mini- 
mum, M.  Burat-Dubois  commence  par  insister  sur  ce  fait, 
qu'un  maximum  ou  un  minimum  ne  peut  correspondre 
(qu'à  une  valeur  finie  de  la  variable,  mais  peut  parfaitement 
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répondre  à  une  valeur  infinie  de  la  fonction  pour  une  ya« 
leur  finie  de  la  variable. 
Ensuite)  l'auteur  démontre  les  théorèmes  suivants  : 

1.  Les  fonctions  ax  +  b  e^     ,   T , ,  n'ont  ni  maximum  ni 

'  ax+b 

minimum, 

2.  La  fonction  ax*  +  l>x  +  c  a  toujours  un  maadmum  ou  un 
minimum  si  a  est  différent  de  zéro. 

3.  La  fonction  x  -j a  toujours  un  minimum  et  un  maxi^ 

mum  si  m  est  positif;  elle  n*a  ni  maximum  ni  minimum  si  m  est 
nul  ou  négatif. 

Ces  principes   établis,   M.   Burat-Dubois,    reprenant  la 

.    ,.  ax*  +  6x  4-  c 

fraction  y  =     >  ,  T  .  >     T  >  , 

ax*  -f'Ox  +  c 

effectue  la  division,  et  obtient  une  expression  de  la  forme 

a  x-}-  n 

y  —  ^'~^    ax^  +  b'x  +  c'  • 

par  un  changement  de  variable,  il  ramène  cette  fraction  à  la 

forme  ,   ,    ^    , , 

on  encore  en  divisant  par  z,  à  la  forme 

I 

z  +  p- 


z 

c'est  Tétude  du  dénominateur  de  cette  fraclion  qui  indique 
précisément  s'il  y  a  maximum  ou  minimum. 

Les  conclusions  auxquelles  arrive  M.  Burat-Dubois  sont 
les  suivantes: 

Pour  qu'il  y  ait  maximum  ou  minimum,  il  faut  que  Ton 
ait       (ac'  —  cay  —  (aV  —  ba){bc  —  cb)  >  o ; 

Si  cette  quantité  était  nulle  ou  négative,  il  n'y  aurait  ni 
maximum  ni  minimum. 

Après  avoir  reconnu  l'existence  à'un  maximum  et  d'un 
minimum,  il  faut  chercher  quelle  est  la  valeur  de  x  qui 
correspond  au  maximum,  quelle  est  celle  qui  correspond  au 
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minimum.  Appelons  K  la  valeur  de  la  quantité  que  nous 
venons  de  considérer  ;  si  aV  —  ba  est  positif,  le  maximum 
correspond  à 

_    —  (gç-  —  ca')  —  v/k 
^*-  ab'  -  ba)  • 

et  le  minimum  à 

^>  -  (Ob'  -  ba) 

c'est  l'inverse  qui  aura  lieu  si  oô'  —  ba'  est  négatif. 

Ce  fait  général  établi,  M.  Burat-Dubois  examine  ce  qui 
arrive  lorsque  certains  coefficients  sont  nuls,  et  il 
reconnaît  que  ses  conséquences  peuvent  se  déduire  du 
premier  cas,  en  portant,  dans  la  valeur  de  K  les  hypothèses 
qu'il  fait  sur  les  coefficients,  en  supposant  toutefois  que 
aV  —  ba  ne  soit  pas  nul;  si  àb'  —  ba  était  nul,  avec 
ac  —  ca'  diflTérent  de  zéro,  il  y  aurait  un  maximum  ou  un 
minimum,  mais  jamais  l'un  et  l'autre. 

Enfin,  l'auteur  termine  sa  note  en  comparant  l'étude  qu'il 
vient  de  faire  avec  la  méthode  dite  indirecte,  et  il  montre 
que  la  seconde  ne  tient  pas  compte  de  toutes  les  hypo^ 
thèses  qu'il  a  considérées,  et  que  certaines  hypothèses  peu* 
vent  exister  dans  la  première  méthode  en  même  temps  que 
d'autres  hypothèses  de  la  seconde,  qui  donnent  des  résul- 
tats différents  des  premiers. 

Nous  devons  dire  que  déjà,  dans  une  Algèbre  parue  depuis 
plusieurs  années,  M.  Lauvernay  a  cherché  à  présenter  la 
question  d'une  autre  manière  ;  il  a  suivi  une  marche  fort 
différente  de  celle  que  nous  signalons  aujourd'hui,  et  il 
est  nrriyé  aux  mêmes  résultats;  mais  ensuite  il  a  repris 
la  méthode  indirecte,' et  ce  qui  constitue,  à  notre  avis,  la 
supériorité  de  la  note  de  M.  Burat-Dubois,  c'est  que 
ce  dernier  s'est  préoccupé  de  montrer  que  les  deux  métho- 
des ne  sont  pas  équivalentes. 

On  peut  maintenant  se  demander  s'il  y  aune  faute  de  rai- 
sonnement quelque  part  dans  la  méthode  indirecte,  ou  bien 
^  quoi  tient  ce  désaccord  entre  les  résultats  donnés  par  les 
deus  méthodes.  Nqus  allons  montrer  que  la  méthode  indi- 
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recte  nous  donne  seulement  une  condition  nécessaire  pour 
qu'il  y  ait  ou  maximum  ou  minimum,  ou  bien  maximum 
et  minimum,  mais  que  cette  condition  n'est  pas  suffisante* 

Pour  cela,  reprenons  la  condition  de  maximum  ou  de  mi* 
nimum  (Lauvemay,  p.  281).  Il  faut  que  œ  soit  l'une  des 
racines  de  l'équation 

[ab'  —  ba')x*  +  ^(ac  —  ca)x  -f-  (bo  —  cb')  =  o. 

Mais,  comme  l'indique  l'auteur  dont  nous  parlons,  cette 
condition  n'est  pas  suffisante. 

D'autre  part,  si  nous  posons  dans  la  méthode  indirecte 

ax^  -{-  bx  '\-  c   

ax*  -j-  b'^  +  c 
nous  trouvons  que  les  valeurs  de  x  correspondant  au  maxi- 
mum ou  au  minimum  sont  celles  que  l'on  tire  de  ]'équation 
précédente  quand  on  y  remplace  y  par  l'une  des  racines  de 
l'équation 

(&'  —  4a'c')y*  —  2(65'  —  2ac  —  2ca')y  +  &*  —  4^  =  o. 

Si,  dans  cette  équation,  nous  remplaçons  y  par  la  fraction 
donnée,  nous  aurons  une  fonction  de  x  qui  devra  s'annuler 
précisément  pour  les  valeurs  que  nous  venons  d'indiquer. 
Or,  en  faisant  celte  transformation,  nous  arrivons  à  l'équa- 
tion 

(6»  —  4a'c)  (ax*  +  6a?  +  c)»  / 

—  2(66'—  2ac  —  2co')(aaj*  +  5a;  +  c){ax*  +  b'x  +  c')>  =3 
+  (6*  —  4ac)  (ax*  +  b'x  +  c  )'  J 

qui,  tous  calculs  faits,  revient  à  la  suivante  : 

(ab'  —  5a')*£C*  +  4{ab'  —  ba')  (ac  —  ca)x^  ) 

+  [4(ac  —  cay  +  2(a5'  —  6a')  (6c'  —  c6')]a?»  >  =  o. 

+  4{ac  —  cd)  (bc  —  cV)x  +  (6c  —  c6')«  ) 

Cette  dernière  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 
[(aV  —  bd)x^  +  2{ac'  —  cd)x  +  (bc  —  c6')]*  =  o. 

On  retrouve  ainsi  la  condition  nécessaire,  mais  non  suffi- 
sante, àlaquelle  doit  satisfaire  o;,  pour  qu'il  y  ait  maximum  ou 
minimum  ;  on  reconnaît  donc  bien  que  la  méthode  indirecte 
est  défectueuse,  ainsi  que  l'avait  signalé  M.  Burat*Dubois 
dans  sa  première  note. 

Nous  pourrons  faire  remarquer,  pour  ceux  de  nos  lecteurs 
qni  sont  en  mathématiques  spéciales,  que  la  fonction  de  X 
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que  nous  annulons  n'est  autre  que  le  numérateur  de  la 
dérivée  de  la  fraction  du  second  degré;  et  ils  verront  ainsi 
que,  en  annulant  cette  fraction,  nous  avons  bien  une  condi- 
tion nécessaire,  mais  non  suffisante  pour  que  la  fraction 
passe  par  un  maximum  ou  un  minimum. 

A.  M. 


EXAMENS  ORAUX  DE  SAINT-CYR  (1881) 


Résoudre  l'équation 

(sin  X  —  cos  x)s\nx=za\ 
trouver  entre  quelles  limites  doit  varier  a  pour  que  le  problème  soit  possible. 

—  Trois  cercles  dont  les  rayons  sont  R,  R',  R',  sont  tangents  deux  à  deux 
extérieurement.  Trouver  les  angles  du  triangle  qui  a  pour  sommets  les  centres 
de  ces  trois  circonférences. 

—  Rendre  calculable  par  logaritbmes  l'expression 

sin  A  +  sin  B  -f  sin  C 
en  supposant  A  -|-  B  +  C  =  i8o». 

—  Sur  une  droite  AB  comme  diamètre,  on  décrit  une  circonférence,  et  on 
prolonge  AB  d'une  longueur  BC  égale  au  rayon.  Du  point  C,  on  mène  une 
tangente  CT,  et  on  fait  tourner  la  figure  autour  du  diamètre  AB.  On  demande 
la  surface  engendrée  par  CT.  Dire  a  priori  quelle  est  la  valeur  de  l'angle  C. 

—  Intersection,  par  la  méthode  des  projections  cotées,  de  deux  plans  dont  les 
lignes  de  pente  sont  parallèles. 

—  On  partage  un  diamètre  AB  en  trois  parties  égales  et  on  mène  des  perpen- 
diculaires k  AB  ;  puis  on  fait  tourner  la  figure  autour  du  diamètre  ;  trouver  les 
aires  des  trois  zones  et  les  volumes  des  trois  segments  sphériques  ainsi  déterminés, 

2a 

—  Construire  l'expression  x  = =-. 

1  +  ^5 

—  Etant  donnés  deux  points  A  et  B  sur  le  plan  horizontal,  et  la  projection 
horizontale  d'un  point  de  l'espace  d'où  l'on  voit  la  droite  AB  sous  un  angle  donné, 
trouver  sa  projection  verticale. 

—  En  un  point  0,  situé  à  l'intérieur  d'un  triangle  ABC  on  applique  trois  forCfô 

dont  les  grandeurs  et  les  directions  sont  OA,  OB,  OC  ;  on  demande  de  trouver 

leur  résultante  et  son  expression  en  fonction  de  la  distance  du  point  0  au  point 

de  rencontre  G  des  médianes.  Démontrer  que  la  l'ésultante  passe  par  le  point  G. 

p 

—  Un  mobile  de  poids  P  est  soumis  à  trois  forces,  l'une  -r-  verticale  dirigée 

P  P 

de  bas  en  haut;  l'autre  -^  parallèle  au  plan  incliné,  et  la  troisième  ^^ horizon- 
tale; le  corps  étant  immobile,  on  demande  l'inclinaison  du  plan. 

—  Un  mobile  du  poids  de 25  grammes  est  soumise  une  lorce  de  3  grammes 

pendant  -^  de  seconde  ;  on  supprime  la  force  qui  agit,  et  on  demande 
l'espace  parcouru  pendant  7  secondes  de  descente  libre. 
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—  On  suppose  qu'on  ait  trois  points,  et  trois  forces  appliquées  en  ces 
points,  et  situées  dans  un  même  plan.  Démontrer  qu'il  est  possible  de  rem- 
placer ces  forces  par  deux  autres,  l'une  passant  par  un  point  donné,  l'autre 
ajaat  une  direction  donnée. 

—  2/j  étant  le  périmètre  d'un  triangle  et  r  le  rayon  du  cercle  inscrit,  si 
l'on  a  r  =  p  —  a,  le  triangle  est  rectangle  en  A. 

-*  On  donne  deux  points  A  et  B  de  l'espace,  et  un  plan  P.  Lieu  des 
points  M  da  plan  tels  que  HA>  -h  MB>  =  K^ 

—  Décomposition  du  trinôme  a;*  +  px'  -\-  q  en  facteurs  réels  du  second 
degré. 

•-  Résoudre  les  deux  équations 

xy-^  a  [x  -h  y]  ==  p;     x^  -{-  y^  -\-  b  [X  +  y)  ^  q. 

-*  Un  point  pesant  est  lancé  avec  une  vitesse  donnée  dans  une  direction 
oblique;  quelle  est  la  ligne  parcourue?  On  prend  un  point  sur  la  courbe,  et 
on  demande  la  vitesse  en  ce  point. 

—  On  a  une  balance  dont  les  deux  bras  sont  inégaux  ;  on  pèse  un  poids  P 
5nece55ivement  dans  l'un  et  l'autre  des  plateaux,  et  pour  lui  faire  équilibre, 
il  faut  des  poids  dont  la  somme  est  A.  On  demande  le  rapport  des  bras  de 
la  balance.  Connaissant  le  rapport  des  deux  bras,  i)Ourra-t-on  avec  cette  ba- 
Imee  afoir  exactement  le  poids  d'un  corps  ? 

—  Si^  an  milieu  des  côtés  d'un  triangle,  on  applique  des^forces  perpendicu- 
laires et  proportionnelles  aux  côtés,  elles  se  font  équilibre.  Si  au  lieu  d'un 
triangle  oa  a  un  polygone,  l'équilibre  subsiste-t-11  ? 

—  Résoudre  le  système 

X  +  2  [y  +  z)  =  c 
y  -{-  2  (s  -\-  x)  =:  b 
a  4-  2  (a;  4-  y)  =  a 

—  Peut-on  éliminer  les  côtés  et  trouver  une  relation  entre  les  angles  en 
ptffaot  des  équations  de  la  forme 

o  =  6  cos  C  +  c  cos  B. 
~~  Faire  la  somme  des  fractions  suivantes  : 

a         a  +  r         a  +  2r  o  +  ^^ 

b  bq  hq'  bqn 

—  Démontrer  que  N'  —  N  est  toujours  divisible  par  6,  si  N  est  un  nombre 
»lier. 

-*  Résoudre  les  équations 

X  —  y  =  a  ;      sin^  x  —  sin'  y  =  b, 

—  Sachant  que  A  +  B  +  C  =  i8o»,  rendre  calculable  par  logarithmes 
«pression 

sin  2A  +  sin  2B  -f  sin  2C. 
~  On  donne  la  base  et  la  hauteur  d'un  triangle,  ainsi  que  la  différence  des 
iB^cs  à  la  hase  ;  calculer  les  autres  éléments. 

—  Soit  a  le  chiffre  des  unités,  b  le  chiffre  des  dizaines,  c  le  chifAre 
^  centaines,  d  le  chiffre  des  mille  d'un  nombre,  etc.  Démontrer  que  le 
ombre  sera  divisible  par  4  si  a  +  2&  est  divisible  par  4  ;  le  nombre  sera 
li'isible  par  8  si  a  +  26  +  4c  est  divisible  par  8  ;  il  sera  divisible  par  iG  si 
I  r  26  -f-  4c  4-  8d  est  divisible  par  16,  etc.  Généraliser  la  règle  à  trouver. 
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QUESTIONS   D'EXAMEN 


Démontrer  que,  pour  diviser  un  polynôme  A.  par  te  produit  BCD 
de  divers  polynômes  y  il  suffit  de  diviser  A  par  B,  fe  quotient  par 
C,  et  le  nouveau  quotient  par  D,  même  lorsque  les  divisions  stxc(S- 
sives  donnent  des  restes. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  je  rappellerai  qne,  si  entre 
quatre  polynômes  entiers  M,  N,  P,  R,  j'ai  l'identité 

M  =  ]S'P  +  R 
et  si,  en  outre,  le  degré  de  R  est  inférieur  à  celui  de  N,  cela 
m'apprend  que,  en  divisant  M  par  N,  j'obtiendrai  pour  quo- 
tient P  et  pour  reste  R. 

Cela  posé,  j'effectueles  divisions  comme  l'indique  renoncé; 
j'ai  en  appelant  Q,  Q',  Q"  les  quotients  successifs 

A  =  BQ    +  R  , 
Q   =  GQ'  +  R', 
Q'  =DQ"  +  R'; 
je  dis  que,  si  je  divisais  directement  A  par  le  produit  BCD, 
j'aurais  Q"  pour  quotient;  en  effet,  en  remplaçant  dans  la 
première  identité  successivement  Q  etQ'  par  leur  valeur,]  ai 
A  =  BGD.Q'  +  (BGR'  +  BR'  +  R). 

Il  suffit  donc  de  démontrer  que  le  degré  de  la  quantité 
entre  parenthèses  est  moindre  que  le  degré  de  BCD.  Soient 
P»  P»  p'y  les  degrés  respectifs  des  facteurs  B,  C,  D;  alors, 
BCD  est  du  degré  p  +  p  +  P"*  (J®  suppose  implicilemeni 
que  les  polynômes  considérés  sont  entiers,  et  par  suite  qne 
leurs  degrés  sont  positifs.)  Le  degré  de  R"  est  au  plusi 
égal  à  p"  —  I  ;  celui  de  R'  est  au  plus  égal  à  p  —  1 1  •* 
celui  de  R  est  au  plus  p  —  i  ;  donc  les  trois  termes  qui  com- 
posent la  somme  entre  parenthèses  ont  respectivement  de« 
degrés  inférieurs  à  p-f"P  "+"?'•  La  quantité  entreparenthèsefl 
est  donc  d'un  degré  inférieur  à  celui  de  BCD.  Donc,  si  J^ 
divise  le  polynôme  A  par  BCD,  j'aurai  bien  comme  quotienl 
Q",  c'est-à-dire  le  même  quotient  que  m'avait  donné  la  suiW 
des  divisions  partielles  par  les  divers  facteurs  B,  C,  D.       | 
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'^Démontrer  que,  pour  extraire  la  racine  mnp  d^un  nombre  A 
à  une  unité  près,  il  suffit  ^extraire  la  racine  m  de  k  à  une 
vnité  près,  la  racine  n  du  résultaly  et  ainsi  de  ^fuite. 

Je  Tais  démontrer  ce  théorème  d'abord  pour  le  cas  où 
l'indice  est  un  produit  de  deux  ou  de  trois  facteurs,  et  dé-- 
montrer  ensuite  que  si  la  proposition  est  supposée  vraie  pour 
le  cas  de  h  facteurs,  elle  est  vraie  aussi  pour  A  +  i  facteurs. 

D'abord,  je  me  propose  d'extraire  la  racine  np  de  A;  je 
prends  la  racine  n  de  A  à  une  unité  près;  soit  a  cette  racine; 
puis  je  prends  la  racine  p  de  a  à  une  unité  près  ;  soit  a^  cette 
racine;  je  dis  que  a^  est  la  racine  np  de  A  à  une  unité  près; 
en  effet,  j'ai,  par  définition, 

a"  <  A  <(a  +  0" 

al  <a  <  (ûi  +  if 
En  considérant  d'abord  les  premiers  et  les  seconds  membres 
j'aurai  a,""^  <  a** 

et  par  suite  ai""^  <  A. 

D'autre  part  a  et  (a^  +  i)p  étant  des  nombres  entiers,  j'ai 

a  4-  I  <^{a,  +  if. 

Donc  (a+  if  Kia^  +  O""^. 

Donc  j'ai  bien 

Oi"P<  A<  (ai4-  i;«P. 
En  second  lieu,  si  j'appelle  a,  la  racine  q  à  une  unité  près 
ieai,j'ai 

D'après  cela,  je  vois  immédiatement  que  J'ai 

a,"M  _<  A, 

îl  comme  «i  +  ^  _<  (^«  +  0**  > 

li  résulte  de  ce  qui  précède  que 

(«1+  i)°P_<K  +  0°P^- 
Donc  j'ai  bien 

aj^^M  ^  A  <  (a,  +  I  )  npq. 

En  suivant  le  même  raisonnement,  je  verrai  que  si  j'ai,  en 
appliquant  la  méthode  précédente, 

ajp--<ï<  A  <  (ah+  î)np--.q 
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en  appelant  a  la  racine  r  de  ce  nombre  à  une  unité  pre< 
comme  j'aurai  a  <  flh  <  (a+  i)*" 

et  que,  d'autre  part,  j'ai 

j'aurai  a°P---v^  A  <  (a  +  i)np--.qf . 

Donc,  j'aurai  bien  extrait,  à  une  unité  près,  la  racine  d'or 
dre  (np. .  .qr)  du  nombre  A. 
Le  théorème  est  donc  démontré. 


—  Soient  a,  b,  a',  b'  quatre  nombres  entiers  ;  soit  p  «n  nomii 
premier  avec  chacun  d!eux;  si  p  divise  ab'  —  ba'  e^  a  —  a 
il  divise  b  —  b'. 

En  effet,  p,  divisant  a  —  a,  divisera  b{a  —  a ).  Donc i 
divisera        ab'  —  bd  —  b(a  —  a)  =  a(b'  —  6). 

Mais,  par  hypothèse,  p  est  premier  avec  a  ;  donc  il  di«* 
(6'  —  6)  et  par  suite  (6  —  6'). 

a  b 

—  Étant  données  deux  fractions  — r  et  -=-7-»  si  Von  a 

a         b 

ab'  —  ba  =  —  i , 

a         b 
la  fraction  la  plus  simple  comprise  entre  — r-  cl  -tt-  sera 

a  +  1> 
a  +  b'  • 

En  effet,  soit  ~  une  fraction  telle  que  l'on  ail 

P 

a  p  b 

a  p  b 

La  fraction-^  peut  être  inférieure  ou  supérieure  à  la  Iraf 

P 

a  +  & 
tion  — r-; — rr-  Je  dis  que,  dans  tous  les  cas,  on  a 

a  +  t^ 

p  >  a  +  6;    p'  >  a'+  &'• 

Premier  cas.  —  On  a  -^  <    ^,  T  ,,  . 

p  a  -f-  b 

On  en  tire  -r  <  -^7-  <        ' 


a  p'  d  +  b 


»  » 
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,, ,  p  a  a  4-  6  a 

p  a  a  -j-  0  a 

On  en  tire,  en  réduisant  au  même  dénominateur,  et  tenant 
»mpte  de  la  relation  donnée  dans  l'hypothèse 

àp  —  ap  I 


p  a  +  ^ 

Or pa — ap  est  un  nombre  entier,  au  moins  égal  à  runilo? 

bnc  on  aura,  à /brtibn,  — p  <     .   ,   , ,  ■ 

'  p  a'  +  6 

fa  p'  >  a  -{-  b\ 

On  en   déduit,    en  remplaçant  p  par   une  quantité  plus 

élite, 

a     ^    a  +b" 
M  aa  +  b'a  <  pa  . 

Mais  b'a  =  b'a  —  i  ; 

onc  a  (a  +  fr)  <  P»'  +  > 

1  enfin  a  +  6  <  p  H r-. 

a 

Mais  a  4~  b  et  p  sont  entiers  ;  donc  on  aura  bien 

p  >  a  +  b. 

BEuxiiiis  CAS.  —  Si  Ton  a 

a  4-b  p  b 


a'  +  fc'     ^    p'     ^    6 

laura 

b  a  +  fc  _fc_         p . 

T'  a  +  6'    -^  T  y/ 

^  comme  précédemment, 

I  bp  —  pb'         Jl^ 

a  +6'  p'  p 

Donc  «'  +  fr'  <  p'  ; 

^on  aura 

^  +  *    <  ^  <         P 


a  -|-  fr  p'  a'  -|-  6'  ' 

f^'oîi  l'on  lire  a  +  &  <  P- 
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—  Trouver  le  produit  de  tous  les  diviseurs  d*un  nombre  dann^N. 
Nous  savons  que  si  l'on  a 

le  nombre  de  ses  diviseurs  est  égal  à 

(«+ 0(P  +  i)(r  +  0 

De  plus,  à  tout  diviseur  moindre  que  vN,  correspoad  un 
diviseur  plus  grand,  et  leur  produit  est  égal  à  N.  Donc  le 
produit  cherché  est  égal  à 

Ce  nombre  est  entier,  puisque  si  N  n'est  pas  un  carré  par 
fait,  Tun  au  moins  des  facteurs  (a+i)»(P+O>(ï"l~0®^^P*^^ 

Si  N  =  A*,  on  sait  que  le  nombre  des  diviseurs  est  impair 
mais  alors  on  peut  écrire,  pour,  le  produit, 

a(*  +  'X?  +  0(r  +  i) 

qui  est  encore  un  nombre   entier,  et   qui  rentre  dans  li 
formule  précédente. 


QUESTION  301 

Solution  par  M.  Debrat,  à  Chau?ency-Saint-Huberi. 


Construire  un  triangle  connaissant  un  angle  A,  la  hU^a 

trice  di  et  la  m^A'J" 
m  partant  du  sommet  i 
cet  angle, 

SoientABClelrian^ 
cherché,  AH  la  ha^ 
teur,  AD  la  bisseclrici 
AM  la  médiane  parlai 
du  sommet  de  Tanglei 
On  a 


sin  M  = 


cos  A  = 


m  2 

cos  (M  +  (3) 


d 


(2);P=B-C; 


cos  M 


=  cos  (3  —  sin  p  tg  M; 
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cos  6  —  cos  A  ._. 

d'oh    Ig  M  =  ïV-r ;  (3) 

diTÎsant  membre  à  membre  les  égalités  (1)  et  (2) 

m  sin  M  S 

=  cos  -i— .  (4) 


d  2 

Les  égalités  (3)  et  (4)  résolvent  le  problème.  Ce  sont  deux 
équations  à  deux  inconnues  qu'il  suffit  de  résoudre. 

L'angle  M  étant  déterminé,  la  hauteur  est  connue  et  le 
problème  s'achève  facilement. 

Il  suffit  de  mener  la  bissectrice  de  l'angle  BAC,  puis  du 
point  A  avec  h  pour  rayon  de  décrire  une  circonférence  à 
laquelle  on  mènera  du  point  D  une  tangente  qui  sera  le  troi- 
sième côté  du  triangle. 

Le  problème  a  deux  solutions  quand  on  peut  mener  deux 
tangentes  à  la  circonférence;  c'est  le  cas  ordinaire. 

Si  h  ^=m,  c'est-à-dire  quand  le  triangle  demandé  est 
isoscèle,  le  problème  n'a  qu'une  solution. 

Si  h  >  o,  le  point  D  esta  l'intérieur  de  la  circonférence  et 
le  problème  n'a  plus  de  solution. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  : 

5Itf.  Delpit,  école  préparatoire  Sainto-Barbe;  Heoryi  à  Bréchincourt;  Blessel, 
à  Paris  ;  H.  Bourget,  à  Aix. 


SX 


QUESTION  325 

itton  par  M.  Blessel,  piqueur  des  Ponts  et  Chaussées. 


Râumdre  l'équation  j/^  ^  +  ""    +  /-^—  =   y—^ 

Cette  équation  peut  s'écrire 

\/bx(a  -\-  x)  y  ax{a  -f-  x)  y  ax'^ 

JV  abx  J  abx  Jahx 

fit'  n,    ■ -  ■■  n. 

doii  y'to(a  +  ^)  +  \/ax{a-\-x)  =  \/ ax^ 

çl  y/ccia  +  x)[\/b    -f-  y^o^  =  ^ax^. 

Élevant  à    la  puissance  n,  supprimant  la  solution  a?  =  o, 
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on  a 
d'où 


x  = 


a —  (\/6  +\/a)" 
Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  BonJeux,  de  Riom. 


QUESTION  326 

IftolutioB  par  M.  RrvARD,  élève  au  Lycée  du  Mans. 


Étant  donné  un  cercle  0  et  deiLX points  extérieurs  ketB  donnée 

par  les  quanti- 
tés OA  =  a, 
OB  =  b,  AB 
=^à,trouversur 
la  circonférenct' 
un  point  M  td 
que  la  sotMnt 
des  carrés  it^ 
distances  MA  cl 
MB  soit  égale  h 
une  quantité 
donnée,  Discii- 
ter  le  problème. 
Construire  géo- 
métriquement k 

point  M  lors- 
qu'il existe. 

Un  sait  que    le  lieu  des  points   M   tels    que   Ton  ait 
MA*  -f-  MB*  =  K"  est  une  circonférence  ayant  pour  rayon 


t 


2K«  —  rf 


Les  points  communs  à  cette  circonférence  et  à  la  circon- 
férence donnée  répondent  à  la  question. 
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/2K"           d* 
=  w  et  C  le  milieu  de  AB.  Menons 
4             4 

CO.  Celle  ligne  coupe  la  circonférence  en  deux  points  D  et  E. 

Si  Ton  a  m  >  CE,  pas  de  solution. 

Pour        m  =  CE,  une  seule  solution,  le  point  M  vient 
en  E. 

Si  CE  >  m  >  CD,  deux  solutions. 

Pour       m  =  CD  une  solution. 

Pour       m  <  CD  pas  de  solution. 

Construction.  —  m  est  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle 

BC 
qui  aurait  pour  côtés  de  Tangle  droit et  KyT.   Cette 

construction  est  indiquée  sur  la  figure. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Dupuy,  de  Grenoble  ; 
Fiéret,  de  Lille  ;  Joly,  de  Tarbes  ;  Provost,  du  Mans. 


QUESTION  327 

fl«l«iloM  par  M.  Timel,  élève  au  lycée  Corneille  (Rouen), 


On  donne  un  cercle  C,  une  corde  AB  de  ce  cercle  et  sur  AB 
un  point  P.  Mener  par  le  point  P  une  corde  XPY  telle  que  si  on 
abaisse  XX'  et  YY perpendiculaires  sur  AB,  on  ait  XX'  —  YY 
=  D.  (Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure.) 

Soient  I  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  do  C  sur 
XY;  CP  =  d,  Pr  =  Xy  PY'  =  y,  XPX'  =  a,  CPX'  =  w. 

On  connaît  (i,  D  et  (o;  calculons  a.   Les  triangles  XPX', 
TPY'  donnent  d'abord 

tga(a?-y)=D;  (1) 

on  a  ensuite,  d'après  une  propriété  des  sécantes, 

^^       =  R«  —  d«  ;  (2) 

cos"  a  ^  ^ 

enfin  le  triangle  rectangle  XCI  donne 

Rt  _  i^±^  =  d»  sin«  (co  -  a).  (3) 

4  COS" a  ^  ^  ^  ^ 

JOraHAL  DB  MATH.  1881.  26 
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(DU 

Remplaçons  dans  (1)  élevée  au  carré,  et  (3), 1—  par 


8a 


valeur  ii),  nous  obliendrons  les  deux  équations 


Sin^ 


in«  a  f-^liJi 2R«  +  2d*^  =  D* 

\    cos'a  / 

aR*  =  2d« ^'    .  ^'    =  4d*  sin  (w  —  a). 


cos'  a 


La  seconde  de  ces  équations  donne  la  valeur  de 


x*  +  y\ 


C0S*a 


portant  cette  valeur  dans  la  première  équation  et  simplifiant 

on  a  d  sin  (2a  —  w)  =  D  —  d  sin  o), 

équation  qui  fait  connaître  2a  —  (o  et  par  suite  a. 

Pour  que  le  problème  soit  possible  il  ûiut  que 

D  —  d  sin  6) 
; >.  I 


ou 


D  >.  2(1  cos* 


(1) 


Nota.  —  La  même  question  tété  résolue  par  MM.  Joly,  de  Tarbes;  Yitte.iiu 
lycée  Henri  IV  ;  Henri,  à  Bréchincourt,  et  par  M.  Van  Aubel,  de  Liège,  qui  nou> 
en  a  envoyé  une  solution  géométrique  très  simple. 

QUESTION  328 

HkilatloB  par  M.  E.  Van  Aobel,  élève  à  TAthénée  de  Liège. 

On  donne  un  cercle,  un  diamètre  et  deuoc  points  P  ei  F  sur  ce 


diaméire.  de  part  et  d'autre  du  centre  et  à  des  distances  inégale 
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de  ce  centre.  Mener  par  P  et  F  deiujc  cordes  égales  qui  se  coupent 
sur  la  circonférence.  (Lieber) 

Soient  MC,  MD  les  deux  droites  qui  répondent  à  la  question. 
Le  Iriangle  MCD  étant  isoscèle,  on  a  :  arc  MAC  =  arc  MBD 
ou  arc  CE  =  arc  ED;  ME  est  donc  bissectrice  de  Tangle 
CMD.  Par  suite  le  triangle  MPF  donne 

MP    _     OP 
MF    "~    OF   * 
Donc  le  point  M  se  trouve  à  Tintersection  de  la  circonfé- 
rence 0   et    de   celle  qui  a  pour  dianfiètre   la   droite  ORj 
R  étant  le  conjugué  harmonique  de  0  par  rapport  à  PF. 

>'oTA.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Dupuy,  de  Grenoble;  Tinel,  de 
Rouen;  Baadoin,  de  Beauvais;  Vilte,  du  lycée  Henri  IV;  Leclair,  à  Passy. 


QUESTION  336 

Solution  par  M.  Jolt,  élève  du  Lycée  de  Tarbes. 


Étant  donné  un  triangle  rectangle  isoscèle  ABC,  d'un  point  M 
pris  sur  Chypoténu^e  BC,  on 
abaisse  des  perpendiculaires  MP, 
MQ  sur  les  côtés  AC,  AB.  On  joint 
PQ  et  du  point  M  oti  abaisse  une 
perpendiculaire  sur  PQ.  Démon- 
trer que  cette  perpendiculaire 
passe  par  un  point  fixi. 

Joignons  AM.  La  perpendicu- 
laire IM  sur  PQ  rencontre  la 
hauteur  AE  du  triangle  ABC  en 
un  point  D.  Les  triangles  AEM, 
MED  sont  égaux  :  car  AME  =  EMD  =  IMC.  On  a  IMP 
=  QPA  =  QMA.  Il  en  résulte  AE  ==  ED.  Le  point  D  est  donc 
fixe. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Rivard,  au  Mans;  Vilte,  Lapa- 
reillé,  Letkfve  d'Helleucourt,  au  lycée  Henri  IV  ;  Monlérou,  au  lycée  Louis-le- 
Grand-,  H.  Bourget, à  Aix;  Forceville,  à  Saint-Omer;  Tinel, à  Rouen;  Fiévet,  à  Lille; 
Nmonet.  à  Neufchâteau  (Vosges);  Baudoin,  à  Beauvais;  Leclair,  à  Passy  ;  Barthe, 
à  Tarbes;  Prost  à  Lons-le-Saunier  ;  Moreau,  à  Chàteaurous. 
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QUESTION  337 

Solntlon  par  M.  A.  Jolt,  élève  du  Lycée  de  Tarbes  [Classe  de  M.  Escary). 


Dans  un  triangle  on  appelle  p  le  demi--périmètrey  r  le  rayon 
du  cercle  inscrit  ;  r',  r',  r'  les  rayons  des  cercles  eœ-inscriu. 
Démontrer  que  Von  a 

PREMIÈRE  SOLUTION 

On  a  r*=   (P  -  <^)(P  -  ^Kp  -  c)  ^ 

P 
La  question  revient  alors  à  vérifier  l'inégalité 

P'  >  27(p  -  a)(p  —  b)(p  —  c) 
que  l'on  peut  écrire 

^  a  +  ft  +  c  y  ^  ^^  ^  j  _  çj(j  _|. c  _,_  ^)(„  _|_  c  -6). 

Or  la  moyenne  géométrique  de  plusieurs  nombres  al 
inférieure  à  leur  moyenne  arithmétique,  on  a 

et  Ton  sait  que  si  a,  b,  c  sont  positifs  et  inégaux, 

abc  >  {a  -{-  b  —  c)(b  -\-  c  —  a){c  +  «  —  6). 
L'inégalité  proposée  est  donc  satisfaite. 
Si  a  =  6  =  Cy  cette  inégalité  deyient  une  égalité. 

DEUXIÈME   SOLUTION 

On  sait  que  dans  tout  triangle  équilatéral 

p«  =:  2jr^. 
Or  le  triangle  équilatéral  est  de   tous  les  triangles  de 
même  périmètre  celui  qui  a  le  plus  grand  cercle  inscrit, 
quand  ce  triangle  deviendra  scalëne  on  aura  donc 

p*  >  2yr*. 
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Un  a 

J1L_      <*^  (3)  (4)  (S) 

S  =  \l  rrVr'  =pr  =  {p  —  a)r'  =  (p  —  b)r'  =  (p  —  c)r'. 
En  combinant  (1)  avec  les  expressions  qui  suivent  on  tire  : 

d*oii,  retranchant  les  trois  dernières  égalités  obtenues  de  la 
première,  et  simplifiant  : 

3  /2^_  f^  _  y~^  _  f~^ = 2p. 

Nota.—  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Rivard,  au  Mans;  Lapareillé,  Noir 
lycée  Henri  IV;  Baudoin,  à  Beauvais;  H.  Boarget,  à  Aix  ;  Prost,  à  Lons-le-Saunier; 
legios,  à  Avignon  ;  Moreau  à  ChAteauroux  ;  Fiévet,  à  Lille. 


BACCALAURÉAT  ES  SCIENCES 


BESANÇON 

On  donne  une  pyramide  SÂBCD,  àbase  carrée,  dont  la  hautear  et  la  demi- 
(iisgonale  sont  h  et  a.  Du  sommet  A,  on  abaisse  une  perpendiculaire  AK  sur 
l'aréfe  opposée  SC  ;  et  par  cette^rpendiculaire  on  mène  un  plan  perpendiculaire 
^  ^;  ce  point  détermine  dans  la  pyramide  une  section  APKG.  On  demande  l  e 
Tolume  ABCDFGK.  Application  :  ^  =  4;  a  =  r. 

—  On  donne  un  quadrilatère  ABCD  dont  l'angle  B  est  droit;  les  côtés  AB,  BC, 
^P*  DA  sont  respectivement  égaux  à  28,  32,  17  et  7;  trouver  l'angle  d    f 
diagonales. 

—  On  donne  un  plan,  et  un  point  non  situé  dans  le  plan;  on  demande  de  fai 
^nierle  point  autour  d'un  axe  vertical  de  façon  à  l'amener  dans  le  plan. 

—  Késoudre  un  triangle  connaissant  un  côté,  un  angle  adjacent  et  le  rayon  du 
«fde  inscrit. 

—  Étant  donné  un  cercle  de  rayon  OA  =  R,  on  fait  un  angle  OAP  ==  a,  un 
antre  angle  OAM  =  p.  Trouver  la  surface  mixtiligne  APM. 


CAEN 


1^  distances  d'un  point  M  à  la  hauteur  AH  et  à  la  base  BG  d'un 'triangle  ABC 
«niicety;  on  connaît       AH  =  ^;  HB  =  6;  HC  =  c; 
On  demande  de  calculer  en  fonction  de  a;  et  de  y  la  somme  des  carrés  des  dis^ 
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tanoes  du  point  H  aux  trois  sommets  du  triangle,  et  de  trouver  quelles  valeorson 
doit  donner  kxeiky  pour  que  cette  somme  soit  minima. 

—  On  a  emprunté  Une  somme  de  looooo  francs,  que  Ton  rembourse  par 
annuités  de  6000  francs;  le  taux  étant  5  0/0  on  demande  au  bout  de  combien 
d'années  la  dette  sera  amortie, 


DIVERS 

Deux  triangles  MAB,  NAB,  ont  pour  base  commune  AB  ;  on  a  en  outre 

MA  =  MB  =  NA  =  AB, 
aNB  =1  AB, 

et  l'angle  dièdre  M ABN  que  forment  leurs  plans  est  de  46  degrés.  Construire 
l'angle  MAN,  et  la  distance  MN .  (Dijon,, 

—  Étant  donnée  une  droite  AB  de  longueur  d,  la  partager  par  un  point  C  en 
deux  parties  telles  que  si  sur  chacune  d'elles  on  construit  un  triangle  équilatéraK 
la  somme  des  aires  de  ces  triangles  soit  minima.  { Toulouse. 

—  Inscrire  urt  rectangle  dans  un  triangle  de  base  et  de  hauteur  donnée??,  de 
telle  manière  que  le  volume  engendré  par  le  rectangle  tournant  autour  de  la  ba>»' 
du  triangle  soit  maxi  m  um .  (  ToulotiM. 

—  On  donne  une  circonférence  de  ra/on  i  ;  calculer  le  côté  du  polygone  de 
vingt-quatre  côtés  inscrit  dans  cette  circonférence.  ( Toulouse. j 

—  Résoudre  sin  x  •{-  \J3  cos  x  =  i .  (Toulouse., 

R  f 

—  Maximum  et  minimum  de  —  H — ; .  (Rennes. 

X  a  —  X 

—  Calculer  la  hauteur,  le  rayon  du  cercle  de  la  base  et  Tangle  au  sommet 
dun  cône,  sachant  :  !•  que  le  volume  est  de  1  litre;  2*  que  la  surface  convexe 
est  à  la  surface  de  base  comme  le  côté  du  triangle  équilatéral  est  au  ravon 
du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle.  (Montpdlier. 

x^  cos  X 

—  Maximum  et  minimum  de ; — r-,  et  de ; :; 

I  4-  û'  I  +  **os^  X 

(Montpellier., 
-^  On  fuit  tendra  x  vers  l'unité  et  l'on  demande  la  valeur  limite  de  l'expre.^- 
sion 

OD^  —    I 

■»■.■-'■■■  ■'  '      ■ , 

0!^  +   2X^  —   305 

(Nancy, 

—  Résoudre  un  triangle  rectangle  connaissant  l'hypoténuse  a  et  la  dilTérenre 
m  des  deux  autres  côtés.  Condition  de  possibilité  des  triangles.  Dans  le  CD^ 

particulier  où  m  =  -^  a,  calculer  les  angles  du  triangle  et  le  rayon  da 

cercle  inscrit.  (Mon^Hier.i 

—  Étant  donnés  los  quatre  bôtés  d'un  trapèze,  calculer  les  dlagmwles  et  1<^ 
surface.  (Naney^ . 

/pj 3j;  4-  2 

—  Déterminer  enti-e  quelles  limites  peut  varier  la  fonction r 

X    "f"  ^ 

(PoiiieTs.) 

—  Si  par  un  point  extérieur  à  une  sphère  on  mène  trois  sécantes,  déinon- 
rer  que  le  produit  des  distances  de  ce  point  aut  deux  pointa  d'intersection 

de  chaque  sécante  avec  la  sphère  est  constant.  La  réciproque  est-elle  vraie? 

(Mikn. 
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—  Condition  d'équilibre  de  la  vis,  déduite  du  principe  de  l'égalité  du  tra- 
vail moteur  et  du  travail  résistant.  (Marseille.) 

— Envelopper  ua  cercle  0 dans  une  couronne  den  cercles  extérieurs  é^ux  entre 
eui,  tangents  entre  eux  et  au  cercle  donné.  Calculer  les  rayons  des  cerclM 
extériears  au  moyen  du  rayon  R  du  cercle  donné  et  du  côté  a  du  polygone  de 
n  côtés  inscrit  dans  ce  cercle.  Conaidérer  le  cas  où  il  y  aura  six  oerolefi  exté- 
rieurs. (Marseille,) 

—  Démontrer  que  si  une  cii*conférence  roule  dans  l'intérieur  d'un  cercle 
(le  rajon  double,  un  point  quelconque  de  la  circonférence  mobile  décrit  un  dia- 
nièire  de  La  circonférence  fixe.  (Marseille.) 

^Pour  mesurer  la  distance  d'an  point  A  à  un  point  inaco^ble  F,  on  prend 
sur  une  perpendiculaire  AB  à  AF  une  longueur  AB  =  c;  puis  on  fait  en  A,  avec 
AB,  an  angle  BAC  =  a;  on  mesure  la  longueur  AC  =  &  dont  l'extrémité  C  est  à 
b  rencontre  de  BF  et  de  AC  ;  calculer  AF.  (Grenoble,) 

^Bans  la  fraction —r- ^,  on  suppose  que  œ  prenne  toutes  les 

a;  +4 
valeurs  réelles  positives  ou  négatives  et  on  demande  de  déterminer  :  1*  le  maxl- 

ffluin  et  le  minimum  de  cette  fraction,  et  les  valeurs  eorrespondantesde  a;  ;  i*  les 

Taieurs  de  x  poo  r  lesquelles  la  fraction  est  négative.  (GreMbU-) 

—  Étant  données  les  bases  et  la  hauteur  d'un  trapèze,  calculer  la  ligne,  paral- 
lèle aux  bases,  qui  partage  la  surface  du  trapèze  en  deux  parties  dans  un  rapport 
doané.  (Grenoble.) 

—  On  donne  deux  rectangles  de  même  périmètre  ;  les  côtés  de  l'un  sont  8  et  4  ; 
la  surUcedtt  second  est  la  moitié  de  la  surface  du  premier;  calculer  ses  côtés. 

(Clermont.) 

—  Trouver  trois  nombres  en  progression  géométrique,  tels  que  leur  somme 
^Mt  égale  à  a,  et  la  somme  de  leurs  carrés  à  b.  Appliquer  àa=ig;6=i33. 

(Clermont.) 

1  a  a  a 

—  Sachant  que  cos  o  =  -r-i  calculer  sin  — ,  cos  — ,  tg  — . 

(Clermonl,) 

—  Maximum  de  sin  x  +  sin  f/,  sachant  que  x  -{■  y  =  a.  (Clermont. j 

—  Sur  le  prolongement  du  diamètre  d'une  circonférence  de  rayon  R,  on  prend 
(Je  part  et  d'autre  de  la  circonférence  deux  points  A  et  B,  tels  que  AB  is  d,  et 
00  mène  les  tangentes  \\\  BB'  ;  que  doivent  être  les  distances  AO  et  BO  pour 
que  l'arc  AB',  en  tournant  autour  de  AB,  engendre  une  zone  de  surface  donnée? 

(Rennes.) 

—  Dans  un  triangle  rectangle  ABC  on  donne  l'hypoténuse  BC  =  a,  et  l'angle  B. 
P^r  ua  point  D,  pris  sur  le  prolongement  de  BC,  on  mène  à  cette  ligne  une 
perpendiculaire  DX  autour  de  laquelle  on  fait  tourner  le  triangle  ;  on  demande 
de  déterminer  le  point  D  par  la  condition  que  le  volume  engendré  soit  double 
de  celui  qu'engendrerait  le  même  triangle  en  tournant  autour  de  CK  perpendi- 
cuiaire  à  BC  menée  par  le  point  C.  (Grenoble.) 
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RECHERCHES  SUR  UNE  FAMHiLE  DE  CONIQUES 

Par  H.  Ma.  Itech^  étudiant  à  la  Faculté  des  sciences  de  Marseille. 


I.  —  Le  lieu  géométrique  çies  points  tels  que  leurs  polaires 
par  rapport  à  deux  coniques  U,  V  se  coupent  sous  un  angk  don- 
né a  est  une  conique. 

En  effets  xyz  étant  les  coordonnées  d'un  point  du  lieu, 
les  polaires  ont  pour  équation 

œV'a,  +  yU'y   +  55U'  s  =  o,    xYa,  +  yV  y  +  zY^  =  0. 
Exprimant  que  ces  droites  se  coupent  sous  l'angle  a,  on 
trouve 

U'a,  V'y   —  Va?  U'y    +    lang    a.[  U'o;  V'o;  +    U'y  V'y  ]  =  0, 

qui   est  une  conique  que  je  désigne  par  P«  de  U  et  V. 
On  peut  récrire  : 

Pa  =  Po  +  tft^g  a.  P  ^  =  o (i) 

Il  serait  bon  de  remarquer  ici  que  le  lieu  se  compose  en 
réalité  de  deux  coniques,  tang  a  pouvant  être  précédée 
du  double  signe.  Cependant  lorsque  a  varie,  Féquation  (ij 
représente  une  famille  de  coniques  dont  nous  allons  élurlier 
quelques  propriétés. 

II.  —  Les  coniques  Pa  de  deux  coniques  U,  V,  sont  drcon- 
scrites  à  un  niéme  quadrilatère. 

Gela  résulte  immédiatement  de  l'équation  (1)  qui  moutre 
déplus  que  ce  quadrilatère  est  formé  par  les  points  communs 
à  Pa  et  Ptt.  On  pourrait  donc  établir   de  nouveaux    théo* 

T 
rèmes  en  appliquant  aux  courbes  Pa  toutes  les  propriéti^ 

des  coniques  passant  par  quatre  points. 

III. —  Le  lieu  des  centres  des  coniques  passant  par  r intersec- 
tion de  deux  coniques  U,  V  est  la  courbe  T?o  de  ces  deux  co- 
niques. 
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Uéqnation  générale  étant  U  -f-  ^^  =  o,  on  doit  éliminer 
l  entre  les  deux  égalités 

U'^  +  XV  X  =  o,     U'y  +  XTy  .;_=  o, 
ce  qni  donne 

Po    =  U'a?  V'y  —  V'a?  U'y    =  o,  C.  Q.  F.  1). 

On  peut  énoncer  ce  théorème  d'une  autre  manière  : 

Les  polaires  des  points  de  la  (conique  des  neuf  points) 
de  deux  coniques  TJ,Y,  sont  deux  à  deux  parallèles. 

II  en  résulte  éyidemment  que  : 

Le  lieu  du  centre  des  coniques  P  de  U  et  V  est  la  conique 
Fo  des  coniques  Po  et  Ptt. 

3 

IV.  —  En  employant  la  méthode  des  polaires  réciproques 
on  Terrait  aussi  que 

L'enveloppe  des  droites  telles  que  la  ligne  joignant  leurs 
pôles  par  rapport  à  deux  coniques  U,  V,  soit  vue  d'un  point 
donné  sous  un  angle  a,  est  une  conique  dont  l'équation  tan- 
gentjelle  est  de  la  forme 

Qo  +XQ^=Qa  =0....  (2) 

Qo>  Qit  étant  les  équations  tangentielles  des  coniques  corres- 

pondant  à  a  =  o,  a  =  — .  En  faisant  varier  a,  (2)  représen- 

iera  une  famille  de  coniques  inscrites  dans  un  même  qua- 
drilatère formé  par  les  tangentes  communes  à  Qo  ==  o  et 

Q«^=o. 

s 

En  leur  appliquant  les  propriétés  des  coniques  tangentes  à 
quatre  droites,  on  aurait  de  nouveaux  théorèmes;  ainsi  : 

Le  lieu  des  centres  des  coniques  Q  de  deux  coniques  est  une 
ligne  droite 

V.—  Les  formes  de  Po    et  P  ic^  montrent  que  les  courbes 

2 

P  de  deux  coniques  passent  par  leurs  centres^il  en  résulte 
que: 

Les    courbes   P    de   deux    coniques     concentriques    se 
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réduisent  à  des  systèmes  de  droites,  car  elles  doivent  avoir 
un  point  double  au  centre  commun. 
En  considérant  les  coniques  Po.  P?c  d'une  conique  rapportée 

2 

à  ses  axes   et  d'un  cercle,  on  voit  que  la  conique  Pjc  est 

a 
homothétique  à  cette  conique  et  qu'elle  la  coupe  suivant  la 
polaire  du  centre  du  cercle;  que  Po  est  une  hyperbok 
équilatère  dont  les  asymptotes  sont  parallèles  aux  axes  de 
la  conique.  Ces  résultats  étant  d'ailleurs  indépendants  du 
rayon  du  cercle,  les  courbes  P  d'une  conique  fixe  et  d'un 
cercle  à  centre  fixe  et  rayon  variable  sont  constantes. 

On  verrait  de  môme  que  la  courbe  Po  de  deux  cercles  est 
la  ligne  des  centres  et  que  P^t  est  le  cercle  décrit  sur  cette 

2 

ligne  prise  comme  diamètre,  les  courbes  P  étant    évidem- 
ment les  mômes,  quels  que  soient  les  rayons. 

Les  coniques  P  d'une  parabole  et  d'une  conique  quel- 
conque sont  forcément  des  hyperboles,  car  elles  doivent 
passer  par  le  centre  de  la  parabole  qui  est  à  l'infini. 

VI.  Théorème.  —  Lorsque  les  coniques  U,V  se  coupent 
sous  rangle  a,  la  courbe  Pa  passe  par  leurs  points  communs. 

En  elTeti  les  polaires  de  ces  points  étant  les  tangentes 
aux  coniques  se  coupent  sous  l'angle  a  d'après  l'hypothèse. 
11  résulte  de  là  un  moyen  d'exprimer  que  deux  coniques 
se  coupent  sous  l'angle  a.  Il  suffît  d'éliminer,  en  effet,  xe\y 
entre  U  =  o,     V  =  o,  P^^  =  o. 

De  même  : 

La  condition  pour  que  deux  coniques  soient  tangentes, 
s'obtient  en  exprimant  qu'il  y  a  des  solutions  communes 
en  ce  et  t/  entre 

U  =  o,  V  =  o,  Po  =  o. 

Enfin,  celle  qui  indique  que  deux  coniques  sont  ortho- 
gonales s'obtient  en  éliminant  x  et  y  entre 

U  =  o,  V  =  o,    P  71  =  o. 

2* 

Lorsque  deux  coniques  sont  homofocales,  la  conique  P^ 


passe  par  leurs  poinUi  oommuns  :  car,  dÉns  ce  cas,  elles  se 
coupent  orthogonalement. 

VIL  ^   Considérons   maintenant   un    système    de  trois 
coniques  U,  V,  W. 

Théorème.  —  Les    coniqttes  P^  rfe  U,V^  Pp  de  V,  W, 
??:-.»_  p  (fe  W,  U,  se  coupent  aux  mêmes  points. 

En  elTety  soit  un   point  dont   les  polaires  par   rapport  à 
U,  V,  W,   sont  (i),   (2),  (3).    S'il    est  commun   à    P^^Pp 
(I),  (2)  secoupent  sous  Tangle  a  et  (2),  (3)  sous  Tangle  p, 
mais  comme  (i),  (2),  (3)  forment    un   triangle,  (i),  (3)  se 
coupent  sous  l'angle  tc  —  a  —  p,   le   théorème   est   donc 

démonlré.  Il  en  résulte;  les  coniques  P  ir  de  U,  V;  V,  W, 

2 
onlleurs  quatre  points  communs  sur  Po  de  U  et  W. 

Les  coniques  Po  de  U,  V,  W  considérées  deux  à  deux  se 
coupent  aux  mômes  points,  qui  sont  aussi  sur  le  Jacobien, 
car 

U'x    V'y     U'. 


J  = 


Va?     'y     »    s 

W'a,    W'y    W'ï 


=  X,  Po .  4-  Xj  Po  +  X,  Po 

ut  nb  wit 


VIII. —  Les  conditions  pour  que  trois  coniques  U,  V,  W 
soient  tangentes  au  même  point  s'obtiendront  en  éliminant 
Jcy  entre 

U  =  O,   V  :=  G,  W  ==  O,  Pu»  =  O,  Pvw  =  O,    Fwiê   =*=  O, 

car,  les  coniques  ayant  même  tangente  au  point  commun, 
celui-ci  doit  appartenir  aux  courbes  Po. (Gomme  il  ne  sera 
plus  question  que  des  coniques  Po,  Puu  indiquera  la  conique 
Po  de  U  et  V.)  Ces  conditions  seront  donc  au  nombre  de 
quatre.  En  général  les  conditions  pour  que  n  coniques 
^1)  U,,...  Un  soient  tangentes  au  même  point»  s'obtiendront 
en  éliminant  œy  entre 
Uj  =  0,  U,  =  o Ufi  =  o,  Pti,M,  =  o,  Ptfjtt,  =  o . . . . 

Le  nombre  des  coniques  Po  étant  — • —y    celui    des 

coniques  étant  n,  le  nombre  des  conditions  sera  en  général 


de 
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*»(»—  i)    j_„       ,  „„    »(«  +  >) 
-J-  n  —  2  ou  — — ^— 


—  2. 


IX.  —  jL»ew  des  points  d'un  plan  tels  que  leurs  polaires  par 
rapport  à  trois  coniques  U, V,W  forment  un  triangle  de  surface 
donnée. 

Les  polaires  d'un  point  xyz  étant 
xUœ  +  t/U'y  +  zV'z  =  o.xYx  +  î/Vy  +  zy\  =  0, 

xWcc  +  yW  y  +  zWz  =  o, 
la   surface    du   triangle   formé    par  ces   droites  est  (voir 
au /owrnaî,  p.  164)  : 

Va>    Wg    U'^ 

Va,     V        V'^ 

W,.      Wy    W'z 


S  = 


c'est-à-dire  : 


S  = 


U'^       Uy 

V^         V'y 


ou  encore  = 


L3  dénominalcur 
indiquant  le  produit 
des  mineurs  de  la 
dernière  colonne  : 


S» 


(UV)(VW)(WU)  • 


L'équation  du  lieu  sera  donc 

o    =  2  .  Put»  •   "no  *  tou 

c'est-à-  dire  une  courbe  du  sixième  degré  passant  par  les 
quatre  points  communs  à  P«t7.PtcuP  .  On  obtiendrait  de 
môme  la  surface  du  quadrilatère  formé  par  les  quatre  polai- 
res d'un  point  par  rapport  à  ÏJiU,U8U4  en  décomposant  en 
triangles,  on  aurait  des  expressions  de  la  forme 

S 


S  = 


184 


PiaPsiPii 


P..P..P, 


U*^»!-*^»! 


^        (i34)> 
*        (i3X34)(40 


(I23)« 


ou  encore  ^x  —  .  ....  ..     .  z    w  2W2  \ 

(I2)(23)(3l) 

Pu  ...  désignant  la  conique  P  de  Ui  et  U, . . . 

On  aurait  autant  de  formes  différentes  de  Sn  que  de  coiii' 
binaisons  deux  à  deux  avec  les  combinaisons  trois  à  trois 
des  quatre  nombres  1.2.3.4.  c'est-à-dire  six  manière» 
différentes.  On  yoit  bien  que  ce  raisonnement  s'applique  au! 
polygone  de  n  côtés  formé  par  les  polaires  d'un  point  par 
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rapport  à  n  coniques  :  U|U,  .....  Un .  On  formera,  en  effet, 
la  surface  cherchée  en  faisant  les  combinaisons  trois  à  trois 
des  n  nombres  i .  2 . 3  ...  n  ;  on  prendra  les  Jacob iens  cor- 
respondaDts  qu'on  élèvera  au  carré  et  qu'on  divisera  ensuite 
par  le  produit  des  coniques  P©  correspondant  à  la  combi- 
naison. On  fera  ensuite  celles  (n  —  2)  à  (n  —  2)  des  termes 
ainsi  formés  et  on  les  joindra  en  leur  donnant  le  signe  -|-  ou 
—  sauf  au  premier.  Ou  aura  ainsi  des  expressions  de  la 
surface,  de  forme 

2_            (1,  3,n  — jp)« (i»2.3)« 
y"  (i,3)(3,n-p)(p-  p,  i)        (i.2)(2.3)(3.i) 

Le  nombre  de  ces  diverses  expressions  sera,  comme  nous 
venons  de  le  dire,  celui  des  combinaisons  n  —  2  an—  2 
des  combinaisons  trois  à  trois  de  n  nombres.  Or,  ces  der- 
nières sont  au  nombre  de 

n(n  —  i)(n  —  2) 

m  =  r 

1.2.3. 

Le  nombre  total  N  des  expressions  sera,  par  suite, 

jj m{m  —  1  )  ...  (m  —  n  +  3)  . 

I   .  2  .  3  • .  (n  —  2) 

n(n —  i)(n  —  2)   /n{n —  i)(n  —  2)  \ 

1.2.3.  \  1.2.3  / 


I.        2.        3. .  (n  —  2) 

Si,  dans  la  formule  précédente,  on  considère  Sn  comme 
une  constante,  elle  représentera  le  lieu  des  points  tels  que 
leurs  polaires  par  rapport  à  n  coniques  forment  un  polygone 
de  surface  constante.  Or,  les  dénominateurs  étant  chassés, 
le  second  membre  a  pour  degré  celui  du  produit  PijPjj . . . 
c'est-à-dire       n(n —  i)  et  le  premier 

g  j^  rn{n—  î)    _  3  1  2  =  n(/i  —  i).  Donc  : 

Théorôme.  —  Le  lieu  des  points  tels  que  leurs  polaires  par 
apport  à  n  coniques  Ui  U,  . . .  Un  forment  un  polygone  de 
^rface  donnée  est  en  géné^^al  de  degré  n(n  —  i). 

Dans  le  cas  de  n  =:^  3,  on  a  bien  six,  ce  que  nous  avons 
trouvé  directement . 
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. . .  Nous  éludieroiis  en  dernier  lieu  la  question  suivante  : 
Problème.  — Étant  données  n  œniques  U4U,...  Un^iaiwioi 

jp/an,  déterminer  le  nombre  de  conditions  quelles  doivent  remplir 

pour  qu'il  puisse  exister  un  point  dont  les  n  polaires  fo)ment 

un  polygone  régulier. 
La    somme    des  angles  du    polygone    sera  évidemmenl 

(n —  S^ic,  et  comme  il  y  a  n  angles  égaux,  chacun  d'eux  sera 

égal  a  7: . 

Le   point  cherché  devra  donc  se  trouver  sur  les  courbes 
'  P  27t    de  toutes  les  coniques  considérées  deux  à  deux. 


TT 


n 


On  aura  donc  un  système  d'équations  de  la  forme 

P,.,,  ^    21c  =  o 

(13)  ^— 

n 

(22)   "K  — 

n 


-       1      w(n  —  1)  , 

QUI  seront  au  nombre  de  — ^ r— i-,avec  deux  inconnue? 

*  1.2 

seulement  :  a?,  y.  En  les  éliminant  on  aura  pour  le  nombre 

de  conditions  cherché  : 

^ 1 2  —  I ,  car  dans  les  équations  précédent^?? 

il  y  en  a  une  qui  rentre  forcément  dans  les  autres. 

En  particulier  si  n  =  3,  on  trouve  zéro,  ce  qui  prouve  que 
ce  problème  est  toujours  possible  dans  ce  dernier  cas. 

ÉTUDE  SUR  LES  COORDONNÉES  TANGENTIELLES 

ET  LEURS  APPLICATIONS 
Par     M.     £.     S,      Boquel. 

{Suite  et  fin  ;  voir  page  360). 


L'étude  détaillée  des  théorèmes  qui  résultent  du  principe 
de  dualité  dépasserait   de  beaucoup  les  limites  que  nous 
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sommes  forcé  de  nous  imposer  dans  ce  journal  ;  un  pareil 
trayail  ne  pourrait  même  pas  être  complet  sans  prendre  des 
proportions  volumineuses;  mais,  pour  faire  ressortir  la  fer- 
tilité du  principe  de  dualité,  nous  choisirons  quelques 
exemples  parmi  les  plus  intéressants,  et  nous  montrerons 
comment  des  propositions  qu'il  serait  difficile  d'établir  direc- 
tement résultent  presque  immédiatement  de  l'interprétai  ion 
des  équations  en  coordonnées  tangentielles. 

On  sait  que  les  polaires  d'un  point  du  plan,  par  rapport 
aux  différentes  coniques  circonscrites  à  un  quadrilatère  donné, 
passent  toutes  par  un  même  point.  —  Ce  théorème  résulte  de  ce 
que  l'équation  de  la  polaire  d'un  point  (iV^y^)  par  rapport  aux 
coniques  comprises  dans  l'équation  MN-f-  XPQ  =  o  ne  con- 
tient qu  un  paramètre  arbitraire  au  premier  degré. 

Or  l'équation  MN  +  XPQ  =  o,  en  coordonnées  tangentielles, 
représente,  comme  nous  l'avons  vu,  les  coniques  inscrites 
dans  le  quadrilatère  dont  les  sommets  opposés  ont  pour 
éqaations  M  =  o,  N  =  o,  d'une  part,  et  P  =o,  Q  :=  o,  d'autre 
part.  L'équation  du  pôle  d'une  droite  donnée  (u^Vo)  par 
rapport  à  ces  courbes  est  exactement  de  la  même  forme  que 
l'cqaation  de  la  polaire  du  point  (x^yo)  dans  le  théorème 
précédent;  elle  ne  contient  donc  qu'un  paramètre  arbitraire 
au  premier  degré;  donc  tous  les  points  qu'elle  représente 
sont  sur  une  même  ligne  droite.  On  peut  donc  énoncer  le 
théorème  suivant,  corrélatif  du  premier  :  Les  pôles  d'une  même 
droite,  par  rapport  aux  coniques  inscrites  dans  un  quadrilatère 
dmnéf  sont  en  ligne  droite. 

Il  en  résulte  immédiatement  que  le  lieu  des  centres  des  coni' 
^lues  inscrites  dans  un  quadrilatère  donné  est  une  ligne  droite; 
ear  la  polaire  s'éloignantà  l'infini,  son  pôle  devient  le  centre 
de  la  conique. 

Parmi  les  coniques  inscrites  dans  le  quadrilatère  donné,  si 
Ton  considère  en  particulier  les  trois  coniques  infiniment 
aplaties  qui  sont  les  trois  diagonales  de  ce  quadrilatère» 
leur  centre  est  au  milieu  de  chacune  d'elles  ;  le  lieu  des 
centres  est  donc  la  droite  qui  joint  les  milieux  des  dia- 
gonales; d'où  il  résulte  incidemment  que  les  milieux  des 
diagonales  d'un  quadrilatère  complet  sont  en  ligne  droite. 
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Théorème  corrélatif  du  théorème  de  Desarguks.  —  L^ 
tangentes  menées  par  un  point  fixe  à  toutes  les  coniques  inscritts 
dans  un  qiuidrilatère  sont  en  involution,  —  Le  théorème  géné- 
ral de  Desargaes  dit  que  les  coniques  circonscrites  à  un  qva- 
drilalère  déterminent  sur  une  droite  fixe  des  segments  en  invo- 
lution. La  démonstration  résulte  de  ce  que  les  points  situés 
à  rintersection  de  la  droite  fixe  avec  les  coniques  MN 
-j-  XPQ  =o  satisfont  à  une  relation  de  la  forme  aK*  +  ^^ 
+  c  +  X(o'K«  +  6'K  +  c')  =  o. 

En  coordonnées  tangentielles  l'équation  MN  -j-  XPQ  =  o 
représente  toutes  les  coniques  inscrites  dans  un  quadrila- 
tère; les  tangentes  issues  d'un  point  fixe  satisfont  donc,  en 
vertu  du  môme  calcul,  à  une  relation  de  la  forme  dK*  -f  bH 
+  c  -{-  X(aK*  +  fe'K  +  c')  =05  ces  tangentes  sont  donc 
en  involution;  c.q.  f.  d. 

Parmi  les  coniques  inscrites  dans  le  quadrilatère  ABCD, 
si  Ton  considère  en  particulier  celles  qui  sont  formées  cha- 
cune de  deux  sommets  opposés,  le  théorème  précédent 
engendre,  comme  corollaire  immédiat,  le  suivant  : 

Les  droites  qui  joignent  un  point  du  plan  auœ  sommets  opposés 
d'un  quadrilatère  et  les  tangentes  menées  de  ce  point  à  une  coni- 
que inscrite  dans  le  quadrilatère  forment  involution.  —  Ces 
théorèmes  ont  de  nombreuses  conséquences,  qui  sont  pour 
la  plupart  très  connues,  et  dans  le  détail  desquelles  nous 
n'avons  pas  d'ailleurs  le  loisir  d'entrer. 

—  Si  Von  considère  deux  angles  circonscrits  à  une  conique,  lewr^ 
sommets  et  les  contacts  de  leurs  côtés  appartiennent  à  une  ffUtne 
conique.  —  Soit  ap  -f-  Ky*  =  o  l'équation  d'une  conique 
tangente  aux  deux  droites  a  =  o,  p  =  o,  aux  points  oîi  la 
droite  y  =  o  rencontre  ces  deux  droites;  l'équation  delà 
polaire  du  sommet  {xiyiZ^)  du  second  angle  par  rapport  à 
cette  courbe  est  x^fx  +  Vif  y  +  ^lA  =  o.  L'équation  géné- 
rale des  coniques  passant  par  les  rencontres  des  deux  cordes 
de  contact  avec  la  conique  considérée  est 

aP  +  Ky»  +  Xy  [X.f'œ  +  Vi  Tv  +  ^lA)  =  O. 

Si  l'on  exprime  que  cette  conique  passe  par  le  sommet  du 
premier  angle  (a  =  o,  p=  o),  on  aura  : 


ou  ^  I  +  2  X  (a?i  y'a,  +  yi  y  y  +  iï^  y,)  =  o. 

L'équation  de  la  conique  dont  il  s'agit  est  donc 

si  Ton  y  remplace  ce,  y,  s  par  x^^y^z^  et  que  l'on  remarque 
que  x/a:  +  t/i  Tyi  +  ^if^i  =  ^fi^iVi^i)  =  2  (a^  +  Kyi*) 

et  que  aj^yx  +  t/i/ y   +  ^iT*  =  Yi 

111 
on  a  identiquement 

2(o4p,  +  Kyi%  —  ri.2(o4Pi  +Kri»)  =  o. 

La  conique  passe  donc  aussi  par  le  sommet  du  second 
angle. 

Le  même  calcul,  en  coordonnées  tangentielles,  signifie 
que  la  conique  tangente  aux  côtés  des  deux  angles  et  à 
la  corde  des  contacts  du  premier,  est  aussi  tangente  à  la 
corde  des  contacts  du  second.  Ce  calcul  démontre  *  donc 
le  Ihéorème  suivant,  corrélatif  de  celui  que  nous  avons 
énoncé  : 

Si  Ton  considère  deux  angles  circonscrits  à  une  conique^  les 
quatre  côtés  des  deux  angles^  et  leurs  cordes  de  contact  sont  six 
Songeâtes  à  une  même  conique, 

—  On  démontre  que  si  deux  triangles  sont  conjugués  par 
rapport  a  une  conique,  leurs  six  sommets  appartiennent  à  une 
w^me  contçue.  —  Transportons  la  démonstration,  sans  y  rien 
changer,  dans  le  système  des  coordonnées  tangentielles  ; 
on  aura  ainsi  un  nouvel  exemple  de  ce  fait  que  les  démons- 
trations faites  pour  les  théorèmes  directs  n'ont  pas  besoin 
d'être  répétées  pour  leurs  corrélatifs. 

U=o,  V=:o,  W=:o  étant  les  équations  des  trois  som- 
mets de  l'un  des  triangles  donnés,  l'équation  d'une  conique 
conjuguée  par  rapport  à  ce  triangle  est   aU"  +  6V*  +  ^^* 

= 0  (1). 

Pour  que  le  second  triangle,  dont  nous  appellerons  M^, 
^1»  M|  les  trois  sommets,  soit  conjugué  par  rapport  à  la 
conique  (i),  il  faut  que  le  pôle  de  chaque  côté  soit  le  som- 
met opposé. 

Soient  (u^,  Vi),  (tij,  v,),  (w„  t;,)  les  coordonnées  des  trois 
côlésM,M„  M,Mi,  MiM,  du  second  triangle;   représentons 

JOOUIAI.  DB  MATH.   1881.  27 
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par  Ui,  Yi,  Wi  les  valeurs  que  prennent  les  fonctions  li- 
néaires U,  V,  W  quand  on  y  remplace  u  et  v  par  u^,  î;i  ;  soient 
de  même  U„  V„  W,  et  U„  V„  W„  les  résultats  analogues 
pour  u^v,  et  w,,  v,. 
Le  pôle  du  côté  M^M,  par  rapport  à  la  conique  (1)  a  pour 

équation 
^  aU^U  +  ÔV^Y  +  cWtW  ;=  o . 

Il  faut  que  ce  pôle  soit  le  sommet  M^,  c'est-à-dire  que  son 

équation  soit  vérifiée  pour  les  coordonnées  des  droites  M,Mi 

et  M^M,  ;  ce  qui  donne  les  conditions 

aU,U,  +  tY^Va  +  cW,  W,  =  o 
et  aUjUa  -f  6YiYs  -f  cWj  W,  =  o. 

Deuxgroupesde  conditions  analogues  exprimeront  de  même 
que  les  pôles  des  côtés  M^M^  et  M^M^  sont  respectivement 
les  sommets  M,  et  M^  ;  ces  conditions  s'obtiennent  par  la 
permutation  circulaire  des  indices  i,  2,  3  ;  donc  pour  que  le 
second  triangle  soit  conjugué  par  rapport  à  la  conique  (i), 
il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait  les  trois  conditions  : 

aUjU,  4-  6Y1Y,  -f  cWjW^  =  û 
aU.U,  +  6Y,Y,  +  cW,W«  =  o  (2) 

aU,U,  -f  6Y,V,  +  cW.W^  =  o 

Cela  posé,  l'équation  d'une  conique  tangente  aux  trois 
côtés  du  premier  triangle  est 

XUY  -f-  fxYW  +  vWU  =  o,  (3) 

Pour  que  cette  conique  soit  tangente  à  ie\ix  côtés.  M,îli 
et  M»  M^,  de  l'autre  triangle,  il  faut  qu'oA  çiit 

XU,Y,  -f  ixY^Wj  +  vWtU^  =  o 
3^U,Y,  +  [iLY.W,  -f  vW.U,  =  o. 
y  équation  de  la  conique  tangente  aux  trois  oôtés  du  premier 
tri^n^le  et  à  dei:|x  des  côtés  du  deuxièmfi  triangle  e^t  i^^^ 

UY       YW      WU 1 
UiY,  Y,W^   W,U,    =  o.  (4) 

U.Y.   Y.W.  W.U.  l 
Or  oetta  oonique  est  tangente  au  Iroislème  côté  (Us»  Y„  W,) 
du   deuxième  triangle;  car  on  a  identiquement,  en  Terlu 
défi  oonditiona  (9)  qui  aont  satisfaites  pour  des  yaleurs  de 
a»  bp  Cf  autres  que  aéro  : 
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U.U,    V,V,    W.W,     ==;  o 
U,U,    V3V,    W3W, 

et  il  est  facile  de  voir  que  ce  déterminant  est  identique  au 
suivant 

VJi    V,W^    W,U, 

u,v.  v,w.  w,u. 

U,V,  V,W,  W3U, 
qui,  égalé  à  zéro,  exprime  précisément  la  oondition  pour  que 
la  conique  (4)  soit  tangente  au  troisième  côté  du  douzième 
triangle. 

Par  conséquent,  on  peut  énoncer  le  théorème  suivant,  qui 
est  le  corrélatif  de  celui  que  nous  avons  énoncé  en  commen- 
çant, et  qui  résulte  ainsi  de  la  même  démonstration  faite  en 
coordonnées  tangentielles  : 

QuoMltiteua:  triangleê  sont  conjuguée  par  rapport  à  une  conique^ 
l^ri  lias  côtés  sont  tangents  à  une  même  conique. 

Les  divers  exemples  que  uous  venons  de  donner  suffisent  am- 
plement à  montrer  qu'on  peut  déduire  tous  les  théorèmes  rela- 
ya aux  tangentes  des  théorèmes  relatifs  aux  points;  on  voit 
aussi  qu'il  est  inutile  de  refaire  les  démonstrations;  car 
elles  se  transportent  intégralement  dans  le  système  des 
coordonnées  tangentielles.  Le  principe  de  dualité  se  trouve 
doue  mis  en  évidence  par  une  voie  purement  analytique,  et 
la  géométrie  de  calcul,  grâce  à  cet  instrument  dont  la 
puissance  est  remarquable,  devient  capable  de  donner  les 
résultats  fournis  par  la  géométrie  pure.  Gomme  nous  l'avons 
déjà  dit,  il  nous  serait  impossible,  sans  reculer  outre  mesure 
les  limites  de  ce  travail,  de  passer  en  revue  même  les  princi- 
paux de  ces  résultats  ;  mais  en  prenant  le  Traité  des  sections 
coniquesy  de  Ghasles,  le  Traité  des  propriétés  projectives  des 
/^res  de  Poncelet,  la  plupart  des  travaux  de  Steiner,  le 
lecteur  reconnaîtra  facilement  que  les  beaux  théorèmes  dus 
a  ces  grands  géomètres  peuvent  être  obtenus  Immédiatement 
par  corrélation  réciproque  à  l'aide  des  coordonnées  tangen- 
tielles. Nous  citerons  en  particulier  les  propriétés  des  pèles 
et  polaires  dans  les  coniques  bitangentes,  les  divers  modes 
de  génération  des  coniqaes,  etc.,  etc. 
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tin  fait  qui  dans  le  cours  de  cette  étude,  fixe  tout  d^abord 
Tattention,  c'est  la  grande  analogie  que  l'on  constate  à 
chaque  pas  entre  la  méthode  des  polaires  réciproques  et 
l'emploi  des  coordonnées  tangentielles  :  un  grand  nombre  de 
théorèmes  s'obtiennent,  en  effet,  par  chacune  des  deux  métho- 
des. Or  il  est  facile  de  voir  que  cette  analogie  est  complète. 

En  effet,  quand  un  point  décrit  une  courbe,  sa  polaire  par 
rapport  à  une  conique  directrice  quelconque  reste  tangente 
à  la  polaire  réciproque  de  la  courbe  par  rapport  à  cette 
conique.  La  polaire  réciproque  est  donc  l'enveloppe  des 
polaires  des  points  de  la  courbe  proposée. 

Soit  donc,  en  coordonnées  tangentielles,  ^  (u,  v)  =  o 
l'équation  d'une  courbe,  c'est-à-dire  l'équation  de  l'enve- 
loppe d'une  droite  mobile  ux  -\'  vy  —  i  =  o.  Cette  enve- 
loppe est  la  polaire  réciproque  de  la  courbe  que  décrit  le 
pôle  de  la  droite  mobile  pris  par  rapport  à  une  conique  direc- 
trice quelconque.  Si  nous  prenons  pour  directrice  le  cercle 
X*  -f-  y*  =  I,  la  polaire  d'un  point  (a^)  par  rapport  à  ce 
cercle  a  pour  équation  <xx  -\-  3t/  =  i  ;  le  point  (a^)  coïncidera 
avec  le  pôle  d'une  droite  particulière  (u^  v)  si  l'on  identifie 
les  deux  équations  oo?  -^  pj/  =  i  et  U£C  -j-  vj/  —  i  =  o  ;  il  vient 
ainsi  a  =  u  et  ^  =  t;.  La  droite  mobile  se  déplaçant  de 
manière  queu  et  v  satisfassent  toujours  à  la  relation  ^  (tf,t) 
=  o,  son  pôle  (a^)  par  rapport  au  cercle  directeur  se  dépla- 
cera de  manière  que  les  coordonnées .  cartésiennes  «  et  ^ 
satisfassent  toujours  à  Téquation  <p(a,  pj  =  o  ;  cette  équation 
sera  donc,  en  coordonnées  cartésiennes,  celle  de  la  polaire 
réciproque  de  la  courbe  ç  (w,  v)  =  o  par  rapport  au  cercle 
(T*  "1-  !/*  =  I .  Gela  posé,  il  sera  facile  de  déduire  de  cette 
équation  celle  de  la  polaire  réciproque  de  la  courbe  9  (a^)  =0 
en  coordonnées  cartésiennes  par  la  méthode  connue,  que 
l'on  développe  dans  la  théorie  des  polaires  réciproques.  La 
recherche  de  l'enveloppe  de  la  droite  ux  -{;-  vy  =  i^  oh  les 
paramètres  u  et  v  sont  liés  par  la  relation  <p  (u,  t;)  =  o, 
qui   est  l'équation  tangentielle   de  Tenveloppe,  peut  doue 


(*)  Cette  démonstratioD  est  la  reproductioD  de  celle  que  j'ai  donnée  dans  mes 
Leçons  de  géométrie  analytique  au  §  3  du  chapitre  i"  du  livre  XI  (n*  639). 
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se  ramener  à  la   recherche  de  la  polaire  réciproque  de  la 
courbe  ?  (a?,  y)  =  o  par  rapport  au  cercle  ««  -f"  y*  =  '  (*)• 

—  De  Vinfluence  de  certains  points  remarquables  sur  la  classe 
iune  courir.  —  Pour  terminer  cette  étude,  d'ailleurs  très 
sommaire,  sur  les  coordonnées  tangentielles  et  leurs  appli» 
cations,  nous  entrerons  encore  dans  quelques  détails  sur 
les  cas  oii  la  classe  d'une  courbe  d'ordre  m,  laquelle  est 
généralement  m(fn  —  i),  vient  à  s'abaisser. 

On  sait  que  les  points  de  contact  des  tangentes  menées 
d'un  point  (o^y)  à  une  courbe  f{x,  y,  js)  =.  o  sont  à  la  rencon- 
tre de  cette  courbe  avec  une  autre  courbe,  du  degré 
**  ""  i>  ayant  pour  équation  */*+?/"+  yf  =  o  (première 
polaire  du  point  (a^). 

Le  nombre  de  ces  points  de  contact,  et  par  suite  le  nom- 
bre des  tangentes  que  l'on  peut  mener  à  la  courbe  d'un  point 
extérieur,  est  donc  généralement  m(fii  —  i),  de  sorte  que 
la  classe  d*une  courbe  d'ordre  m  est  généralement  m(fii —  i). 

Cette  classe  s'abaisse  lorsque  la  courbe  proposée  a  des 
points  multiples.  Il  est  facile  de  voir,  en  effet,  que  tout  point 
multiple  d'ordre  p  d'une  courbe  est  un  point  multiple  d'or- 
dre p  —  I  dans  sa  première  polaire. 

Quand  un  point  est  multiple  d'ordre  p,  si  Ton  prend  ce 
point  pour  origine,  les  termes  du  moindre  degré  dans  l'équa- 
tion de  la  courbe  sont  du  degré  p,  et  en  décomposant 
l'équation  en  groupes  homogènes,  elle  est  de  la  forme  : 

9*n(a?,  y)  -f-  <pf„'- 1  ^05,  y)  +  . . .  +  <^{x,  y)  =  o 
ou  en  y  introduisant  la  variable  apparente  z  : 

?m  (a?,  y)  +  «<pm-i  (cr,  y)  +  . . .  +  z^-P^p  (x,  y)  =  o. 
Si  l'on  forme  l'équation  a/^o?  +  P/"y  +  yfz  =  o,  il  vient 

+  y[?«_,  +  •••  +  (m  —  p)«"'"'"" '  (p^ 

Or  dans  cette  dernière  équation,  l'ensemble  des  termes  du 

moindre  degré  est     «"•-?(*?  l'a;  4"  P?W) 

<nû  sont  du  degré  p  —  i  ;  la  première  polaire  a  donc  à  l'ori- 
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gine  (c'est-à-dire  au  point  multiple  d'ordre  p  de  la  courbe 
donnée)  un  point  multiple  d'ordre  p  —  i . 

Bans  le  cas  oii  l'on  prend  la  première  polaire  dupoinlmulti- 
ple  lui-mâme,  comme  on  sait  que  la  polaire  de  l'origine  a  pour 
équation  f'^  =  o,  cette  première  polaire  devient  la  courbe 

^m-  1  +  2%(fm^%  +    ...   +  (W  —  p)a"»-P-  <Pp  =  0, 

dans  laquelle  les  termes  dumoindre  degré  sont  de  Tordre  p. 
Le  point  multiple  d'ordre  p  est  donc  multiple  du  même 
ordre  pour  la  première  polaire. 

Dès  lors,  si  une  courbe  présente  un  point  double,  la  pre- 
mière polaire  passe  en  ce  point  ;  il  y  a  donc  deux  des  inter- 
sections de  la  courbe  proposée  avec  la  courbe  des  contacls 
des  tangentes  issues  d'un  point  extérieur  quelconque  qui 
sont  confondues  en  ce  point,  et  il  n'y  en  a  plus  que  m  (m — i) 
—  2  autres.  La  droite  qui  joint  le  point  extérieur  au  point 
double  n  est  pas  la  limite  des  positions  d'une  sécante  dont 
deux  rencontres  avec  la  courbes  sont  venues  se  confondre;  il 
est  d'ailleurs  facile  de  voir  que  son  équation  n*est  pas  celle 
d'une  des  tangentes  au  point  double  ;  elle  n'est  donc  pas 
tangente,  et  dès  lors  il  n'y  a  plus  que  m{m  —  i)  —  2  tan- 
gentes issues  d'un  point  extérieur. 

L'existence  d'un  point  double  dans  une  courbe  diminue 
donc  la  classe  de  la  courbe  de  deux  unités. 

Un  point  multiple  d'ordre  p  diminuera  pour  la  même  rai- 
son la  classe  de  la  courbe  de  p{p  —  i)  unités. 

Une  démonstration  tout  à  fait  pareille  à  la  précédente 
montre  que  si,  en  un  point  multiple  d'ordre  p,  q  tangentes 
se  confondent,  le  point  multiple  d'ordre  p  dans  la  courbe 
proposée  est  encore  d*ordre  p —  i  dans  la  première  polaire, 
et  il  y  a  en  ce  point  q  —  î  tangentes  ^  la  première  polaire 
qui  sont  confondues. 

Donc,  s'il  y  à  dans  la  courbe  proposée  un  rebroussement, 
la  première  polaire  passe  par  ce  point,  et  est  en  ce  point 
tangente  à  la  tangente  de  rebroussement. 

Par  conséquent  en  un  point  de  rebroussement  la  pre- 
mière polaife  d'un  point  extérieur  quelconque  et  Id  courbe 
proposée  ont  trois  points  communs  confondus;  11  b'J 
a  donc   plus  que  m(tn  -^    t)  -^   3   autroi  InierdooUoSi* 


—  488  — 

La  droite  qui  joint  le  point  extérieur  au  point  de  rebrous^ 
sèment  n'étant  pas  tangente,  on  ne  peut  plus  mener  d'un 
point  extérieur  que  m{m  —  i)  —  3  tangentes  à  la  courbe 
proposée,  et  sa  classe  est  ainsi  diminuée  de  trois  unités. 

Il  peut  même  arriver  qu'elle  soit  diminuée  de  plus  de 
trois  unités,  si  Tordre  du  contact  de  la  tangente  de  rebrous- 
sement  avec  la  courbe  et  sa  première  polaire  est  supérieur 
au  premier. 

£n  résumé,  si  une  courbe  possède  X  points  doubles  et 
|A  points  de  rebroussement,  sa  classe  est  au  plus  égale  à 
m(m  — .  i)  —  3X  —  3{x. 

Nous. terminerons  ici  notre  travail  sur  les  coordonnées 
Ungentielles;  il  reste  nécessairement  fort  incomplet,  et  pour 
n'en  donner  qu'une  preuve,  nous  ferons  remarquer  que  nous 
a^ons  laissé  de  côté  toute  la  question  des  points  et  tangentes 
à  l'Infini.  Mais  nous  croyons  que,  si  restreinte  que  soit 
celle  étude,  elle  peut  encore  être  utile  h  nos  lecteurs  ;  car 
elle  met  en  évidence,  par  la  voie  purement  analytique,  le 
principe  de  dualité  et  ses  conséquences  si  fécondes;  elle 
peut  donc  offrir  des  moyens  de  résoudre  un  grand  nombre  de 
questions  par  corrélation  réciproque  ;  elle  montre  l'analogie 
frappanle  qui  existe  entre  la  méthode  des  polaires  réciproques 
et  lusage  des  coordonnées  tangentielles;  en  un  mot,  elle 
aborde,  bien  sommairement  il  est  vrai,  à  peu  prëa  toutes  les 
questioûs  que  Ton  peut  avoir  besoin  de  connaître  pour 
faire  des  applications  nombreuses  de  la  méthode. 

Dans  ce  travail,  11  est  un  certain  nombre  de  démonstra- 
tions qui  nous  sont  personnelles  ;  quant  aux  autres^  nous 
les  avons  empruntées  à  divers  ouvrages,  parmi  lesquels  il 
faut  citer  le  remarquable  ouvrage  d'un  géomètre  enlevé  trop 
tdi  à  la  science,  M.  Painvin,  et  les  Leçons  sur  la  géométrie 
de  Glebsch.  Ceux  de  nos  lecteurs  qui  désireraient  compléter 
les  notions  succinctes  que  nous  avons  cherché  h  leur  offrir 
ici,  pourront  consulter  avac  fruit  les  deux  ouvrages  que  nous 
venons  de  citer;  quant  à  nous,  nous  regarderons  notre  tâche 
comme  accomplie  si  nous  avons  réussi  à  leur  inspirer  le  goût 
de  cette  étude  si  intéressante. 
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QUESTION  233 

liolutloii  par  M.  P.  Boulogne,  élève  de  mathématiques  spéciales  au  Lycée 

de  Lille. 


Du  centre  d'un  cercle  on  abaisse  des  perpendiculaires  OT  sur 
les  tangentes  à  un  autre  cercle  et  sur  chacune  d'elles  on  prend, 
à  partir  du  point  T  et  de  part  et  d'autre  de  la  tangente  (feï 
longueurs  égales  TP  =  TP  telles  que  l'on  ait  OP  .  OP  =  K». 
Trouver  le  lieu  des  points  "P  etV. 

Cherchons  d'abord  le  lieu  du  point  T.  Pour  cela  prenons 
pour  axe  polaire  la  ligne  des  centres  et  le  point  0  pour  pôle. 
Par  le  centre  B  du  second  cercle  menons  une  parallèle  BD 
à  la  tangente.  Nous  avons  OT  =  OD  -|-  DT  =  6  cos  w  -f  a, 
frétant  la  distance  des  centres  et  a  le  rayon  du  cercle  B.  Le 
lieu  de  T  est  donc  la  courbe  p  =  a  -\-  b  ces  a).  C'est  un  lima- 
çon de  Pascal. 

Soient  les  points  P  et  F  :  on  a  OP  +  OP'  =  2OT 
=  2  (a  +6  cos  w)  ;  d'ailleurs  OP  .  OP'  =  K«.  Le  lieu  de  Pet 
de  F  a  donc  pour  équation 

p*  —  2  {a-{-  b  cos  iù)  p  +  K*  =  o. 

Nous  remarquerons  d'abord  que  ce  lieu,  symétrique  par 
rapport  à  l'axe  polaire  est  limité  dans  tous  les  sens.  On  peut 
le  construire  par  points.  En  effet  tirons  la  valeur  de  p,  on  a 

p  =  a  4-  6  cos  <i)  +  v^  (o  +  6  cos  û))*  —  K* . 
il  faut  donc  porter  à  partir  de  T  sur  le  rayon  vecteur  et  son 
prolongement  des    longueurs   égales  au  radical.  De  là  la 
construction  suivante. 

Sur  OT  comme  diamètre  décrire  un  demi-cercle.  Du  point 
0  mener  une  corde  OL  =  K  et  rabattre  TL  sur  le  rayon,  de 
part  et  d'autre  de  T  en  P  et  P'. 

Les  points  de  rebrousejnent  du  lieu  sont  donnés  par 

a  -j-  6  cos  <D  =  K  ou  cos  o)  = —  ; 

alors  p=  a  -^  b  — "^ —  :=  K. 
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Les  points  de  rebroussement  sont  donc  situés  sur  un  cer- 
cle décrit  de  0  comme  centre  avec  E  pour  rayon. 

Cherchons  d'ailleurs  les  points  d'intersection  du  lieu  et 
du  limaçon  auxiliaire  ;  remplaçant  a  -\-  b  cos  ta  par  p,  nous 
trouvons  p*  =  K*  ou  p=  K;  donc  les  points  de  rebroussement 
du  lieu  sont  à  Tintersection  du  limaçon  auxiliaire  et  du 
cercle  décrit  de  0  comme  centre  avec  K  pour  rayon. 

Examinons  le  cas  où  le  point  0  est  extérieur  au  cercle  B. 
Si  K  >  fl  -f-  6,  il  n'y  a  pas  de  lieu.  Si  K  =  a  -j-  6  le  lieu  se 
réduit  au  point  double  E.  Pour  a-j-6>K>6  —  a  on  a 
une  seule  courbe  avec  deux  points  de  rebroussement. 

Quand  K  =  6  — |  a,  outre  la  courbe,  le  point  F  est  point 
double  isolé  du  lieu. 

Enfin  quand  K  <  6  —  a,  on  obtient  deux  courbes  et 
quatre  points  de  rebroussement.  Ces  courbes  s'aplatissent  è 
mesure  que  K  décroit.  Elles  correspondent  chacune  à  une 
boucle  du  limaçon. 

On  pourrait  faire  une  discussion  analogue  lorsque  0  est 
sur  le  cercle  B  et  quand  il  est  intérieur;  on  obtient  dans 
ces  deux  cas  une  seule  courbe  et  deux  points  de  rebrousse- 
ment au  plus. 


QUESTION  253 

Solution  par  M.  Duput,  élère  au  Lycée  de  Grenoble. 


Etant  donnés  sur  un  plan  un  parallélogramme  et  une  droite, 
instruire  avec  la  règle  et  le  compas  les  points  où  la  droite  ren- 
contre rellipse  inscrite  au  parallélogramme  et  touchant  ses  quatre 
^té$  en  leur  milieu. 

Considérons  l'ellipse  inscrite  au  parallélogramme  comme 
la  projection  oblique  d'un  cercle  inscrit  dans  un  carré.  Pre- 
nons le  plan  du  parallélogramme  pour  plan  horizonlal, 
le  côté  CD  pour  ligne  de  terre  et  dans  le  plan  vertical  cons- 
truisons sur  CD  un  carré  CDEF.  Inscrivons-y  un  cercle.  Pour 
^yoiT  la  position  de  la  droite  dans  le  plan  vertical»  prolon- 


-  lo- 
geons-la en  M  jusqu'à  CD,  d'un  côiéj  el  en  N  justju'à  AB  de 
l'autre.  Menons  Nn  parallèle  à  BQ  et  nS'  parallèle  à  cF;  MÎT 
est  la  droite  cherchée  qui  coupe  le  cercle  en  deux  poinls 
H',  r.  Menons  lï,  Kk  perpendiculaires  à  la  ligne  de  terre, 
il,  AH  parallèles  à  BG;  les  points  I,  H  d'intersection  avec 
MN  sont  les  points  cherchés. 


QUESTION  272 

fiolntlon  par  M.  GiNO  Loria,  à  Mantoae. 


Vérifier  Videnlité 

(i  +  cc)(i  +   a;*)  (i  +  X*)    ...  (i    +  x»'""')=  i  +  J' 

4-  X*  +  . . .  +  a::- 
et  exprimer  k  en  fonction  de  p. 

i^  k  sera  égal  à  la  somme  des  exposants  de  x  dans  les 
p  binômes  ;  donc 

Gomme  il  est  facile  de  vérifier  l'égalité  pour  p  =  2,  je 
supposerai  qu'elle  soit  vraie  pour  une  certaine  valeur  de  p 
et  je  démontrerai  qu'elle  est  vraie  aussi  pour  la  valeur 
p  +  I. 

On  a  par  hypothèse 

(i  _j_  a?)  (i  +  cc«)    ...  (i  +  cc^***^^)  =1  +x  +  x«+  •• 

multipliant  cette  égalité  par  i  +  x^p    nous  obtiendrons 

(i    +  x)  (i  +  X')  .,.  {i  +x*p)  ^   I  +(r  +  x*  +  ••• 

ojtP  -  1  ^x*^  ^  iZj>P  +  <  4-  ...  fit?»  •  »''  '  ' 
c'est-à-dire 
(i  +  X)  {i  +  X*)  ..é  (i    +  CD»^)  £=2  I  +  a;  +  fltî*  +  •  • 

donc  rideûtité  est  aussi  vraie  pour  la  râleur  p  +  ï,  ell«  ^*' 
par  Suite  générale. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Dupuv,  à  Grenoble;  Boul-»- 
gtie,  ft  Lille  i  DigttiUon,  at  ly<?ée  Henri  IV  (classé  de  M.  M«cê  Ûê  Lépin<y,. 
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QUESTION  312 

^Intlon  par  M.  du  Motel,  élève  de  Mathématiques  spéciales  au  Lycée 

Sjint-Louis  (cours  de  M.  Lucas}. 


On  considère  une  ellipse  et  le  cercle  lieu  des  sommets  des  angles 
droits  qu'on  peut  lui  circonscrire.  Par  un  point  P  extérieur  à 
l'ellipse,  on  mène  les  deux  tangentes  PA  et  PB  à  rellipse*  On 
prolonge  la  corde  des  contacts  AB  jusquà  sa  rencontre  en  Cet  D 
avec  le  rercle.  Faire  voir  analytiquement  et  géométriqu£ment  que 
lei  angles  CPA,  BPD  sont  égaux. 

Il  suffit  de  démontrer  que  les  bissectrices  des  angles  APB, 
CPD  coïncident. 

SOLUTION   ANALYTIQUE 

Soit  — j.  -[-  4^  =  I  réquation  de  Tellipse.  Xp  yo  étant  les 

coordonnées  du  poînt  P,  Tcquation  quadratique  des  droites 
PA  et  PB  est 

Celle  des  parallèles  à  ces  droites  menées  par  Toriginc  est 

/i^  ,    yyo V_ (^  ,    yl\( Ei^\  ^ _  T^ 

\  a»    "^    6«  /~\o»   "^    ô«  A  a»    "^  fc'  7 

et  l'équation  des  bissectrices  est 

ag*  —  t/^  xy 

•JPo*  —  !/o*  —  (a'  —  6«)  ^  ïToyo  * 
Cherchons  l'équation  aux  coefficients  angulaires  de*  droi- 
Iw  PC,  PD.  Il  suffit  de  mener  par  le  point  P  une  droite 
îf  —  t/j  =:  m(ac  •—  0*0)  (1)  et  d'exprimer  qu'elle  coupe  la  droite 
AB,  6*xaco  +  o*2/î/o  -"  «'&*  =0  (2),  Sur  le  cercle  a?«  -|-  !/•  -"  a" 
-6*  =  o(3). 
Des  équations  (1)  et  (2)  on  iire 

a'inyb  4-  ^*iï?o  a*myo  -f  ^'^^^ 
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transportant  dans  (3)  on  tire 

—  (a«  +  6«)(a«iiiyo  —  6*a?o)*  =  o. 

Pour  avoir  l'équation  des  parallèles  aux  droites  PC,  PB 
menées  par  Torigine,  il  n'y  a  qu'à  remplacer   dans  celle 

y 

équation  m  par  -^,  ce  qui  donne 

se 

—  (a»  +  6«)(a«î/î/o  +  b^xx,)*  =  o. 
L'équation  des  bissectrices  est 

X*  —  y*  xy 


[xo'  -  yo*  —  (a*  —  b')][a\y^  +  6*Xo*]       Xoyo(ûV  +**J^.*» 
C'est  la  même  équation   que  pour  les  bissectrices  des 
parallèles  aux  droites  PA,  PB. 

SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE 

Soient  PE,  PF  les  bissectrices  de  Tangle  APB.  Le  triaagle 
rectangle  EPFétant conjugué parrapport  àla  conique,  le  cercle 
circonscritestorthogonalau  cerclelieu  des  sommets  des  angles 
droits  circonscrits  ;  EF,  étant  un  diamètre  de  ca  cercle,  esl 
divisé  harmoniquement  par  l'autre.  Donc  le  faisceau  P(CEDFi 
est  harmonique  et  comme  les  rayons  PE,  PF  sont  rectangu- 
laires, ils  sont  les  bissectrices  de  l'angle  des  deux  autres, 

c.  q.  f.  d. 

QUESTIONS   PROPOSÉES 


Xathématiciaes  élémentaires. 

361.  — Considérons  quatre  droites  dans  un  plan  ;  ces 
quatre  droites  prises  trois  à  trois  forment  quatre  triangles, 
et  l'une  d'elles,  AB  par  exemple,  appartient  à  trois  de  ces 
triangles.  Dans  chacun  des  trois  triangles  correspondant 
à  AB,  joignons  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  sommet 
opposé  à  AB.  i^  Pour  un  même  côté  AB,  les  trois  droites 
ainsi  menées  concourent  en  un  point  L  2^  Les  quatre  points 
analogues  à  I  et  les  quatre  centres  des  cercles  circonscrits 


aux  iriànglês  formés  par  les    quatre  droites    sont  sur  une 
même  circonférence. 

362.  —  Deux  cercles  donnés  se  coupent  en  un  point  A  ; 
mener  par  le  point  A  une  sécante  rencontrant  les  deux 
cercles  en  B  et  G,  de  telle  manière  que  Ton  ait 

AB  .  AG  =  l\ 

363.  —  On  donne  une  corde  AB;  trouver  sur  son  prolon- 
gement un  point  P,  tel  que  si  Ton  mène  PH  tangente  au 
cercle,  et  que  des  points  A  et  B  on  abaisse  des  perpendicu- 
laires AG  et  BD  sur  la  tangente  PH  on  ait 

AG  .BD=  l\  . 

364.  —  On  donne  le  demi-cercle  AB  et  les  tangentes  en 
A  et  B  ;  par  un  point  fixe  P,  pris  sur  le  diamètre  AB,  on 
mène  une  droite  PQ»  qui  rencontre  la  circonférence  en  Q,  et 
par  ce  point  Q,  on  mène  à  PQ  la  perpendiculaire  MQN, 
rencontrant  en  M  la  tangente  AM,  et  en  N  la  tangente  BN. 
Démontrer  que  le  produit  AM  .  B^  reste  constant  lorsque  PQ 
tourne,  autour  du  point  P. 

366.  —  On  donne  deux  circonférences  et  un  point  P; 
mener  aui  circonférences  des  tangentes  parallèles,  telles  que 
le  rapport  des  distances  du  point  P  aux  deux  tangentes 
soit  égal  à  un  rapport  donné. 

366.  —  Étant  donnés  deux  cercles  et  une  droite»  trouver 
sur  cette  droite  un  point  P,  tel  que  les  tangentes  menées  de 
ce  point  aux  deux  cercles  soient  également  inclinées  sur 
la  droite. 

367.  —  Par  le  centre  d'un  cercle  et  par  un  point,  faire 
passer  un  cercle  tel  que  la  corde  commune  ait  une  longueur 
donnée. 

368.  —  Circonscrire  à  une  circonférence  de  rayon  r  un 
triangle  isoscèle  dont  le  côté  soit  égal  à  m  fois  la  base. 

ICatliéinatiquefl  spédalefl. 
368.  —  On  considère  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes 

Soit  M   un  point  de  l'ellipse  ;  par  le  point  M,  le  point  M 


-*J0- 

(Uamétralement  opposé,  et  les  extrémités  À,  k'  du  grand 
axe  on  fait  passer  une  hyperbole  équilatère  H  ;  puis  on  prend 
un  cercle  G  passant  par  les  points  M,  A  et  A',  Gela  pose, 
rhyperbole  H  et  le  cercle  C  ont  un  quatrième  point  com- 
mun P  ;  on  mène  MP,  et  l'on  demande,  le  point  M  parcou- 
rant Tellipse,  de  déterminer  la  trajectoire  orthogonale  des 
droites  MP,  c'est-à-dire  la  courbe  qui  les  coupe  à  angle  droit. 
G'est  une  ellipse;  on  fera  voir  que  cette  ellipse  n'est  jamais 
un  cercle,  et  qu'elle  n'est  pas  non  plus  homothétique  à  l'el- 
lipse donnée.  On  suppose,  bien  entendu  a  >  b. 

(De  Longchamps., 

370.  —  On  donne  la  parabole  y"  —  2px  =  o  et  l'on 
considère  les  coniques  osculatrices  à  cette  parabole  en  soq 
sommet  (une  courbe  f  est  osculatrice  à  une  courbe  9  en  uc 
point  M  de  celle-ci  quand  elle  a,  en  ce  point  M,  le  plus 
grand  nombre  de  points  communs  confondus  ayec  M;  en 
particulier,  une  conique  est  osculatrice  à  une  conique  9  eu 
M,  quand  elle  a  en  ce  point  quatre  points  communs  avec  ^^ 
Montrer  que:  i*^  le  lieu  des  sommets  de  ces  coniques  est 
une  parabole;  2^  le  lieu  de  leurs  foyers  est  un  cercle. 

(De  Longchampsj 

871.  —  Une  conique  variable  est  osculatrice  à  une  hyper- 
bole équilatère  donnée,  et  son  foyer  fixe  au  centre  de  cette 
hyperbole.  Démontrer  que  les  tangentes  communes  aux  deux 
courbas  se  coupent  sur  la  lemnisoate  p*  =  a'  cos  2^,  1< 
centre  de  l'hyperbole  étant  pris  pour  pôle  et  l'axe  transverse 
pour  axe  polaire.  (The  Educat.  Times J 

373<  ^  On  donne  :  1^  dans  le  plan  des  zx  une  droite, 
parallèle  è  Taxe  ox  ;  2P  dans  le  plan  des  zy  un©  droite  parûl' 
Icle  à  l'axe  des  t/,  et  ne  rencontrant  pas  l'axe  des  z  au  v^^\ 
point  que  la  précédente.  D'un  point  pris  dans  le  pla&  ^^*, 
on  abaisse  des  perpeudiculaires  sur  ces  deux  droites,  m 
l'on  joint  leurs  pieds  par  une  ligne  droite.  On  demand^ 
l'équation  de  la  surface  engendrée  par  cette  droite  quaal 
le  point  du  plan  xy  se  meut  sur  une  courbe  f(x,  y) = 0. 

Appliquer  la  solution  au  cas  oh  ((x^y)  =  o  est  une  \\p^ 
droite,  et  dans  ce  cas  étudier  la  nature  et  les  propriétés  de  11 
surface  obtenue,  ! 
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373<  ^  On  donne  d^ns  169  plaas  dea  «(»  et  dea  y«  deux 
couiquea  tangentes  à  l'axe  o»  à  l'origine  des  coordonnées;  on 
demaqde  Téquation  générale  des  surfaces  du  second  ordre 
coDtenant  ces  deux  coniques  et  le  lieu  des  centres  de  ces 
surfaces.  Discuter  le  lieu  obtenu  et  étudier  comment  U  yarie 
avec  la  nature  des  coniques  données, 

374.  —  On  donne  deux  cercles  égaux  situés  dans  des 
plans  parallèles,  et  dont  les  centras  sont  sur  une  perpendi- 
ealaire  à  ces  plans.  Deux  points  se  meuvent  simultanément. 
sur  ces  deux  circonférences  avec  des  vitesses  différenles.  On 
demande  d'étudier  la  surface  engendrée  par  la  droite  qui  les 
joint.  On  suppose  que  les  positions  initiales  des  deux  points 
sont  sur  une  perpendiculaire  aux  plans  des  cercles.  On  exa- 
minera en  particulier  lecasoU  le  rapport  des  vitesses  est  égal 
à  2.  (Genty.) 

BIBLIOGRAPHIE 
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prendra la  géométrie  descriptive  de  façon  à  ne  pas  se  laisser  embarrasser  par 
uAe  question  d'examen. 

Un  chapitre  fort  intéressant  termine  l'ouvrage;  il  donne  rapidement,  et  sans 
"lacaiie  figure,  la  solution  des  quesUons  proposées  aux  examens  écrits  de  Saint 
^)r  depuis  1863;  pour  bien  comprendre  ces  solutions,  il  faut  de  toute  nécessité 
^ire les  (pores;  et  en  étudiant  attentivement  les  explications  données  dans  ces 
•iii-huit  épares,  un  élève  y  trouvera  la  meilleure  des  préparations  à  l'épreuve 
'fe  géométrie  descriptive  qu'il  devra  faire  pour  entrer  à  Saint-Cyr. 

LsçoTis  ns  Cosmographie  par  H.  Garcet.  Nouvelle  édition  mise  en  har- 
■nonte  aim  les  nouveaux  programmes  et  avec  les  nouvelles  découvertes  par 
Cfc.  Siaion,  professeur  au  lycée  Louis-le^rand.  —  JParw,  librairie  Dekh 

Yoici  un  ouvrage  qui  répond  bien  oui  pr<^FRmmes  de  renseignement  «ûen- 
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tiflqûe  deA  lycées,  proghimme  qui  porte  que  l'étude  de  la  cosmographie  sen 
purement  descriptive  ;  en  effet,  ici  les  faits  intéressants  de  la  cosmographie  sont 
exposés  avec  une  grande  précision  ;  mais  en  revoyant  l'ancienne  édition  de  1  ou- 
vrage de  Garoet,  ouvrage  principalement  destiné  aux  candidats  à  la  liceDcc  n> 
sciences,  M.  Simon,  ancien  directeur  de  l'Observatoire  de  Toulouse,  et  par^uite 
très  compétent  dans  les  questions  relatives  au  système  du  monde,  n'a  k\s-f 
subsister  dans  la  nouvelle  édition  que  les  connaissances  que  l'on  peut  considérer 
actuellement  comme  indispensables  à  toute  personne  instruite.  Il  a  donc  Uïsfc 
de  côté  les  formules,  que  les  élèves  oubliaient  le  plus  souvent,  ne  sachant  com- 
ment ils  pourraient  les  établir. 

Le  nouvel  ouvrage  que  nous  indiquons  à  nos  lecteurs  contient  tout  œ  qui  t^i 
nécessaire  pour  les  examens,  mais  rien  de  plus  ;  on  est  sûr  de  ne  pas  se  perdre 
'  dans  des  détails  inutiles  en  le  prenant  pour  guide  d'une  bonne  préparation. 

Éléments  db  trigonométrie  rbctilignb,  par  WB.  Plehot,  censeur  m 
Lycée  Fontanes.  —  Paris^  librairie  Hachette. 

Ce  traité  élémentaire  de  trigonométrie,  qui  fait  partie  de  la  coUeclion  du 
baccalauréat  es  sciences  publiée  par  la  librairie  Hachette,  peut  être  fort  utile  aux 
candidats  à  Saint-Cyr,  par  le  grand  nombre  d'exercices  résolus  qu'il  préfcnte, 
exercices  choisis  de  façon  à  donner  beaucoup  de  formules  intéressantes  à  retenir- 
Les  problèmes  proposés,  qui  terminent  le  volume,  sont  aussi  très  bons  pourb 
élèves,  parce  que  ce  sont  des  questions  d'examens,  ce  qui  pousse  toujours  l^ 
candidats  à  travailler  ce  genre  d'exercices.  Nous  regrettons  seulement  qœ 
l'auteur  n'ait  pas  jugé  à  propos  d'en  mettre  un  plusgraod  nombre;  avec  b 
tendances  actuelles  des  examens,  où  l'on  pousse  les  élèves  à  des  exercices  de  »1- 
cul,  il  est  bon  de  mettre  beaucoup  de  problèmes  dans  un  ouvrage  de  ce  genre: 
c'est  ce  que  comprennent  à  merveille  les  Anglais,  dont  les  ouvrages  classiqut^ 
contiennent  un  nombre  très  considérable  de  problèmes,  énoncés,  ce  qui  est  tr^ 
important,  à  la  fin  de  chaque  chapitre.  C'est  du  reste  la  seule  critique  que  ooa^ 
ayons  à  faire  au  livre  de  M.  Pichot,  et  nous  nous  permettons  cette  obserration, 
précisément  parce  que  nous  trouvons  son  ouvrage  bon,  et  que  nous  le  désir(Hi> 
encore  plus  profitable  aux  élèves. 

A.  M. 


Le  Rédacteur-Gérant, 
J.  KGEHLER. 


PARtf.  —  ÎHP,  CIUIX,  iO,   BDBBKSO&RE,  PBÈS  DU  BODLBVARD  MOHTIUBTBB.  —  IgSSH* 
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RESOLUTION  GEOMETRIQUE 

DE  DEUX  PROBLEMES  DU  QUATRIEME  DEGRE  RELATIFS  A 

LA  PARABOLE 

Par  M.  Cl.  te  iiOBgehaaipfl. 


Les  deux  problèmes  dont  nous  allons  nous  occuper  sont 
ceux  qui  se  proposent  :  1^  de  construire  une  parabole  passant 
par  deux  points  et  tangente  à  deux  droites  ;  2®  de  construire 
une  parabole  passant  par  trois  points  et  tangente  à  une  droite. 

1.  Nous  ferons  d'abord  cette  remarque  :  Si  l'on  considère 
une  parabole  P  ;  une 
tangente  T  à  cette 
courbe;  le  diamètre 
•^,  du  point  de  con-- 
tact,  et  une  droite  L 
qni  rencontre  P  en 
ÂetB,  TenHy  À  en 
C,  on  a  : 

MC*  =  MA  .MB 
En  effety  menons 
par  G  la  tangente 
GDàP,  et  par  D  une 
parallèle  à  T.  Cette 
dernière  droite  sera 
la  polaire  du  point  C;  elle  rencontre  donc  AB  en  un  point  E, 
conjugué  harmonique  de  G.  D'autre  part,  et  d'après  la  pro- 
priété connue  de  la  sous-tangente,  on  voit  que  le  point  M 
est  le  milieu  de  CE.  On^a  donc  bien 

CM*  =  MA  .  MB. 

2.  Ceci  posé,  soient  T,  T'  les  deux  tangentes;  D,  D'  les 
points  de  contact.  On  a,  par  la  remarque  précédente, 

MC*  =  MA.MB;etMC'*  =  M'A.M'B; 
I>C  el  D'G'  étant,  bien  entendu,  les  diamètres  des  points  D 

WWlAI.  DB  lUTH.  1881.  28 
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et  D'.  Joignons  le  point  0  au  milieu  de  DD',  cette  droite  OZ 
sera  parallèle  aux  diamètres  ;  et,  pour  des  raisons  évidentes, 
c'est  une  parallèle  équidistante  de  CD  et  de  CD'.  Elle  passe 
donc  par  le  milieu  de  UG',  donc  OZ  est  une  droite  qui  est 
déterminée.  Alors  en  menant  par  les  points  G  et  C  des  paral- 
lèles à  OZ,  on  aura  les  points  D,  D'. 


En  appliquant  le  théorème  de  la  sous-tangente  au  point  A  et 
au  point  B,  on  déterminera  les  tangentes  en  A  et  B  et  l'on 
est  ramené  au  problème  connu  :  construire  une  parabole,  con- 
naissant quatre  tangentes, 

3.  Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre  est,  comme 
on  le  sait>  un  problème  du  quatrième  degré  ;  parce  qu'il  existe 
quatre  coniques  passant  par  deux  points  et  tangentes  à  trois  droites: 
en  particulier,  il  existe  quatre  paraboles  passant  par  dcttx 
points  et  tangentes  à  deux  droites*  Lorsque  les  points  G  et  C 
ont  été  construits^  à  ces  points  ne  correspond,  évidemment, 
qu'tiM  parabolei 
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Mais,  pour  retrouver  les  quatre  solutions  du  problème» 
il  faut  observer  que  la  relation 

W?  =  MA  .  MB 
détermine  deux  points  G  ;  il  y  a  de  même  deux  pointe  C,  et 
les  points  associés  deux  à  deux  de  toutes  les  façons  possibles 
donnent  les  quatre  solutions  cherchées. 

4.  —  Si  Ton  donne,  maintenant,  trois  points  A,  B,  0 
d  une  parabole  P,  et  une  tangente  T,  la  construction  de  la 
courbe  dépend  encore  d'un  problème  du  quatrième  dêf  ré. 
En  appliquant  les  idées  précédentes,~ce  problème,  eomme 
celui  que  nous  venons  de  traiter,  se  ramène,  lui  aussi,  à 
quatre  problèmes  du  premier  degré. 

Soit  0  le  point  de  contact  de  T  et  de  P,  point  que  nous 

nous  proposons   de 

déterminer.  Le  dia- 

niUre  OZ  coupe  les 

côtés  du     triangle 

ABC  en  A',  K,  G', 

Ja  droite  T    coupe 

les  mêmes  côtés  en 

des  points  A'',   B'', 

C,  et  Ton    a,  par 

exemple, 

W^=CriL  .  CTB, 

ce    qui    détermine 

deux    points    C    à 

éf^ale    distance    du 

point  G*  sur  AB.  On 

fttira,  de  même,  deux 

points   B'    et   deux 

points  A';  ces  points  A',  B',  (J    sont  en  nombre  6;  mais  i 

est  facile  de  reconnaître  que  ces  points  sont  trois  à  trois  en 

^igne  droite  et  forment  un  quadrilatère  complet  dont  les  côtés 

^fit  les  diamètres  cherchés.  Ayant  pris  l'un  de  ces  eôtés,  on 

aura  donc  une  tangente,  le  diamètre  correspondant,  et  trois 

points.    Le   théorème   de  la  sou»-tangente  permettra   de 

déterminer  les  tangentes  en  ces  points,  et  Ton  sera  ramené 
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de  nouveau  au  problème  de  la  construclion  de  la  parabole, 
connaissant  quatre  tangentes  de  cette  courbe. 

Pour  établir  que  les  poinls  A\  B',  G'  sont,  trois  à  trois, 
en  ligne  droite,  on  démontrera  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Étant  donnés  un  triangle  ABC,  une  frofu- 
versale  A,  qui  rencontre  les  côtés  en  A.\  B',  G',  on  prend  entre 
LetBun  point  G'  tel  que 

ce*  =C'A  .  CB; 
démotitrer  que  les  trois  droites  AA",  BB%  CC  concourent  a» 
même  point  (*). 

REMARQUES  SUR  LES  PROBLÈMES  PRÉCÉDENTS 

Ghasles  a  donné  la  solution  du  problème  général  qui  con- 
siste à  décrire  une  conique  passant  par  deux  poinls  et 
tangente  à  trois  droites  (Traité  des  Coniques,  p.  SI9). 

Elle  est  fondée  sur  le  théorème  suivant  : 

Si  Von  a  un  angle  circonsctHt  à  une  conique  AMB  et  un  point 
S,  les  tangentes  ST,  ST'  et  les  droites  SA ,  SB  menées  aux  points 
de  contact  des  côtés  de  Vangle  déterminent  une  involution  dont 
SM  est  un  rayon  double. 

D'après  cela^  si  Ton  donne  les  deux  points  A»  B  et  le 
triangle  circonscrit  CDE,  on  cherchera  les  rayons  doubles 
de  rinvolution  (CD,  CE),  (CA,  CB),  et  on  aura  deux  droites 
sur  lesquelles  doivent  se  trouver  les  points  tels  que  M, 
intersection  des  tangentes-en  Aet  B  aux  coniques  cherchées. 
Prenant  ensuite  Tinvolution  (DG,  DE),  (DA,  DB),  on  aura 
deux  nouvelles  droites,  et  par  suite  quatre  points  M. 

Le  problème  est  ramené  à  construire  une  conique  tan- 
gente à  cinq  droites,  et  admet  quatre  solutions. 

Pour  traiter  par  cette  méthode  le  premier  des  problèmes 
résolus  par  M.  de  Longchamps,  il  suffit  de  rejeter  à  l'infini 
une  des  droites  données.  Considérons  Tinvolution  détermi- 
née par  OT  (fig.  2),  la  droite  de  l'infini  et  les  parallèles  à 


(*)  ffous  insérerons  unesolaUon  deœ  théorème,  si  quelqu'un  de  dos  lecteur' 
nous  adresse  cette  solution. 
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OT  menées  par  A  et  B.  Il  foui  chercher  sur  AB  les  points 
doubles  de  l'involution  dont  on  connaît  le  couple  (A,  B)  et  le 
couple  (H,  oo).  Le  point  M  n'est  autre  chose  que  le  point 
central,  les  points  doubles  s'obtiennent  en  prenant  MG 
=  MC,  de  telle  sorte  que  MG*  =  M(f*  =  MA.  MB.  On  re* 
trouve  ainsi  les  points  G  et  G'.  Les  parallèles  à  OT  menées 
par  M  et  M'  sont  deux  premières  droites  sur  lesquelles  doi» 
vent  se  trouver  les  points  de  concours  des  tangentes  en  A 
et  B.  Le  point  de  rencontre  M|  de  AB  avec  OT'  fournit  deux 
autres  points  Cj,  G'^  et  deux  droites  parallèles  à  OT'.  Les 
quatre  sommets  du  parallélogramme  ainsi  obtenu  sont  les 
pôles  de  AB  relatifs  aux  quatre  paraboles  qui  répondent  à 
la  question. 
Le  deuxième  problème  traité  par  M.  de  Longehamps  peut 

se  résoudre  d'une  manière  analogue. 
D'abord,  en  transformant  par  dualité  le   théorème  cité  au 

commencement  de  ces  remarques,  on  obtient  l'énoncé  sui-* 

vaut  : 

Etant  donnés  deux  points  k  et  B  sur  une  conique  et  une 
droite  D  qui  rencontre  la  courbe  en  G,  G\  les  tangentes  en  ket 
B  coupent  la  droite  en  deux  points  A\  B',  qvi  déterminent  avec 
C,  G  une  involution  dont  un  des  points  doubles  est  le  point  de 
concours  des  droites  D  et  AB. 

De  ce  théorème  on  conclut  aisément  la  construction  d'une 
conique  passant  par  trois  points  et  tangente  à  deux  droites, 
puis  celle  de  la  parabole  passant  par  trois  points  et  tangente 
à  une  droite. 
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NOTE 

SUR  IMB   VARIATIONS  DE  LA   FONCTION    RATIONNELLE    DU 

SECOND  DEGRÉ 

.^    oa^*  -}-  bx  -]-  c 
^  ^  o'x*  +  b'x  +  c 

Par  M.  S.  Won^ttét. 


La  brochure  de  M.  Burat-Dnbois  (*)  et  les  réflexions  de 
BI.  Moreldans  le  numéro  de  septembre  tendent  à  démontrer 
que  la  méthode  indirecte  généralement  employée  pour  déter- 
miner le  maximum  et  le  minimum  de  la  fraction  rationnelle 
du  second  degré,  ne  conduit  pas  toujours  à  des  résultats 
conformes  à  ceux  que  donne  la  méthode  direciSj  fondée 
sur  la  définition  classique  des  maxima  et  des  minima. 

Je  me  propose,  dans  celte  note,  de  montrer  que  les  con- 
tradictions signalées  par  M.  Burat  ne  sont  qu'apparentes  et 
que  les  deux  méthodes  conduisent  au  même  résultat. 

A  la  première  page  de  sa  brochure,  M.  Burat  fait  remar- 
quer que,  d'après  la  définition  connue  des  maxima  ei 
minima  relatifs  : 

ioyss2^oo>yss«-(X)  peuvent  être  respectiyement  des 
maxima  et  des  minima^  si  oes  yaleurs  correspondent  à  des 
valeurs  finies  de  ce.  Si  par  exemple  y  ss  -f*  <>o  poui'  x=^a^ 
et  que  pour  x  =  a  -\-  hGix  =  a  —  A,  y  soit  très  grand  et 
positif,  on  peut  dire  que,  conformément  à  la  définition, 
y  z=  -[-  00  est  un  maximum  relatif.  Cette  observation  n'est 
pas  nouvelle;  mais  on  laisse  de  côté  ces  solutions  delà 
question,  qu'on  détermine  directement  par  la  résolution 
de  l'équation  a'x^  +  b'x  -|-  c'  =  o.  On  voit  d'ailleurs  qu'il 

(*)  Règle  pour  déterminer  le  maximum  et  le  minimum  de  la  fraction 

ox'  -f  6a?  -h  c 

^  ""  a'x*  +  b'x  +  c' 
par  M.  Barat-Dobols.  (Pau,  imprimerie  Vignancourt,  juillet  1881.) 
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ne  peut  y  avoir  de  maxima  et  de  minima  de  cette  espèce» 
que  si  6'*  =  4a'c'. 

2^  Un  maximum  et  un  minimum  dey  ne  peuvent  correspondre 
qu'à  une  valeur  finie  de  la  variable. 

Cette  assertion  de  M.  Burat  me  semble  inexacte,  et  c'est 
en  admettant  cette  proposition  qu'il  arrive  à  prouver  qu'il 
7  a  divergence  entre  la  méthode  directe  et  la  méthode  indi- 
recte. 

Voici  comment  nous  raisonnons  pour  démontrer  Tinexac- 
iilude  de  la  proposition  de  M.  Burat-Dubois. 

La    fonction   donnée    y    est   continue    et   uniforme  de 

x=z  —  00  àa;  =  +  ^»  Changeons  x  en  — ,  elle  deviendra 

a  +  &**  +  ^' 

y  —  o'  +  bu  +  cu^  ' 
et  imaginons  deux   axes  ou  et  oy  servant  à  représenter, 
par  une  construction  graphique,  les  variations  de  la  fono* 

tiOD. 

A  chaque  valeur  m  de  ti  correspondra  une  valeur  p  de  la 
fonetion  y.  Si  u  tend  vers  m  par  valeurs  croissantes  ou 
décroissantes,  y  tendra  vers  la  même  valeur  p.  Supposons 
M  =  o;  nous  pourrons  dire  que  y  tend  vers  p,  soit  que  u 
croisse  de  —  t  à  o»  soit  que  u  décroisse  de  -f*  ^  ^  o.  Reve- 
nons à  la  fonction  primitive  en  x  : 

Faire  croître  u  de  —  t  à  o,  c'est  faire  décroître  a?  de  —  — 

6 

à  —  00  :  faire  décroître  u  des  à  o,  c'est  faire  croître  x  de  -» 

a  ^  00  et  puisque  u  =  o  nous  donne  un  ^oint  unique  sur 
l'axe  des  Û,  vers  lequel  on  tend  soit  en  partant  de  —  e,  soit 
en  partant  de  +  ^>  ^^^s  devons  regarder  a;  =  -}-  ^^  ®t  ^ 
:=  —  oo  comme  donnant  aussi  le  môme  point  de  Taxe  des  a?, 
oh  il  faut  élever  une  ordonnée  égale  à  p  pour  représenter 
la  fonction. 

Adoptons  donc  cette  manière  de  voir  que  :  x  =  —  oo 
etjn  =  +  00  représentent  un  même  point  de  l'aœe  des  x  et  que 
x  =  —  k  et  X  ='\-\l  fk  étant  très  grand)  représentent  dstKB 
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points  situés  de.  part  et  d^autre  de  ce  points  et  dans  son  vowi- 

Celle  convention  faite,  il  est  facile  de  démontrer  le  théo- 
rème suivant. 

Théorème.  —  Tout  maximum  absolu  de  y  est  aussi  un 
maximum  relatif.  Tout  minimum  absolu  est  aussi  un  mùUmm 
relatif. 

Il  y  a  deux  cas  à  considérer. 

i^  Admettons  que  pour  une  région  de  l'axe  des  x,  y  reste 
toujours  inférieur  à  p,  et  qu'il  atteigne  cette  valeur  pour 
07=  m,  valeur  finie  ;p  est  un  maximum  absolu;  mais  il  est 
évidemment  aussi  un  maximum  relatif,  puisque  y  étant  con- 
tinu et  uniforme,  p  sera  plus  grand  par  hypothèse  que  la 
valeur  que  prend  y  soit  pour  x  =  m'^tj  soit  pour  x  =  fn-\'t- 

2®  Supposons  que  dans  les  régions  extrêmes  de  or,  à  gauche 
et  à  droite,  y  soit  toujours  inférieur  à  p,  et  qu'il  tende  yeis 
p,  soit  quand  x  tend  vers —  x ,  soit  quand  x  tend  vers  -^^  ; 
p  est  un  maximum  absolu  dans  ces  deux  régions  ;  mais, 
d'après  notre  convention  ci-dessus,  p  est  aussi  un  maximum 
relatif,  car  y  est  inférieur  à  p,  soit  pour  x  =  —  fc,  soit  pour 
X  =k  {k  étant  très  grand). 

Un  raisonnement  semblable  montrerait  que,  dans  tous  les 
cas,  p  minimum  absolu  est  en  même  temps  un  minimun 
relatif. 

Donc  on  peut  dire  que  les  deux  méthodes  ne  diffèrent  pas 
au  fond  et  conduisent  aux  mêmes  résultats. 

Les  exemples  que  donne  M.  Burat  pour  prouver  quelles  deux 
méthodes  ne  s'accordent  pas  toujours,  traitées  en  suivant 
notre  manière  de  voir,  ne  présentent  plus  rien  d'anormal 
et  confirment  la  vérité  du  théorème  général  suivant,  q^c 
nous  avons  démontré  dans  notre  Traite  d'algèbre  : 

1^  La  fonction  y  =     ,  ,  T  i->    T — r»  Quatul     x    vatie   de 

"^        ax"+bx+c     ^ 

—  00  à  —  00  n'a  ni  maximum,  ni  minimum^  si  les  racines  dt* 

numérateur  et  du  dénominateur  sont  réelles  et  si  les  segmenU 

A.K\  BB'  quelles  déterminent  sur  l'axe  des  x  empiètent  tun itir 

l'autre. 
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i^  Dam  le  cas  où  le  dénominateur  de  la  fonction  a  ses  racines 
égales,  hî  fonction  a  un  maximum,  ou  un  minimum. 

â^  Dans  tous  les  autres  cas,  la  fonction  a  un  maximum  et  un 
minimum. 

Ces  exemples  sont  les  saiyants  : 

(à\  u  =    a^'  — 5a?+6    _  (x  --  7){x  —  3) 

^""f  y        x«— 5aî  +  4    ""  (x—  i)(aî  — 4) 

X*  —  Sx  —  6    (x  +  i)(a;  —  6) 

^  ^  *  ~   x«  — 5a?  +  4    "^  {x—  i)(x  —  4) 

_    CD*  —  5a?  +  6   _  (x—  2)(x  —  3) 

_    g?»  +  5a;  —  6    _    (a;  -■  i)(a;  +  6) 

_    X'  +  2ac  —  I    _(a;+i+>/2)(a;+i-V2) 
■'  ^         a;*+  205+  I  (a?+  i)« 

(fl  1/  =    a?'  +  2^+ a   _    (a?  +  i)«  +  1 

^^  ^        a?«  +  2a;+i  (^  +  0' 

Cooformément  au  théorème  précédent: 

L'exemple  (a)  nous  donne  un  maximum  absolu  — '  pour 

X  =  2 et  un   minimum   absolu    i    pour  a;  :=  ±  oo . 

est  aussi  un  maximum  relatif  et  i  un  minimum  relatif, 

9 
d'après  notre  convention. 

L'exemple  (b)  nous  donne  un  minimum  absolu  5  -^  pour 

5 
-r  =  —  et   un   maximum  absolu    i    pour  a?  =  dz    oo  . 

3  -^  est  aussi  un  minimum  relatif  et  i  est  un  maximum 

9 
relatif  suivant  nos  idées. 

L'exemple  (c)  nous   donne   un    minimum    absolu  pour 

6q                                    I 
X  =  — ^.  Ce  minimum s^   est  aussi    un    minimum 

49  48 

relatif.  —  Nous  ne  nous  occupons  pas  du  maximum  y  =  -)-  oc 
pour  a?  =  —  I . 
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L'exemple  {d)  nous  donne  pour  aî  s=  5  — -un  maximnm 

p 

absolu  I  —,  qui  est  aussi  un  maximum  relatif.  —  Nous  ne 
40 

nous  occupons    pas  de  ;/   =  ^  00  qui  est  un  minimum 

pour  a?  s=  —  I . 

L'exemple  («)  nous  donne  pour  a?  =  ±  00    un  maximum 

absolu  y  =7  —  I ,  qui  est  aussi  un  maximum  relatif,  suiyant 

nos  idées.  --  Nous  mettons  de  côté  y  =s  —  00 ,  qui  est  un 

minimum  pour  a?  =  -r-  i . 

Bnflii  l'exemple  (  f)  nous  donne  pour  x  =+  00  le  mini- 
mum absolu  I,  qui  est  aussi  un  minimum  relatif.  Nous 
laissons  de  côté  y  =r  -[-  <^  qui  est  un    maximum  pour 

x=  —  I, 

Remarquons,  en  finissant,  que  notre  manière  de  voir  est 
conforme  à  l'esprit  de  généralisation  qui  a  fait  de  Talgèbre 
un  instrument  apte  à  éliminer  les  exceptions  que  présente 
la  théorie  des  grandeurs  considérées  d'abord  uniquement 
au  point  de  Vue  absolu. 

Gomment»  d'ailleurs,  en  suivant  M.  Burat-Dubois,  expli-* 
queraitH>n  que  la  fonction 

g?*  —  5a?  +  6 

^  "    oî*  —  5a;  4-  4 

ne  présenterait  qu'un  maximum  pour  a?  =  2  —  =  — -,cl 

2  2 

qu'après  avoir  posé  a;  =  — ,  la  même  fonction 

I  —  5u  -\-  6u' 

y~     I  —  5w  4-  4W' 

présenterait  un  maximum  pour  a;  =  -^  ou  u  =  -7-  et  un 

25 

minimum  i  pour ii=o   ouaî=±oo? 
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QUESTIONS  D'EXAMEN 


Dans  le  ctu  doutevaa  des  triangles,  en  appelant  C  et  G  les 
valeurs  du  troisième  angle  A  étant  donné,  on  a 

tgk  =  cotg-^  (G  +  C). 

En  effet,  la  coosiraciion  géométrique  nous  apprend  que 
la  perpendiculaire  CD  abaissée  du  point  G  sur  le  côté  AB 
est  la  bissectrice  de  l'angle  BGB'  ;  de  plus,  si  le  problème 
a  deux  solutions,  la  ligne  GA  esta  l'extérieur  de  l'angle  BGB'; 
donc  on  a,  par  un  théorème  connu, 

2AGD  =  ACB  +  AGB', 

.D'autre  part,  l'angle  AGD  est  le  complément  de  Tangle  A 
donné;  donc  on  trouve  bien  d'après  cela  la  relation  indi- 
quée. 

Dans  une  division,  on  ajoute  au  dividende  et  au  diviseur  le 
tnême  nombre  d^unités  ;  que  doitêti^e  ce  nombre  pour  que  lapartie 
entiéiv  du  quotient  ne  change  pas^ 

(Nous  supposons  que  dans  les  deux  cas  nous  faisons  la 
division  par  défaut.) 

Soient  A  le  dividende,  B  le  diviseur,  Q  le  quotient  ;  dans 
la  première  opération  »  nous  trouvons  un  reste  R,  et  nous 
avons  identiquement 

A  =  BQ  +  R. 

Prenons  pour  dividende  A  -f-  m»  et  pour  diviseur  B  -|-  m  ; 
par  l^othèse,  nous  avons  le  môme  quotient  Q  ;  soit  R'  le 
nouveau  reste,  nous  aurons 

A  +  f»  =  (B  +  w)Q  +  R'. 

Bn  comparant  ces  deux  égalités  nous  trouvons  facile- 
ment tii(Q  —  i)  +  R'  =  R. 

Supposons  d'abord  que  Q  ne  soit  pas  égal  à  i;  alors 
nous  voyons  que  R'  est  inférieur  à  R^  et  nous  aurons  pour 
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déterminer  m,  l'égalité 

R  -R' 

m  = 


puisque  R'  n'est  pas  connu,  nous  voyons  que  m  ne  penl 
pas  dépasser  le  plus  grand  entier  contenu  dans  l'expression 

R 
Q-i 
c'est-à-dire  que  nous  aurons  une  limite  supérieure  de  m  en 
diminuant  le  quotient  d'une  unité  et  divisant  le  reste  par 
le  nombre  ainsi  obtenu. 

Nous  avons  supposé  que  Q  n'était  pas  égal  è  i  ;  cherchons 
ce  qui  arriverait  dans  ce  cas  ;  si  nous  avions 

A  =  B  +  B, 
B  étant  inférieur  à  B,  nous  aurions  évidemment,  quel  que 
fût  m  :  A  +  m  =  (B  +  m)  4-  B, 

et  B  serait  plus  petit  que  B  -|-  m  ;  donc  dans  ce  cas  nous 
pourrions  prendre  pour  m  un  entier  quelconque,  et  le  qao- 
tient  ne  changerait  pas;  le  problème  est  alors  indéterminé. 


Une  équation  du  second  degré  a  ses  coefficients  imaginairts: 
trouver  la  condition  pour  que  cette  équation  admette  une  ratine 
réelle. 

Soit  l'équation. 

(a+  a'»>*  +  (6  4- 6't)x  +  (c  +  c  »)  =  0. 
Si  cette  équation  admet  une  racine  réelle,  cette  racine 
réelle  devra  annuler  séparément  la  partie  réelle  et  le  coef- 
ficient de  I  dans  l'équation  mise  sous  la  forme 

ajD^  -{- bx  +  c  -{■  i{aa^  +  Vx  +  c*)  =  o. 
Donc,  pour  que  l'équation  proposée  admette  une  racine 
réelle,  il  faut  que  les  deux  équations 

007'  -f  6a?  +  c  =  o,    ax*  '\-  b'x  -{-  c  =  o 
aient  au  moins  une  racine  commune,  ce  qui  nous  donne  une 
condition  connue. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  cette  racine  convient  aussi 
à  une  équation  que  nous  pourrions  appeler  l'équation  con« 
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juguée  de  la  précédente  et  qui  en  diffère  en  ce  que  les 
coefficients  sont  conjugués  de  ceux  de  Téquation  donnée. 


Trouver  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série 

i  .  2«  +  2  .  3«  +  3  .  4*  +  . . .  +  (n  —  i)n* 

Si  à  cette  somme  j'ajoute 

2«  +  3*  +  4«  +  . . .  +  n*, 
j'aarai  la  somme  des  cubes  des  nombres  de  2  à  n,  c'est-à- 

dure  — ^ • I. 

4 
Donc,  puisque  la  somme  que  j'ai  ajoutée  est  égale  à 

n{n  +  i)(2n  +  i) 

il  vient  pour  la  somme  cherchée 

»'<'^  +  0*  _  M^+  0(an+i)  ^  n{n+  i)         _^_ 
4  6  12       ^  ''* 

II  est  facile  de  voir  que  cette  expression  est  toujours 
divisible  par  1 2  ;  car  le  facteur  3n*  —  n  —  2  étant  toujours 
pair,  ainsi  que  l'un  des  facteurs  n  on  n  -{'  i^le  produit  est 
toujours  divisible  par  4;  et  si  n  est  un  multiple  de  3  aug- 
menté de  I,  le  facteur  3n*  —  n  —  2  est  divisible  par  3. 
Donc  le  produit  est  bien  divisible  par  12. 


On  donne  un  demi^ercle  AB  et  une  perpendiculaire  PN  au 
diamètre  telle  que  AP  =  b.  On  demande  de  mener  par  le  point 
A  une  carde  rencontrant  PN  en  H,  et  la  circonférence  en  G  de 
telle  sorte  que  HC  =  R. 

(Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure.) 
Abaissons   du  point  G  la  perpendiculaire  CD,  et  posons 
AH  =  X. 
Les  triangles  rectangles  AHP,  ACD  sont  semblables  et 

ce  b 

donnent  -5-^ — r  =  -rrr- 

R-j-  X  AD 
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D'antre  part,  ou  a«  puisque  AG  est  une  corde  et  ÂD  m 

projection,  AU  = g 

Donc  réquation  est,  en  supprimant  le  facteur  R  +  «,  q^i 

26R 
ne  peut  être  nul,  <d  =  u    , 

Il  est  facile  de  résoudre  cette  équation.  Nous  avons  sup- 
posé ici  que  le  segment  HG  faisait  suite  au  segmeotÂH; 
on  pourrait  étudier  la  question  en  supposant  que  le  point  C 
est  entre  A  et  H  ;le  problème  n'est  pas  plus  difficile  à  traiter. 


De  chaque  côté  du  centre  0  dun  cercle^  on  prend  OC  =  OD 
:=  a,  sur  le  diamètre  AB  ;  déterminer  un  point  M  sur  la  drcon- 
férence  tel  que  OM*  =  MC  .  MD. 

(Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure.) 

La  ligne  OM  étant  médiane,  on  a 

MG*  +  MD*  =  2a*  4-  2OM*  ; 
et,  par  suite  de  la  relation  donnée»  on  trouye 

'  (MD  —  MC)*  =  2a\ 
On  aura  aussi,  en  ajoutant  2OM*  de  part  et  d'autre, 

(MD  +  MC)*  5=  aa*  +  40M*. 
Il  sera  dès  lors  très  facile  de  construire  la  somme  et  la 
dififérence  des  côtés  MD  et  MG»  et  par  suite  de  trouver  le 
point  M. 

On   pourrait  trouver  aussi   facilement  Ta    projection  du 
point  M  sur  le  diamètre;  en  effet»  on  sait  que  Ton  a 

MD*  —  MG*  =  4a  X  OB. 
Si  Ton  multiplie  membre  à  membre  les  deux  égalités  pré- 
cédentes, on  trouve 

i6a*  X  OB*  =r  4a*(o*  +  2OM*). 
*  Par  suite,  on  construira  très  facilement  la  ligne  OB. 
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Trowoer,  pour  x  =  i,  to  valeur  de 

fr-, 

Posons  a;  =  y^P  ;  alors  il  vient 

et  TexpresBion  devient,    en   supprimant  haut  et   bas  le 
facteur  y  —  i, 

et  pour  y  =  I,  ce  qui  donne  aussi  œ=s  i,  on  trouve 

y  g?  —  I  y 

yjx  —  I 

Application  :  \  ^^'•^ — 

5 
pour  xz^  I,  a  pour  valeur  — -. 

3 


7ou|  /){aii  perpendiculaire  à  Pune  des  arites  d'un  (rîMfv  rec- 
tangle  coupe  ce  triédre  suivant  un  triangle  rectangle. 

Le  théorème  est  évident  lorsque  le  plan  est  perpendicu- 
laire à  l'arête  du  diëdre  droit. 

Soit  un  angle  triëdre  SABG»  dont  le  dièdre  suivant  SG  est 
droit;  je  mène  un  plan  ABC  perpendiculaire  à  l'arête  SB; 
il  est  par  suite  perpendiculaire  au  plan  BSG  ;  or  le  plan 
ASC  est  aussi  perpendiculaire  à  BSC;  donc  l'intersection 
AG  de  ces  deux  plans  est  perpendiculaire  à  la  face  BSG» 
et  par  suite  à  la  droite  BG. 

Ce  théorème  nous  permet  de  résoudre  facilement  le  pro- 
blème suivant. 

Étant  données  deux  droites  SA  et  SB  qui  se  coupent,  par  SA  on 
mma  «m»  fian  et  par  SB  un  plan  perpmdiculaire  au  précédent: 
trouver  ie  lieu  des  droites  d^ intersection. 
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Si  je  mène  un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  SA,  ce 
plan  coupera  le  Irièdre  formé  par  ASB  et  les  deux  plans 
mobiles  suiyant  un  triangle  rectangle  dont  le  sommet  de 
l'angle  droit  sera  sur  l'arête  SC  ;  donc  le  point  G  d'intersec- 
tion de  cette  arête  mobile  avec  le  plan  que  je  viens  de 
mener  sera  sur  un  cercle  ayant  pour  diamètre  rintcrseclion 
de  ce  plan  et  du  plan  ASB.  Il  en  résulte  que  la  surface 
engendrée  par  l'intersection  des  plans  mobiles  est  un  côue 
oblique  à  base  circulaire;  les  deux  directions  de  sections 
circulaires  sont  les  deux  plans  perpendiculaires  aux  arêtes 
SA  et  SB. 


QUESTIONS  A  L'USAGE  DES  CANDIDATS 


A  l'École  saint- cyr 


Problèmes  de  mécanique. 

Un  parallélépipède  i*e3tangle  pesant  s'appuie  par  une  de  ses  faces  sur  un 
plan  horizontal  ;  il  est  en  outre  sollicité  par  une  force  horizontale  située  dun» 
le  plan  vertical  passant  par  son  centre  de  gravité  et  perpendiculaire  à  Tunedi^ 
faces  latérales.  Examiner  si  le  corps  gUssera  sur  le  plan  horizontal,  oo  lûnner» 
autour  de  l'arête. 

—  Trois  forces  qui  se  font  équilibre  sont  représentées,  en  grandeur  et  w 
direction,  parles  perpendiculaires  abaissées  d'un  i)oint  sur  les  côtés  d'iui 
triangle.  Trouver  la  position  de  ce  point. 

—  Un  poids  P  placé  sur  un  plan  incliné  parfaitement  poli,  est  relié  ào» 
poids  Q  par  un  fil  passant  sur  une  poulie  située  auv  sommet  du  plan  inrlio^'i 
étudier  les  lois  du  mouvement  de  ce  système. 

—  Trouver  le  centre  de  gravité  de  la  figure  formée  par  un  triangle  équil«l<?- 
rai  et  un  carré,  la  base  du  triangle  coïncidant  avec  le  côté  du  Ciirré. 

—  Un  projectile  est  loncé  avec  une  vitesse  y,  faisant  un  angle  a  avec  rhori»»- 
Trouver  au  bout  de  combien  de  temps  il  repassera  dans  le  niénie  pl^o 
horizontal. 

—  Déterminer  avec  quelle  vitesse  il  liiut  lancer  un  projectile  le  long  d'ani^^* 
incliné  |)our  que  le  temps  qu'il  emploierait  à  parcourir  la  longueur  du  plan  ^[^ 
égal  au  temps  qu'un  mobile  tombant  librement  du  re[x>s  mettrait  à  parcourir 
la  hauteur  du  même  plan. 

—  Calculer  l'inclinaison  d'un  plan,  sachant  que  si  l'on  abandonne,  du  point 
le  plus  élevé,  deux  corps  i)esants,  l'un  sur  le  plan,  l'autre  verticalement,  »• 
temps  employé  par  le  premier  pour  parcourir  le  plan  est  n  fois  le  teiii)»'' 
employé  par  le  second  pour  parcourir  la  hauteur  du  plan. 

—  Sous  l'action  d'une  certaine  force,  un  coqis  pesant  loo  kil<^TaiA'^^ 
s'élève  d'un  mouvement  uniforme  suivant  la  ligne  de  plus  grande  pente  d  uo 
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plan  Incliné  de  45*  sur    Ihorizon.  Trouver  la  grandeur  de  la  force  qui  agit 
sar  ce  corps  en  la  supiM>sant  :  1*  parallèle  à  la  longueur  du  plan  ;  2*  paral- 
lèle à  la  baae  du  plan  ;  le  coefficient  de  frottement  est  o,3o. 

—  Une  tige  homogène  AB,  de  longueur  l  et  de  poids  ic,  est  mobile  autour 
(l'un  point  A;  au  point  G,  tel  que  AG  =  d,  on  applique  un  poids  P.  On 
demande  à  quelle  distance  AD  du  point  A  il  faut  appliquer  une  force  Q 
perpendiculaire  à  la  tige  pour  qu'il  y  ait  équilibre. 

—  Étant  donnée  une  circonférence,  on  lui  circonscrit  un  polygone  quelconque; 
û  Von  considère  le  centre  de  gravité  g  du  périmètre  de  ce  polygone,  le  centre  de 
gravité  G  de  la  surface  et  le  centre  0  de  la  circonférence,  les  trois  points  0,  G,  g, 
sfjnl  en  ligne  droite.  Trouver  le  rapport  de  OG  àO^. 

—  En  quel  point  de  la  surface  totale  d'un  prisme  triangulaire  oblique  faut-ll 
suspendre  ce  corps  par  un  fil  de  façon  que,  sous  l'influence  de  la  pesanteur,  les 
arêtes  latérales  prennent  une  direction  parallèle  ou  perpendiculaire  à  celle 
du  fil? 

—  Une  tige  AB,  de  poids  P,  de  centre  de  gravité  G,  est  mobile  autour  d'un  de 
>e^  points  0;  un  fil  AHR,  attaché  à  l'extrémité  A,  passe  sur  une  poulie  très 
Ijetite  H,  dont  le  rayon  sera  considéré  comme  nul,  et  qui  est  situé  verticalement 
du-dfêsos  du  point  0,  puis  retombe  en  HK  le  long  de  la  verticale.  On  connaît 
OU  =  A;  on  demande  quel  poids  il  faut  suspendre  à  l'extrémité  K  du  fil  pour 
<iu  il  y  ait  équilibre  lorsque  les  deux  parties  du  fil  font  un  angle  donné  AHK  =  •. 

— Trois  hommes  ont  à  transporter  une  plaque  homogène  et  d'égale  épaisseur ^ 
ayant  \a  forme  d'un  parallélogramme;  l'un  d'eux  prend  la  plaque  par  un  sommet; 
un  demande  en  quels  points  du  contour  les  deux  autres  jjorteurs  doivent  la 
«jisir  poar  qoe  le  [loids  soit  également  réparti  entre  les  trois  hommes. 

—  L'oe  boite  cubique  sans  couvercle  est  susi)endue  par  un  des  sommets  de  la 
l»j.^  sapérieure  ;  elle  est  vide,  et  ses  parois  sont  d'épaisseur  uniforme,  mais 
uvgiigeabie;  trouver  la  position  d'équilibre. 

-~  Une  plaque  triangulaire  homogène,  i)esante,  et  assimilable  à  un  plan  est 
«UÂpendue  par  trois  fils  attachés  aux  trois  sommets  du  triangle;  lorsqu'il  y  a 
équilibre,  la  plaque  est  horizontale.  Trouver  une  relation  entre  les  longueurs 
a,  ^f  y,  des  fils,  et  les  côtés  res{)ectivement  opposés  dans  le  triangle. 

—  Si  trois  mobiles,  placés  aux  sommets  d'un  triangle,  partent  en  même 
temps  et  parcourent  respectivement  les  trois  côtés  dans  le  même  sens  avec  des 
vitesses  proportionnelles  à  ces  côtés,  leur  centre  de  gravité  reste  immobile. 

—  I>éterminer  la  position  d'équilibre  d'un  système  de  deux  mobiles  pesants 
égaux  assujettis  à  rester  sans  frottement  sur  une  circonférence,  située  dans  un 
(flan  vertical,  et  sur  une  tige  rigide  susceptible  de  se  mouvoir  libi'ement  autour 
•i  un  point  A  pris  sur  le  diamètre  horizontal  de  la  circonférence. 


REMARQUES  SUR  LES  FIGURES  HOMOTHÉTIQUES 

ET  LES   FIGURES   INVERSES 
Par  MAtJRiCB  A*Oemgne, 


I.  —  Gonsidéroud  deax  figures,  courbes  ou  surfaces,  homo- 
lhéliq[ae5  par  rapport  au  point  o.  Tirons   parce  point  une 

jOOBJfAi-  DB  KATH.   1881.  29 


—  480  — 
aécaute  queleonque  qui  coupe  les  deux  figures  reapeclWe- 
ment  en  m  et  p.  Prenons  sur  celte   sécante  un   point  t  Ici 

que  ^  ^    ' 

h  étant  une  constante.  Nous  ayons  de  plus 


om 
op 


Dpuc 


op    

'pf  ^ 


op        


U  op  +  pi 


c'est-à-dire 


A 

F+T' 

op    ft 

dT  ~     k  +  h  ' 


U  ligure  décrite  par  le  point  i,  lorsque  la  sécante  pivole 


autour  du  point  o,  est  donc  homothétique  à  la  ligure  décrite 
par  p  et  par  suite  à  celle  décrite  par  m, 

II.  ^  Considérons  maintenant  deux  figures,  courbes  ou 
surfaces,  inverses  par  rapport  au  point  o.  Une  sécante  quel- 
conque menée  par  ce  point  coupe  ces  deux  figures  respec- 
tivement en  m  et  p.  Prenons  sur  cette   sécante  un  point  i 


tel  que 
Mais  nous  avons 

Donc 


ou 


om,pi  =  A. 
om.op  ==  k. 

pi    _A_ 

op  k 

01    A  +  A 

op    ^        k 


La  figure   décrite   par  le  point  i  est  donc  homothétique, 
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par  rapport  à  o  à  la  figure  que  décrit  le  point  p  et,  par 
suite,  inverse  par  rapport  à  o  de  la  figure  que  décrit  le 
point  m. 

Pour  faire  ressortir  l'ulilité  qui  s'attache  à  ces  remarques, 
je  vais  successivement  les  appliquer  à  un  exemple  très 
simple.  Autour  de  Vextrémité  o  du  diamètre  oc  de  la  circonfé- 
rence c,  pivote  une  sécante  op  coupant  cette  circonférence  en  p. 
iïuîi  point  fixe  a  pris  sur  oc,  on  abaisse  la  perpendiculaire  aro 
sur  la  sécante  et  on  porte  sur  cette  sécante  la  longueur  mi  =  op  ; 
trouver  le  lieu  du  point  i. 

Première  solution.  —  Le  lieu  du  point  m  est  la  circonfé- 
rence décrite  sur  oa  comme  diamètre  ;  cette  circonféreuci; 
est  homothétique   à   la  circonférence    c    par    rapport    au 

.  ,     .-  .  nii 

point  0.  Mais  =  i . 

op 

Bouc,  d'après  la  première  remarque,  le  lieu  du  point  i  est 

homothétique  à  la  circonférence  c  par  rapport  à  o;  c'est,  par 

suiky  une  circonférence  passant  par  o  et  ayant  son  centre 

sur  oa. 

Deuxième  solution,  — Élevons  à  oa,  en  o,  la  perpendiculaire 
aoqvLÏ  coupe  la  sécante  mobile  au  point  b.  La  droite  ab  peut 
être  considérée  comme  inverse  de  la  circonférence  c  par 
rapport  à  o.  Mais 

oh, pi  =  ob.om  =  oa*, 
qui  est  constant. 

Donc,  d'après  la  seconde  remarque,  le  lieu  du  point  i  est 
homothétique  de  la  circonférence  c  par  rapport  au  point  o; 
nous  sommes  ramenés  à  la  même  conclusion  que  précédem- 
ment. 
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INTERSECTION 

DE  DEUX    SURFACES  DE    REVOLUTION     DU   SECOND  DEGRE, 

DONT  LES   AXES   NE    SONT  PAS  SITUES 

DANS   UN   MÊME  PLAN 

Par  M.  là,  Geoffroy,  répétiteur  à  l'Ecole  Centrale,  professeur 

au  collège^  Chaptal. 


Oûn*examine  pas,  à  Tordinaire,  dans  les  cours  de  géomé- 
trie descriptive,  la  question  qui  fait  l'objet  de  cette  note; 
elle  a  été  écartée  des  programmes  officiels  et,  dans  l'esprit 
des  élèves,  il  y  a  là  une  sorte  de  lacune  qu'ils  attribuent 
volontiers  à  l'impuissance  de  la   méthode  graphique. 

Dans  les  ouvrages  destinés  à  l'enseignement,  on  se  cou- 
tente  de  considérer  le  problème  actuel  comme  un  cas  par- 
ticulier du  problème  général  de  l'intersection  de  deux  sur- 
faces du  second  degré.  On  choisit  les  plans  de  projection 
d'une  manière  convenable,  et  on  prend  des  plans  sécants 
auxiliaires,  qui  donnent  dans  l'une  des  surfaces  (si  cela  est 
possible)  des  sections  elliptiques  se  projetant  suivant  des 
cercles  ;  les  plans  auxiliaires,  déplacés  parallèlement  à  eux- 
mêmes,  donnent  dans  l'autre  surface  des  sections  semblables 
se  projetant  suivant  des  courbes  homo  thé  tiques;  on  trace 
l'une  de  ces  courbes  avec  le  plus  grand  soin,  et  elle  permet 
d'obtenir,  par  le  déplacement  des  projections  circulaires  des 
sections  de  la  première  surface,  tous  les  points  de  Tintersec- 
tion  des  deux  surfaces. 

(Voir  la  Géométrie  descriptive  de  KiaBS.) 

Nous  nous  sommes  proposé  de  chercher  une  solution 
directe  du  problème,  pour  le  cas  particulier  de  deux  surfaces 
de  révolution  du  second  degré,  dont  les  axes  sont  placés 
d'une  manière  quelconque  l'un  par  rapport  à  l'autre. 

Cette  solution  est  fondée  sur  le  théorème  suivant. 

Deux  surfaces  du  second  degréy  circonscrites  à  utie  mime  trot- 
sième  surface  également  du  second  degrés  se  coupent  suivant  i^^ 
courbes  planes. 
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Considérons  deux  sphëres  inscrites  respectivement  dans 
chacune  des  surfaces  de  révolution  données,  et  imaginons  les 
deux  cônes  qui,  ayant  pour  sommets  les  centres  de  simili-- 
tude  directe  (S)  ou  inverse  (T)  des  deux  sphères  considérées, 
sont  circonscrits  à  ces  sphères.  Prenons  Tun  de  ces  cônes, 
S  par  exemple  ;  il  coupe  chacune  des  surfaces  de  révolution 
suivant  deux  courbes  planes,  en  raison  du  théorème  que 
nous  rappelons  plus  haut. 

Désignons  par  A  et  B  les  courbes  planes  déterminées  par 
le  cône  sur  la  première  surface;  et  par  C  et  D  les  courbes 
planes  situées  sur  la  seconde  surface,  les  courbes  A  et  G, 
par  exemple,  étant  situées  sur  le  cône  S,  auront  deux  points 
communs  réels  ou  imaginaires.  Ces  deux  points  appartiendront 
à  i'intersection  cherchée  ;  ils  sont  d'ailleurs  situés  sur  Tinter^ 
seclion  des  plans  des  courbes  A  et  G.  On  pourra  donc  les 
consVniire  en  cherchant  l'intersection  de  la  droite  commune 
à  ces  deux  plans  avec  le  cône  S. 

Chaque  cône  auxiliaire  fournira  huit  points;  caries  plans 
A  etB  coupent  C  et  D  suivant  quatre  droites,  qui  rencontrent 
e//es-mémes  le  cône  S  en  huit  points  réels  ou  imaginaires. 

La  question  est  ainsi  ramenée  au  problème  simple  :  Trou- 
ver l'intersection  d'une  droite  et  d'un  cône  de  révolution. 

Pour  simplifier  les  constructions,  on  choisira  le  plan 
vertical,  parallèle  à  la  fois  aux  axes  des  deux  surfaces,  et 
on   prendra  le   plan  horizontal  perpendiculaire  à  l'un  des 

axes. 

Le  contour  apparent  du  cône  S  s'obtient  immédiatement, 
puisqu'il  est  formé  par  les  tangentes  communes  aux  contours 
apparents  des  deux  sphères. 

Pour  obtenir  les  courbes  planes  communes  à  l'une  quel- 
conque des  surfaces  de  révolution  et  au  cône  S,  on  ramènera 
Taxe  de  ce  cône  parallèlement  au  plan  vertical,  en  le  fai- 
sant tourner  autour  de  l'axe  de  la  surface  de  révolution 
considérée.  Les  courbes  planes  seront  alors  projetées  verti- 
calement suivant  deux  lignes  droites;  on  aura  ainsi  les 
plans  des  deux  courbes  planes  qu'on  ramènera  par  une  rota- 
lion  contraire  à  la  précédente  dans  leur  position  véritable. 

Ayant  effectué  la  môme  construction  pour  l'autre  surface, 
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on  n'aura  plus  qu'à  construire  les  quatre  droites  suivant  les- 
quelles le  couple  des  plans  A  et  B  rencontre  le  couple  Cel 
puis  D;  on  cherchera  les  intersections  des  quatre  droilos 
ainsi  obtenues  avec  le  cône  de  révolution. 

Nous  ferons  remarquer  que  notre  méthode,  étant  générale, 
s'applique  au  cas  particulier  de  deux  surfaces  de  révolution 
dont  les  axes  se  coupent. 

En  prenant  le  plan  vertical  parallèle  au  plan  des  deui 
axes  et  l'un  des  axes  étant  perpendiculaire  au  plan  hori- 
zontal, on  peut  substituer  à  l'emploi  de  la  sphère  de  ra/on 
variable  décrite  du  point  de  concours  des  axes  comme  centre 
(ce  qui  ne  donne  à  chaque  opération  que  deux  points  de 
l'intersection)  celui  du  cône  S,  qui  donne  huit  points  de 
l'intersection.  On  obtient  immédiatement  ces  points  dans  le 
cas  actuel,  car  les  courbes  planes  A,  B,  C,  D,  sont  proje- 
tées verticalement  suivant  des  lignes  droites,  et  on  reporte 
facilement  sur  le  plan  horizontal  les  points  obtenus  en 
projection  verticale  à  l'aide  des  parallèles  de  la  surface  de 
révolution  dont  l'axe  est  vertical. 

Enfin  nous  terminerons  par  cette  dernière  remarque, qu' 
les  deux  sphères  inscrites  étant  absolument  arbitraire:^,  oi; 
peut  simplifier  les  constructions,  en  laissant  l'une  d'elle^ 
fixe  pendant  tout  le  cours  de  l'exécution  de  l'cpure. 


HAGCALAUREAT 


PARIS 

Le  cùlé  (le  l<i  hasii  d'une  p^vramide  hexuguuulu  régulière  ei»t  a;  sa  bauieur 
est  A;  exprimer,  au  mo^en  de  a  el  (ie  A.  ie  njsinus  (le  l'angle  formé  jkh  «i'*'^ 
fnces  latérales  adjacentes. 

—  On  donne  les  deux  trace?  d'un  plan  et  la  pmjertion  horizontilep  dn  1"' 
l*  de  la  j)erpendiculaire  Ml*  menée  du  point  M  do  l'espace  sur  ccpla:>;  1^ 
longueur  de  celte  j)erpeiulioul  dre  est  l\  trouver  les  projections  du  point  M. 

—  Dans  le  demi-cercle  A  DA",  on  mène  la  corde  BB'  parallèle  au  diaineti-e  VA. 
à  une  distance  de  ce  diamètre  égale  à  la  moitié  du  rayon.  Exprimerle  vulmi^ 
du  solide  décrit  p:ir  la  rolaliun  autour  de  AA'  de  la  partie  comprise  enti^'*'' 
deux  parallèles. 

—  On  donne  une  circonférence  et  un  diamètre  liorizont*»!  AB.  Trouver  -ur 
la  circonférence  un  point  M  tel  que,  en  alMiissant  une  perpendiculaire  MF»'- 
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AB,  on  ail  HP  -f-  PA  =  m,  m  étant  une  quantité  donnée.  Quelles  sont  les 
\aleurs  que  doit  avoir  m  pour  que  le  problème  ait  0,  1  ou  2  solutions? 

—  Dans  une  progression  aritiiniétique  composée  de  trois  tefiaeS)  On  donne 
la  somme  des  termes,  Sa,  et  la  somme  de  leur  quatrième  puissance,  6^; 
ciirufer  le  terme  du  milieu  et  la  raison  de  la  progression. 

—  Deux  droites  situées  chacune  dans  un  plan  perpendiculaire  à  la  ligne 
dp  terre  étant  données  par  leurs  traces,  on  pro()ose  de  trouver  les  projections 
(le  leur  perpendiculaire  commune. 

—  Sur  le  diamètre  AB  d'un  cercle  de  rayon  donné  R,  on  porte  une  longueur 
AC  S3  X,  Au  [loint  C,  on  élève  au  diamètre  une  perpendiculaire  qui  rencontre 
en  D  la  circonférence  AMB,  et.  on  achève  le  rectangle  ACDE.  Puis,  on  fliit 
tourner  la  figure  autour  de  AB.  On  propose  de  déterminer  cû  de  foçon  que  le 
rapport  du  volume  engendré  par  le  segment  ACDM  au  volume  engendré  par 
hMXTtaogle  ACDE  ait  une  valeur  déterminée  k,  —  Quelle  est  la  plus  petite 
vjHf  que  puisse  prendre  le  nombre  k  pour  que  le  problème  soit  possible  ? 


MARSEILLE 

Dans  un  cercle  ayant  un  rayon  égal  à  3",  la  corde  AB  suus-tend  un  arc 
«le3o*;  la  poi-de  FiC  sous-lend  un  arc  de  6o*.  On  demande  lu  surface  ABCMA 
«omprtîe  en  les  deux  coi-des  et  la  circonférence. 

—  Résoudre  un  triangle  rectangle  dont  on  donne  la  bissectrice  et  la  médiane 
i>saes d'un  même  sommet.  (Cas  où  ce  sommet  est  le  sommet  de  l'angle  droit; 
cas  où  c'est  le  sommet  d'un  angle  aigu;  ces  deux  cas  difTérents  ne  sont  pas 
imJiqaés  dans  l'énoncé,  qui  est  ainsi  incomplet.) 

—Angle  d'une  droite  parallèle  au  plan  vertical,  et  d'un  plan  passantpar  la 
li^ne  dp  teiTe  et  un  point. 


BESANÇON 

-*- Étant  donné  un  triangle  isoseèle  dont  l'angle  au  sommet  est  A,  on  prend 
^ur  la  ba.se  un  point  M,  et  on  abaisse  des  perpendiculaires  MP  et  MQ. 
1"  Eîprimer  la  surface  du  quadrilatère  APMQ;  on  désignera  par  A  l'angle 
au  -commet,  jMir  a  la  base,  par  p  et  ç  les  distances  MP  etMQ;  i*  déterminer 
i'  \i*)sitioa  du  |X)int  M  de  telle  sorte  que  la  surface  soit  maximn  ou  minima. 
-  Appliquer  la  premiéi*e  partie  au  cas  où  l'on  a 

A  =  32"»  27'  14' 

a  =  yjb  ;  p  =  V2  • 

—  On  lance  de  bas  en  haut,  avec  une  vitesse  v,  un  corps  pesant  sur  un 
jtlm  incliné  d'un  angle  a  à  l'horizon  ;  ce  corps  s'arrête  en  un  point  M  dont  on 
demande  la  distance  à  l'origine.  Trouver  en  outre  le  lieu  décrit  parle  point  M 
lur<<|ue  l'inclinaison  a  du  plan  varie  de  o  à  90*. 

—  Trouver  la  limite  vera  laquelle  tend  l'expression 

^3x^  —  5aj  +  2      —  a>JT^ 
«iuand  X  tend  vers  l'infini. 
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ÉCOLE  DES  MINEURS  DE   SAINT-ÉTIENNE,  1881 


Mathématiques. 

Calculer  à;  un   dix-millième   près,    le  volume  d'une  sphtre  dont  le  rajon 

est  n  v/2   (Chaque  candidat  pi*endra  pour  la  valeur  de  n  son  numéw  de 
passage]. 

—  Résoudre  et  discuter 

x^  +  y^  =  a^ 
log  a;  -h  log  y  =  n 

—  On  a  un  cône  droit  à  base  circulaire  dont  les  génératrices  sont  indéfînime"! 
prolongées  des  deux  côtés  du  sommet,  on  le  coupe  par  un  plan  perpendicu- 
laire à  l'axe.  On  demande  de  mener  un  second  plan  parallèle  au  premier,  <lf 
façon  que  la  surface  latérale  du  solide  compris  entre  les  deux  plans  soit  dans 
un  rapport  déterminé  avec  la  somme  des  deux  bases.  Discuter. 

Phy  nique. 

—  Une  machine  pneumatique  permet  de  faire  le  vide  à  O^^OOi  de  mercure; 
à  quel  degré  de  vide  arrivera-t-on  en  appliquant  le  perfectionnement  oe 
Dabi  net? 

—  Une  sphère  de  rayon  R,  de  densité  — -- — ,  eU  plongée  dans  l'ea»  di<- 

1     "T"    01 

lillée  à4».  De  quelle  hauteur  s'enfoncera-t-elle  dans  le  liquide?  (Chaque  can- 
didat prendra  pour  a  son  numéro  de  passage.) 

—  Une  substance  transparente  est  taillée  en  prisme  d'angle  de  6o*.  Un  rayon 
lumineux  traversant  cette  substance  sous  l'angle  de  déviation  minima,  subi» 
une  déviation  de  Sg"  42'  40'.  Quel  est  l'indice  de  réfraction  ? 

—  Une  lentille  biconvexe  est  taillée  sous  deux  faces  sphériques  de  1  nu-ti>' 
de  rayon.  On  constate  qu'un  point  lumineux,  situé  dans  l'axe  à  8  mètres  w 
la  lunette,  fait  son  image  de  l'autre  côté  à  i",io.  Trouver  l'indice  deréfraftion 


COLLEGE  ROYAL  FRANÇAIS  DE  RERLIN 

ÉPREUVES   ÉCRITES  POUR    LES    BACHELIERS 


Pftques  1880 

Trouver  les  quotres  termes  d'une  proportion  connaissant  la  difféivnr«' 
des  moyens,  a;  la  différence  des  extrêmes,  6;  et  la  somme  des  carrés  <le^ 
quatre  termes,  c. 

—  Trouver  les  deux  côtés  de  l'angle  droit  et  la  hauteur  d'un  triangle  rec- 
tangle sachant  que  la  somme  de  ces  trois  lignes  est  égale  à  6,  et  rbyi^ot^- 
uuse  à  a. 

—  Construction  et  résolution  d'un    triangle  obliquangie,    connaisont  "" 
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angle  C,  la  somme  *  de  se?  deux  côlés,  et  la  différence  d  des  liouteurj  corres- 
pondantes. 

—  Trouver  le  rapport  des  aires  des  trois  sphères  inscrite,  exinscrite  et  cir- 
conscrite à  un  octaèdre  régulier. 

Saint-Michel  1880 

Résoudre  xy  +  osy^  =  6 

X  -^  xy^  -\- xy*  =  9. 

—  Trouver  le  premier  terme  /r,  et  la  raison  y,  d'une  proportion  arithmé- 
tique connaissant  le  produit  a,  et  La  somme  -3  6  de  ses  termes. 

—  Construire  et  résoudre  un  triangle  obliquangle,  connaissant  le  rayon 
Mfi  cercle  inscrit,  l'angle  A  et  le  segment  9  du  côté  c  adjacent  à  A  et  déter- 
miné par  la  hauteur.  Application  : 

p  =  22,5;  q  =  II  ;  A  =  79»3ô'4o'. 

—  Dans  un  vase  en  forme  de  cône  droit  équilatérjl  renversé,  on  a  placé 
une  sphère  de  rayon  r,  et  versé  assez  d'eau  pour  recouvrir  exactement  la 
sphère.  Quelle  hauteur  cette  eau  atteindra-t-elle  dans  le  vase  après  qu'on 
aura  retiré  la  sphère? 


CONCOURS  ACADEMIQUES  DIVERS 


On  donne  un  angle  ABA'  ;  on  mène  la  bissectrice  de  l'angle  supplémentaire 
'■fiA';dun  point  0  de  cette  bissectrice  on  abaisse  les  peqiendiculaires  OD  et 
OD'  sur  AC  et  A'B;  on  fait  passer  par  les  points  0  et  B  une  série  de  cercles  qui 
♦^pent  les  côtés  de  l'angle  ABA' aux  points  P  et  F,  Q  et  Q'....;  démontrer  que  : 
l' le^  cortles  PP',  QQ...  sont  vues  du  point  0  sous  un  angle  constant;  2*  les  per- 
{/eodicola  ires  élevées  au  milieu  des  cordes  PP',  QQ...  passent  par  le  point  0; 
3'  les  segments  PQ,  P'Q'  sont  égaux;  4*  la  droite  DD' passe  par  le  milieu  des 
'tirdes  PP';5' les  différentes  cordes  sont  tangentes  à  une  même  parabole  dont  le 
foyer  est  0  et  la  tangente  au  sommet  est  DD'.  Construire  cette  parabole  et 
imover  les  |)oints  de  tangence  des  diverses  cordes.  (Grenoble,  1867,) 

~-  Si  dans  une  progression  par  différence,  trois  termes  consécutifs  06,  c  .sont 
premiers  absolus,  la  raison  est  divisible  par  6,  à  moins  que  le  premier  terme 
ne  soit  3j  s'il  y  en  a  5,  la  raison  est  divisible  par  3o,  à  moins  que  le  premier 
terme  ne  soit  5  ;  s'il  y  en  a  7,  la  raison  est  divisible  jwr  210,  à  moins  que  le  pre- 
mier terme  ne  soit  7.  (On  suppose  que  le  premier  terme  de  la  progression  n'est 
f^- 1;.  (Poitiers,  1869,) 

—  Résoudre  l'équation 

a  fit^^x  +  (2a'  —  a  +  I  )sin  y;  —  3a  +  1=0  (Montpellier^  4868) 

—  Étant  donné  un  cercle  et  un  diamètre  AB.  on  mène  une  corde  quelconque 
^^',  et  on  la  prolonge  d'une  longueur  CD  =  AC  ;  on  joint  le  point  D  au  centre 
du  cerrle,  et  on  mène  BC  ;  lieu  des  points  d'intersection  de  BC  et  de  DO. 

(Montpellier,  4868.) 

—  I-es  trois  angles  d'un  triangle  sont  en  progression  arithmétique,  la  somme 
des  rarrés  de  leurs  sinus  est  égale  à  2  ;  quelles  relations  y  a-t-il  entre  les  côtés? 

(Montpellier,  1869,) 
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—  Étant  données  deux  parallèles  coupées  i)jir  une  sérmte,  inscrire  eiUi-e  ce> 
lieux  dmites  deux  ceirles  tangents  exlj'neureinenl  i  un  à  l'autre,  et  tels  que  Un 
soit  tangent  à  la  pi'eniièi-e  parallèle  et  à  la  sécante,  et  l'autre  tangent  à  la  smmh' 
paniUèle  et  à  la  sécante.  Solution  géométrique  et  solution  analytiqoe. 

(Montpellier,  /STô,. 


AGRÉGATION  DES  SGIENOES  MATHÉMATIQUES 


CONCOURvS  DE  1881 
Mathématiques  spéciales. 

Ou  donne  un  ellipsoïde.  On  considère  les  droites  D  telles  que  *i,  l">" 
chacune  d'elles,  on  mène  des  plans  tangonis  à  rellipsoïde,  les  normales  mi 
points  de  contact  M  et  M'  soient  dans  un  niènie  plan.  —  i*  Deniontivr  qu<' 
la  droite  D  et  la  droite  de  contact  MM'  sont  rectangulaires»  —  i"  Trouver  !<• 
lieu  des  droites  D  qui  passent  par  un  point  donné  A.  —  3'  Ce  lieu  e^t  uii 
cône  du  second  degr*';  trouver  le  lieu  des  positions  du  point  A  pour  lesquelk»' 
ce  cône  est  de  ri'volution.  —  4°  Trouver  l'enveloppe  C  des  droites  D  qui  >""' 
contenues  dans  un  plan  donné  I*,  et  la  surface  S  engendrée  par  C  quand  Px' 
déplace  parallèlement  ù  un  plan  donné  Q,  —  5°  Trouver  ponr  (pielle<  dire*'- 
tions  de  Q  la  surface  S  est  de  révolution. 

Mathématiques  élémentaires. 

Résoudre  un  triangle,  connaissant  le  coté  a,  l'angle  B,  et  la  ditrêreiit^ 
b  —  h  =z  l  entre  le  côté  b  et  la  hauteur  h  issue  du  so-imet  A.  Disculer. 

Montrer  que  le  problème  peut  étie  ramené  à  In  recherche  des  |)ointsoiJ  if 
côté  AB  rencontre  une  parabole  ayant  pour  foyer  le  somniet  C  du  lri?\ngle  H 
pour  directrice  une  parallèle  au  côté  BC.  Discutera  nouveau  le  problème,  <*! 
comparer  les  l'ésultats  des  deux  discus.sion.s. 

Mécanique. 

(Celle  composilion  porte  sur  un  sujet  désigné  ù  l*avance. 

Théorie.  —  Montrer  (jue  l'étude  du  mouvement  d'un  corps  solide  qui  i^^-- 
tourner  librement  autour  d  un  point  fixe,  et  qui  est  .soumis  à  raction  'I'" 
lorces  qui  sont  connues  ])Our  chaque  position  du  corp.s  solide*  dépiMid  J^* 
rintégration  de  six  équations  diUurentielles  du  premier  nnire.  Él:»l»lir  o-^ 
équations. 

Application.  —  Ell'ectuer  cette  intégration  dans  le  cas  où  deux  de*  'v- 
principaux  d'inertie  du  corps  relatifs  au  point  fixe  .<*ont  égaux,  et  oit  Bunn'i 
force  extérieure  n'agit  sur  lui. 


AGRÉGATION  DE  L'ENSEIGNEilEiNT  SECONDAIRE  SPÉCUL 


Algèbre  et  Trigonométrie. 

Calculer  avec  toute  l'exactitude   des  tabler  à  sept  décimales  lu  valeur  lic 
l'angle  u  donné  pur  l'équation 

U  —  e  sin  u  =  m,  .1 
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jiuur  m  =  48%    *•  =  0,107. 
U«  en  déïJuira  I.*  iiiyon  r  et  l'angle  v  au  mo^en  des  i-elotions 


r  =  1  —  a  cos  tt  = 


1  —  e' 


l    -h  <î  COS  V 

.Vota.  —  Dans  le  calcul  de  l'équation  (1),  u  devant  être  exi)rimé  en  parties 
iJu  rayon,  sera  multiplié  par  206265'. 

Géométrie  descriptive. 

Si  sur  les  cordes  d'une  ellipse,  menées  parallèlement  à  une  dii-ection  donnée, 
ci'Mirae  diamètres,  on   décrit  des  Circonféi-encea,  renvelop|)e  de  celles-ci  sera 
ui.<'  ellipse.  Pour  démontrer  cette  proposition,  on  considérera  l'ellipse  donnée 
tomme  la  projection  obli({ue  sur  un  certain  plan  du  coatour    d'une  si)hère 
On  fera  une  épui-e  ou  ci*oquis  de  la  tigure  à  main  levée. 

Mécanique. 

Théorie  du  pendule  simple  dans  le  vide,  pour  des  oscillations  exlrèmement 
p<'lites.  Application. 
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Vous  avons,  il  y  a  un  an,  signalé  à  nos  lecteurs  l'appûrition  du  premier 

*'>larae  de  cet  ouvrage;  la  seconde  partie,  qui  vient  de  paraître,  comprend 
Je,>  trièdrés,  les  plans  tangents,  les  sections  planes  du  cône,  et  la  mélhode  des 
1>1  ins  cotés. 

Oo  voit  que  les  deux  volumes  parus  comprennent  ainsi  tout  le  programme 
'.'"  Siint-Qr;  et  nous  signalons  avec  plaisir  l'extension  donnée  par  l'auleur  à 
I4  méthode  des  plans  colés;  M.  Jurisch  a  repris  rapidement,  par  cette  méthode, 
''i  importun  te  dans  la  pratique,  les  principales  questions  qu'il  u  traitées  avec 
plus  de  détails  dans  In  mélhode  des  deux  projections;  c'est  ainsi  par  exemple 
<|uil  a  montré  comment  on  peut  mener  les  plans  tangents  au  cône  et  au 
cUinclie  en  projection  cotée.  Les  indications  suffiront  aux  élèves  pour  leur 
'ionnpr  une  idée  bien  précise  de  la  méthode,  et  le-j  engager  à  refaire  en  pro- 
je>tion  cotée  un  certain  nombre  dépures  qu'ils  auront  exécutées  d'autre  part 
«i  l'aide  de  deux  plans  de  projection  ;  c'est  le  meilleur  moyen  pour  eux  de 
rooonnaitre  que  les  deux  méthodes  ne  présentent  pas  j)lus  de  diflicultés  l'une 
<|ue  l'autre. 

Après  les  secticms  planes  du  cône,  l'auteur  a  mis  les  énoncés  de  cin([uanle 
l'iublémes,  choisis  pour  la  plupart  dans  les  questions  d'examen  ou  de  concours 
jHjur  les  écoles;  ce  sont  les  meilleurs  exeirices  que  l'on  puisse  donner  comme 
j»n(jjrdtion  à  des  élèves. 

En  terminant,  nous  pouvons  dire  que,  grAce  à  cette  méthode  qui  consiste  à  ne 
l''i<  laisser  passer  une  question  de  détail  sans  la  signaler  à  ses  lecteui-s, 
M.  Jorisch  nous  a  donné,  pour  la  préparation  au  baccalauréat  et  à  l'école 
Saiat-Cyr,  un  goide  très  précieux  dans  l'ensemble  de  ses  deux  volumes  ;  les 
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candidats  à  l'École  militaii*e  auront  appris  les  meilleures  construclions  pratiquer 
pour  l'exécution  d'une  épure;  et  nous  croyons  que,  en  étudiant  sérieusement 
cet  ouvrage,  plus  d'un  élève  prendra  du  goût  pour  l'étude  de  la  géométrie 
descriptive,  dont  il  aura  pu  apprécier  les  méthodes  si  simples  et  si  générale*. 

A*  M* 


ADMISSION  A  L'ECOLE  POLYTECHNIQUE 

Concours  do  1879 
^Ivtion  par  M.  J.  Braim  élève  du  lycée  Charlemagne  (*). 


X*         y* 

On  donne  une  conique  rapportée  à  ses  axes  — — |-  -^  =  N 

et  un  point  M  sur  cette  conique. 

1®  Par  les  extrémités  d'un  diamètre  quelconque  de  la  courbe 
et  le  point  M,  on  fait  pousser  un  cercle.   Prouver  que  le  lieu 
décrit  par  le  centime  de  ce  cercle  est  une  conique  K  passant  jw 
r origine  0  des  axes. 

2*  SiaxUourdu  point  0  on  fait  tourner  deux  droites  reclan- 
gulaires,  elles  rencontrent  la  conique  K  en  deux  points.  Prouver 
que  le  lieu  des  points  de  rencontre  des  tangentes  menées  en  ca 
points,  est  la  droite  perpendiculaire  au  milieu  du  segment  OM. 

3®  Par  le  point  0  on  peut  mener^  indépendamment  de  h 
normale  qui  a  son  pied  au  point  0,  trois  autres  normales  à  k 
conique  K. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  conique  donnée  est  une  hyperbole 
équilatère  (A  =^  i,  B  =  —  i),  montrer  quune  seule  de  cr^ 
normales  est  réelle. 

4®  Calculer  les  coordonnées  de  son  pied. 

8**  Dans  le  cas  général,  trouver  Véquation  du  c-ercle  circonscrit 
au  triangle  formé  par  les  pieds  de  ces  trois  no}^males. 

Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  désignerons  les  coordonnées 
du  point  M  par  x^  y^, 

PREMIÈRE  PARTIE.  —  Soit  1/  =  ma5  l'équaliou  d'un  diambtre 
de  la  conique.  La  deuxiëmc  corde  d'intersection   du  cercle 

(*)  Aujourd'hui  élève  à  l'École  polytechnique. 
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avec  cette  conique  passe  par  le  point  M^  et  elle  est  symé- 
trique de  la  première  par  rapport  aux  axes;  son  équation 
est  donc  y  —  !/i  =  —  m  {x  —  ccj). 

L'équation  d'une  conique  passant  par  les  points  d'inter- 
section de  la  conique  donnée  et  des  deux  droites  précé- 
dentes est 

(y-mx)  [y  —  î/4  +  m  {x  —x^)]  +  A  f^+^^i\=o 
Pour  que  cette  conique  soit  un  cercle,  il  faut  et  il  suffit 
que  Ton  ait  -t m*  =  -^r-  +  i 

s      AB 

ou  X=  (i+m')^_^  . 

Eu  portant  cette  valeur  dans  r  équation  ci-dessus,  ordou- 
nanl  et  simplifiant,  l'équation  générale  du  cercle  devient    - 

km*  -4-  B   ,  .    ,     ^.    ,    .  . 

•  3  J^     (35*  +  y*)  +  (wx  —  y)  [mx^  +  y,) 

AB     ,     ,      ,. 

Les  coordonnées  du  centre  de  ce  cercle  sont  données  par 

'es  deux  relations 

j^uj»  j_  B 
2x    g  _  ^     +  m  {mxi  +  j/i)  =  o^ 

A.iyi»  4-  B  1     * 

21/    g  _  ^ {mxi  +  yi)    =  o^ 

L'élimination  de  m  entre  ces  deux  équations  donne  le  lieu 
du  centre. 

X 

En  divisant  membre  à  membre  on  voit  que =  —  m. 

y 

Ce  qui  pouvait  être  prévu,  car  le  centre  du  cercle  se  trouve 
SQr  la  perpendiculaire  en  0  au  diamètre  y  =  mx. 

X 

Remplaçant  m  par dans  la  seconde  des   équations 

^^),  elle  devient 

^y(^^  +  B)  +  (A.  -  B)(-  -^x,  +  î/i)  =  o 


) 
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ou,  en  supprimant  le  facteur  étranger  y  =  o, 

2(A.r«  +  Bf/^)  +  (A  -  B)iyy,  -  xx,)  =  o.       (1) 
Cette  équation  représente  une  conique  K  ayant  ses  axes 
parallèles  à  ceux  de  la  conique  donnée  et  passant  par  l'ori- 
gine. La  tangente  en  ce  point  est  yi/i  =  xx^.  Par  suite  la 
normale  a  pour  équation  yXi  -}-  ^l/i  =  o;  cette  droite  esl 

symétrique  de  la  droite  — ^  = par  rapport  à  Ox.  Donc 

la  normale  OM'  à  la  conique  K  au  point  0  est  symétrique 
de  OM  par  rapport  à  Ox. 

A  — B 
La  conique  K  rencontre  Ox  au  point  D  :  x  =  — ^ — iV 

j^ B 

Elle  rencontre  Oy  au  point  E  :  y  = jz — j/i- 

Les  points  D  et  E  peuvent  s'obtenir  par  une  conslruclion 

géométrique.  En  effet  la  droite  DE  a  pour  équation 

A B 

Byx^  —  kxy^  -\ ^ — x^y^  =  o.  (?) 

Cette  droite  est  parallèle  à  la  normale  en  M  à  la  conique 
donnée,  car  cette  normale  est 

Aj-  By 


^1  !/i 


=  A  —  B. 


De  plus,  si  l'on  fait  x  =  -^,  y  =  —,  l'équation  (f>) élaul 

satisfaite,  on  voit  que  DE  passe  par  le  milieu  G  de  OM. 

De  CCS  deux  remarques  on  déduit  la  construction  des 
points  DE. 

Le  centre  I  de  la  conique  K  a  pour  coordonnées 

A— B  A— B  . 

x  =  — ^x„    y  = -^y,.  (r) 

Ce  point  I  est  le  milieu  du  segment  DE.  Il  s'ensuit  que 
le  point  F,  quatrième  sommet  du  rectangle  construit  sut 
OD  et  OE,  appartient  également  à  la  conique  E,  qui  est  main- 
tenant déterminée,  puisque  Ton  connaît  quatre  points  0,  D 
E,  F,  et  la  tangente  en  0.  On  peut  remarquer  que  le  point 
F  est  le  milieu  du  segment  intercepté  par  les  axes  sur  la 
normale  en  M  à  la  conique  donnée. 
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Nous  allons  moatrer  que  la  conique  K  est  semblable  à  la 
conique  donnée. 

(A  4-  A')* 
En  effet,  Tinvariant  absolu     \,,        ,\,   est  ici,  pour  la 

Ji*  —  AA  * 

conique  donnée. 


(x  +  -r)' 


_    (A  +  B)« 


—  AB 


et  ponr  la  conique  K 


AB 

(A  +  B)» 


—  AB 

Donc  ces  deux  coniques  sont  semblables. 
D'ailleurs,  si  l'on  transporte  les  axes  parallèlement  a  eux-^ 
mêmes  au  point  I,  par  les  formules 

V    ,     A.  — B  ^        A  — B 

l'équaiion  (1)  devient 

(A  B  \* 
— )   •  (2) 

Si  maintenant  on  fait  tourner  la  conique  K  de  90^  autour 
^^  point  I,  son  équation  (2)  deviendra,  par  la  simple  permu- 
tation de  X  en  Y , 


A     '      B  16AB 

Ce  qui  montre  qu'après  celle  rotation  la  conique  K  est 
bmothétique  de  la  conique  donnée.  On  déduit  de  là  en  par- 
ticulier que  : 

Les  asymptotes  de  la  conique  K  sont  perpendiculaires  à  celles 
<fe  la  conique  donnée. 

Enfin  réquatiou  (â),  étant  indépendante  de  x^  y,|montre  que 

lorsque  le  point  M  parcourt  l'ellipse  donnée^  la  conique  K 
f^Ue  invariable  de  forme  et  de  grandeur.  Elle  m  fait  que  se  dé'- 
placer  parallèlement  à  elle-même. 
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Il  s'ensuil  que  dans  ce  mouvement  du  point  M,  le  poinl  I, 
centre  de  la  conique  K,  décrit  lui-même  la  conique 

4       / 
égale  à  la  conique  K. 

Deuxième  partie.  —  D'après  le  théorème  de  Frégier,  la 
droite  qui  joint  les  extrémités  des  deux  rayons  rectangu- 
laires issus  de  0,  passe  par  un  point  fixe  situé  sur  la  nor- 
male OM'  en  0.  Comme  OD  et  OE  sont  rectangulaires,  il  en 
résulte  que  le  point  fixe  en  question  n'est  autre  que  le 
point  G,  intersection  de  DE  avec  OM'. 

Gela  posé,  il  est  évident  que  le  lieu  demandé  est  la  polaire 
du  point  G  par  rapport  à  la  conique  K.  C'est  donc  déjà  uue 
droite.  Il  s'agit  de  reconnaître  qu'elle  est  perpendiculaire 
à  OM  et  passe  par  le  milieu  C  de  ce  segment. 

Le  point  G  étant  défini   par  l'équation  (p)  qui  représente 

1/                ce 
DE  et  -^  = qui  représente  OM',  les  coordonnées  sont 

•  A-B  ,    .  A-B 

Par  suite   sa  polaire  par  rapport  à  la  conique  K   a  pour 
équation 

x^kx  -  (A  -  B)  X,)  +  y  (4Bj/'  +  (A  -  B)  y,) 

+  (A  —  B){y'y^  —  x'x^)  =  o 
ou  bien 

X  *     I     |i.' 

ou  enfin  xx^  +  Wi  =  — ^  . 

Cette   droite   est   bien   perpendiculaire   à   la    droite  OM 
{-^  =  )    et  elle  passe  bien  par  le  point  G,  dont  les 

coordonnées  sont  — i-  pt-^. 
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Troimème  VAicriK.  —  Dans  le  cas  oh  l'on  a  A  =  i,  B  =  —  i , 
r  équation  (1)  devient 

x«  —  3«  +  yyi  —  ûKTi  =  o.  (4) 

La  conique  K  est  donc  aussi  une  hyperbole  équilatëre  ; 
d'ailleurs  il  ne  pouvait  pas  en  être  autrement,  puisque  la 
conique  K  et  la  conique  donnée  sont  semblables. 

Nous  allons  faire  voir  que  si  d'un  point  d'ane  hyperbole 
équilatëre  on  cherche  à  abaisser  des  normales  à  la  courbe, 
deux  de  ces  normales  sont  toujours  imaginaires. 

Prenons,  en  effet,  des  axes  parallèles  aux  asymptotes,  et 
rorigine  au  point  d'où  l'on  abaisse  les  normales. 

L'équation  de  l'hyperbole  sera  de  la  forme 

xy  =  ax  +  by.  (e) 

L'hyperbole  aux  pieds  des  normales  abaissées  de  l'origine 
aura  pour  équation 

ag       __       y 

y  —  a  X  —  b 

on  ac*  —  y*  —  bx  -{-  ay  =  o.  (ç) 

Il  s'agit  de  trouver  les  points  communs  aux  deux  courbes 

(e)  et  (9).  Éliminons  y  entre  ces  deux  équations,  il  vient 

a'^x*  ,       ,       a^x 

X*  —  -7 jTi bx  -{ 7-  =  o; 

(ce  —  0)*  'a;  —  6  ' 

ou  bien,  en  supprimant  la  solution  x  =  o  qui  correspond 

à  la  normale  qui  a  son  pied  en 0,  puis  simplifiant  l'équation  : 

(x  —  by  =  a^b. 

Cette  équation  n'a  évidemment  qu'une  racine  réelle,  savoir  : 

à  laquelle  correspond  l'ordonnée 

y  =  a  +   y  ab*.      Ainsi 

D  un  point  quelconque  0  (Tune  hyperbok  équilatère  xy  =  ax 
-f  by,  on  ne  peut  abaisser  qu'une  normale  réelle  à  la  courbe^ 
et  les  coordonnées  de  son  pied  sont 

X  =  b  +  V^â^bT     y  =  a  +  v^âbT  (8) 

Quatrième  partie.  —  Le  résultat  précédent  va  nous  servir 
à  résoudre  la  question  proposée  pour  l'hyperbole  (4). 
Faisons  tourner  les  axes  de  i&^  autour  de  0;  les  formules 

JOVHlfAL  DU  MATH.  1881.  90 
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de  transfonnation  sont 

X  — Y  X  +  Y 

^^  =  -77-  '  =  -7^  '^ 

dl  {>ar  ftuiie  réqualiou  (4)  deyient  dans  ce  système 

2V2  2\2 

En  appliquant  à  cette  équation  les  formules  (5)»  nous 
trouvons  pour  les  coordonnées  de  la  normale  réelle 

ï  =  — W  Ui  +  !/i  +  y/iVi  —  x,)^  (y,  +  ^1)* 

Y=        '         Ui  —  o^i  +  V^(yi  —  x,)  (y,  +  x,y  j 

Il  faut  maintenant  revenir  aux  axes  primitifs,  ce  qui  sa 
fait  immédiatement  au  moyen  des  formules  (X).  Les  coordon- 
nées cherchées  sont  alors  définitivement 

05  =  -^  +  — v^^i'  —  !/i'  Wx^  —  yt  +  yjx^  -f  y  J 

y  =  ^  +  -^  v^^i*  —  2/i'  [v^^'i  —  yi  —  \x^  +  y,  ] 

Troisième  et  quatrième  partie.  —  Autre  solution.  -*  Od 
peut  parvenir  aux  formules  (6)  par  une  autre  méthode,  sans 
effectuer  aucune  rotation  d'axes. 

L'hyperbole  passant  par  les  pieds  des  normales  abaissées 
de  Torigine  sur  Thyperbole  (4)  a  pour  équation  : 

ag  y 

2x  —  x^        ^y+Vi 

ou            /\xy  —  xy±  —  yxi  =  o.  0} 

Eliminons  y  entre  les  équations  (4)  et  (7) ,  il  vient 
.  X*  y,^ ,         ccyt' 

(40?  —  x^y        4a;  —  x^ 

ou,  en  supprili-unt  la  solution  x  =  o, 

(x  —  Xi)(4X  —  x^y  —  a;yi»+  y^*  (405  —  Xi)  =  o* 
Développant  et  simplifiant  on  a 

1 6x^  —  34X1X*  4-  3aj  (3x1*  +  î/4«)  —  a?i(a;i*  +  y^*)  =  <> 
Pour  discuter  et  résoudre  cette  équation  débarrassoof-l^ 
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de  son  second  terme  en  posant  x  =  z-] ^;  (ji)  | 

elle  devient  alors,  après  développement, 

.,_^,(..._,,.)_3.JEil^  =  o.      (8) 

Formons  le  caractère  -^ — 1 — ^  .  On  a  ici 

4  27 

4  "^  27    L    16  J  16         16»  16» 

quantité  essentiellement    positive.  L'équation  (8)  n'a  donc 

qu'une  seule  racine  réelle  ;  par  conséquent  on  trouve  de 

nouYsau  qu'il  n'y  a  qu'une  normale  réelle. 

La  formule  de  Cardan,  appliquée  à  l'équation  (8)  donne 
3 


z 


4         16  4.         16 


y  ^   a^i'  —  yi'       yi    Xj*  —  yi' 
*    f    4         16  4        16 

On  en  déduit,  en  vertu  de  la  relation  (fx), 

""""T"  +i:^^i"  - »i'  fV  «^i  +  yi  +  v/  «^i -  Vil 

valeur  conforme  à  celle  déjà  trouvée  (6). 

Quant  à  la  valeur  de  y,  on  la  déduirait  de  la  précédente 
par  la  permutation  des  lettres  x  et  y. 

CoïQGiÈME  PAKTiB.  —  Ddus  le  cas  général  l'équation  de 
•hyperbole  aux  pieds  des  normales  est 

X y 

4AX  —  (A  —  B)x,   ^  4By  +  (A  —  B)y, 
^^  4xy  =  xyi  -}-  ycc^.  (7  bis) 

Cette  équation,  étant  indépendante  de  A  et  de  B,  montre 
que  Vhyperbole  ne  dépend  que  du  point  M  et  non  de 
la  conique  donnée.  On  peut  encore  énoncer  ce  résultat  sous 
la  forme  suivante  : 

Si  une  conique  K  est  circonscrite  à  un  rectangle  varior- 
hk  ODFE,  dont  deu^>  côtés  OD  et  OE  sont  appliqués  sur  0  et  Oy, 
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et  dont  la  diagonale  DE  passe  par  un  point  fixe  G;  si,  de  plm, 
la  normale  à  cette  conique  en  0  est  symétrique  de  OC,  abn 
les  pieds  des  normales  abaissées  de  0  sur  ces  différentes  coniques 
seront  sur  une  même  hyperbole  équilatère  ayant  ses  asymptoUs 
parallèles  à  Ox  et  Oy,  et  passant  par  0  et  C,  et  ayant  son  centre 
au  milieu  de  OG. 

Revenons  maintenant  au  problème  proposé.  Il  s*agit  de 
faire  une  combinaison  des  équations  (1)  et  (7  bis),  de  ma- 
nière à  supprimer  la  solution  commune  x  =  o,  y  =  o. 

Pour  cela  nous  écrirons  ces  équations  sous  la  forme 
Conique  K  :  x{2kx  —  (A  —  B)aîi)  +  y(2%  +  (A —  B)yi)=o 

X  1/ 

et  Hyperbole    =  — 

Xi  —  2X         2y  — t/i 

Remplaçant   dans  la   première  x  ei  y  par   les  quantités 

proportionnelles  x^  —  205  et  2y  —  y,,  il  vient 

(oîi  —  2a;)[2Aa5  +  {B  —  A)xi] 

+  (ay  —  yô[2By  +  (A  -  B)j,]  =  o 

ou  bien       4(Bî/*  —  Ax*}  +  2aîa;4(2A  —  B)  +  2yyi(A  —  2B) 

,+(B-A)(a:,«4-y,«)=:o 

Cette  conique  passe  par  les  pieds  des  trois  normales  issues 
de  0  à  la  conique  K,  mais  elle  ne  passe  plus  à  rori^ine. 

Pour  trouver  Téquation  du  cercle  demandé»  écrivons  la 
combinaison 

4(By«  —  AcD*)  +  2axri(2A  —  B)  +  2yyi  (A  —  2B) 
+(B- A)(x,«+ 2/i')+2X(Aa:«  +  By«)  +  A(A  -  B)(yy,  -  xx,)==o 

Pour  que  ce  soit  un  cercle,  il  faut  et  il  suffit  que  l'oo 

ait  2B  +  BX  =  —  aA  +  AA 

.  A  +  B 

X  =  2  -j-—^. 

L*équation  précédente  devient  alors 

8AB 
^_3  (a?»  +  y')  +  2xx^  (A  —  2B)  +  2yy,(2A  -  B) 

+  (B  -  A)((r,«  -h  y,«)  =  o 
et  la  question  est  résolue. 
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EXAMENS 


Oéoinétria  anal3rtiqu6. 

Oa  considère  une  hyperbole  et  une  corde  AB,  perpendiculaire  à  l'axo 
iransrerse,  par  exemple;  il  existe  deux  cercles  passant  par  les  poinu  A  et  B 
cttaDgenIs  aux  deux  asymptotes.  Démontrer  que  la  distance  des  centres  de  ces 
cercles  est  constante,  quelle  que  soit  la  corde  principale  AB  considérée. 

—  Construire  la  courbe  déQnie  par  les  deux  équations 

t  1  -\-  t 

—  Lieu  de^  milieux  des  corde»  normales  à  une  parabole. 

—  Construire  y^  —' xy  -f-  a;=  o. 

—  .asymptotes  de  p^  (sin  ci»  —  2cosu)  H-  pcosu—  3  =  o. 

—  Combien  y  a-t-il  d'hyperboles  équilalères  passant  parles  points  commun.^ 
m denx  coniques  /  =  o,  ç  =o;  qu'arrive-t-il  si  les  coniques  sont,  l'une el 
l'autre,  des  hyperboles  équilatères  ?  énoncer  le  théorème  qui  correspond  à  ce 
cas  particulier  remarquable. 

—  Surfaces  qui  correspondent  à  l'équation 

a;2  +  «*  -f  a-  +  2my  (s  +  x)  -h  2sx  =  i, 
m  étant  on  paramètre  variable. 

—  I^rer  le  cône  réciproque  de 

—  Ulcoler  le  paramètre  de  lu  parabole 

(ax  +  6î/)'  -f  2  dr  +  2ei/  +  f^  o. 

—  One  représente  Téquation  xy  —  s^  _-  q  9 

—  Construire  y  =  >/  J5  H-  yjx  —  3,  les  radicaux  étant  pris  avec  leursigne. 

—  .Isymptotes  de  la  courbe 

(i  —  2  cos  <i»)  p'  4-  2p  sin  co  +  I  —  3  cos  o>  —  o. 

—  Équation  du  second  degré  qui  représente  les  tangentes  menées  à  lu  parabole 
pv  un  point  donné. 

—  On  donne  la  courbe  y  =  -r — — : — -, 

a(x  —  d)(iD— d')' 

S)  6t  c,  a' y  d,  d  sont  des  nombres  réels  et  on  suppose  d  >  d';  cetU)  courbe 
aura  des  asymptotes  ;  disposition  de  la  courbe  par  rapport  à  l'asymptote  a;  =  d. 

—  Quelle  est  la  surface  représentée  par  l'équation 

a?y-|-y«  +  J?«+  1=0? 

—  Quelle  est  la  surface  représentée  par  l'équation 

suy  +  a?;5  —  ic*  -}-  i  =0? 

—  Théorie  des  asymptotes  en  coordonnées  polairas. 

—  Construire  la  courbe  représentée  par  l'équation 

___    a?  (a?  --  i)  (a?  —  2) 

--  Trouver  l'équation  du  cylindre  circonscrit  à  l'ellipsoïde,  dont  les  généra- 
trices sont  parallèles  à  une  direction  donnée. 
-^  Soient  les  deux  équations  homogènes 

iiS^  -f  aB^  +  Cy»  =2  o, 
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représentant  chaeone  un  système  de  droites.  Trouver  la  condition  néeessainet 
suffisante  pour  que  ces  deux  systèmes  aient  une  droite  commune. 

—  Ecrire  l'équation  générale  des  surfaces  du  second  degré  renfermant  l'axe 
des  £  ;  démontrer  que  tout  plan  passant  par   l'axe  des  s  est  tangent  à  la 

surface.  ^  ,  __*        a 

—  Que  devient  l'équation  générale  des  surfaces  du  second  degré  quanûon 

prend  pour  axe  des  a?  et  des  jt  deux  génératrices  du  cône  asymptote,  et  pour 
axe  des  y  le  diamètre  conjugué  du  plan  des  xxt 

—  Lieu  des  points  de  rencontre  des  génératrices  rectangulaires  de  l*hype^ 
boloïde  à  une  nappe. 

-^  Lieu  des  centres  des  sections  faites  dans  une  surface  du  second  ordre 
par  des  plans  passant  par  un  point  donné. 

—  On  donne  l'hyperlioloïde  -^  +  -r; ^=  ^  î  chercher  l'équation 

a'  Ir  c' 

des  plans  parallèles  à  l'axe  des  y  qui  coupent  \a  surfece  suivant  deux  droites. 

—  On  donne  l'un  des  foyers  d'une  hyperbole  et  l'un  des  sommets  durectangie 
construit  sur  les  axes;  trouver  l'équation  de  la  courbe. 

On  donne  une  tangente  à  une  conique,  son  point  de  contact  et  les  foyers; 

trouver  l'équation  de  la  courbe. 

Etant  donné  un  cône  ayant  son  sommet  à  l'origine,  on  demande  la  condi- 
tion pour  qu'on  puisse  placer  sur  ce  cône  un  trièdre  trirectangle. 

Lieu  des    sommets  des  angles  droits  dont  les  côtés  sont  normaai  à 

l'eUipse. 

—  On  a  une  conique  et  deux  points  ;  par  ces  deux  points,  on  mène  tes  tan- 
gentes. Trouver  l'équation  de  la  conique  qui  passe  par  les  quatre  points  de 
contact  et  par  un  point  donné. 

—  On  donne  dans  une  surface  de  second  ordre  trois  génératrices  et  la  djIe^ 
tion  d'un  plan  cyclique.  Trouver  l'équation  de  la  surface. 

—  Étant  donnée  l'équation  -— ^  =  2X,  trouver  l'équation  générale 

P  P 

des  plans  qui  coupent  la  surface  suivant  une  seule  droite. 

—  Lieu  des  foyers  d'une  ellipse  dont  on  connaît  un  sommet  sitaé  sur  le 
petit  axe,  et  l'une  des  tangentes  à  l'extrémité  d'un  des  diamètres  conjurés 
égaux.  • 

—  On  donne  une  ellipse  ;  on  mène  la  normale  en  un  point  M,  et  dn  centre 
on  abaisse  la  perpendiculaire  OP  sur  cette  normale.  Trouver  le  maximum  ei 
le  minimum  de  OP,  quand  le  point  M  décrit  l'ellipse. 

Algèbre. 

Dérivée  de  y  =  arc  sin       v/i  —  cos  x. 

—  Arrangements  de  m  lettres  p  àp;  si  l'on  considère  les  arrangements  * 
«n  lettres  (p  —  i)  à  (p  —  i)  et  si,  comme  le  veut  la  démonstration  ordinaire, 
au  lieu  de  placer  les  m  —  p  +  i  lettres,  successivement  à  la  droite  de  l'ar- 
rangement Agr*  considéré,  on  le  plaçait  dans  tous  les  intervalles,  montrer  que 
les  arrangements  ainsi  formés  se  reproduiraient,  et  dire  combien  de  fois  cha- 
cun d'eux  serait  formé. 

—  Définition  d'une  fonction  implicite.  Dérivée  d'une  pareille  fonction  ;j«<* 
devient  y'  si,  au  point  œ=  a,   y  =  6,  on  a  simultanément  f^[a,  b)  -.o 

f'^(a,'h)  =  G?  Pourquoi  doit-on  trouver  y'  par  une  équation  du  second  degré 
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—  Définir  le  quotient  de  deux  quantités  Imaginaires  ;  démontrer  qu'il  y 
un  système  unique  de  solution. 
~  Chercher  les  racines  de 

III 

4-  . 4-  1    .      -.    I    pa  o. 

^     (a;  —  2]»     ^     {X  —  3)-' 


a:  —  I 


—  Dériyée de  y  =  arc  tg  i/ Ji- 


—  cos  a; 


+  cos  a;  * 
--  Dérifée  de  l'exprassion 

V  =  L  — ^ — ^,^,     1.  +  are  tg  vT.. 
I  —  £c  ^/T^-t-  a;*  °  I  — ai» 

.  a? 
sin  a; 
—  DérîTée  de 


(sinajy 
^    ) 


—  Dérivée  de      y  =  arc  tg ; 

c)  —  oa? 

la  dérÎTèe  est  celle  de  arc  tg  x;  pourrait-on  le  voir  àprhnl 

—  Quand  une  équation  a  toutes  ses  racines  rôeUes,  peut-on  rempiaesr  les 
^MctioM  de  Sturm  par  d'autres  plus  simples? 

^  Abaisser  le  degré  d'une  équation,  sachant  qu'il  existe  une  relation  entre 
deoi  racines. 

^  Etant  donnée  l'équation  x*  —  za;^  +  oa?  -^  b  rr  o,  on  demanda  la  relation 
\  établir  entre  a  et  b  pour  que  la  différence  des  deux  racines  de  eette  équa-» 
tion  aoit  égale  à  une  quantité  donnée. 

Mathématiques  élémentaires. 

lies  trois  plans  menés  par  les  arêtes  d'un  triède  perpendiculairement  aux 
faces  opposées  se  coupent  suivant  une  même  droite. 

—  Les  plans  qui  passent  par  les  arêtes  d'un  trièdre  et  les  bissectrices  des  faces 
opposées  se  coupent  suivant  une  même  droite. 

X 

—  On  donne     tg  —  =  x;  calculer  x  et  cos  «. 

2 

—  Définition  de  deux  droites  antiparallèles  par  rapport  à  un  angle.  Théo* 
r^me  fondamental. 

^  Chercher  une  expression  de  la  somme 

sin  a;  +  sin  2a:  +  sin  3â?  +  •  •  ^  •  •  +  sin  nx. 
Etant  donné  un  triangle  sphérique  dont  les  sommets  sont  situés  sur  un  petit 
ttrcle  et  dont  un  des  cdtés  passe  par  le  pôle  de  ce  petit  cercle,  on  demanda  si 
l'anj^e  opposé  à  ce  côté  est  supérieur  à  un  droit. 

—  Décomposer  (a?*  -f-  a;  -j-  i)*  +  i  en  un  produit  de  deux  facteurs  réels 
du  second  degré. 

—  Entre  quelles  limites  faut-il  faire  varier  x  pour  que  la  fraction 

4X^  —  5a? —  I 
2x^  —  5a5  +  3 
soit  plus  grande  que  i  ? 

—  Minimum  de  — -,  quand  x  —  y  =z  K, 

—  Si  l'on  retranche  l'unité  du  carré  d'un  nombre  premier,  le  reste  est  divi- 
sible par  24. 
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—  Entre  quelles  limites  fout-il  foire  yarier  x  pour  que  Tinégalité. 

3a;*  —  20^  4-  22 

>  2 

x^  —  1  ^OD^  +  35 

soit  satisfoite? 

—  Déterminer  les  côtés  d'un  triangle  rectangle  dont  on  connaît  la  sarboeet 
le  rayon  du  centre  inscrit. 

Oéométrla  descriptive. 

On  donne  un  ellipsoïde  de  !  révolution  à  axe  vertical,  un  point  par  sea 
projections,  et  on  considère  le  cône  ayant  ce  point  pour  sommet  et  circonscrit 
à  rellipsoïde;  trouver:  1"  la  trace  horizontale  de  ce  cône;  2*  le  genre  de  cette 
trace  d'après  la  position  du  point;  3*  déterminer  les  axes,  et,  dans  le  cas  où 
cette  section  est  du  genre  liyperbole,  déterminer  ses  asymptotes. 

—  On  donne  un  plan,  par  ses  traces,  et  un  point  quelconque  de  Tespaoe,  par 
ses  projections;  on  suppose  ce  point  lié  invariablement  au  plan;  on  demao^le 
ce  que  devient  le  point  lorsque  l'on  rabat  le  plan  sur  le  plan  horizontal 

—  On  donne  deux  droites  dans  le  plan  horizontal;  ces  droites  sont  les  traces 
de  deux  plans  ;  on  donne  en  outre  les  angles  de  ces  plans  avec  le  plan  hori- 
zontal; trouver  l'angle  des  deux  plans. 

—  On  donne  un  triangle  plan  ABC  ;  AB  est  une  horizontale  située  à  un  déci- 
mètre du  plan  horizontal;  on  suppose  que  AB  tourne  autour  de  AG  ;  quelle  sert 
la  surfoce  engendrée?  Section  par  un  plan  passant  par  BC,  et  foisant  un  angle 
de  46*  avec  le  plan  horizontal. 

—  On  donne  une  droite  (a6,  a'b']  parallèle  au  plan  vertical  ;  m'n'  est  la  pro- 
jection verticale  d'une  courbe,  qui  a  pour  projection  horizontale  ab\  cette 
courbe,  en  tournant  autour  de  AB,  engendre  une  surfoce;  trouver  un  point 
de  l'intersection  de  cette  surfoce  avec  un  ^lan  donné  par  ses  traces. 

—  On  donne  un  triangle  ABC  dans  le  plan  horizontal.  Les  droites  AB,  XC 
sont  les  génératrices  opposées  d'un  cône  de  révolution  dont  l'axe  serait  la  bis- 
sectrice de  l'angle  CAB.  On  coupe  le  cône  par  un  plan  passant  par  CB  et  feisaot 
un  angle  de  30"  avec  le  plan  horizontal;  trouver  un  point  de  la  section  etU 
tangente  en  ce  point. 

—  On  donne  une  droite  parallèle  au  plan  vertical;  en  tournant  autour  deU 
ligne  de  terre,  cette  droite  engendre  un  hyperboloïde.  Connaissant  la  projection 
verticale  d'un  point  de  la  surfoce,  trouver  sa  projection  horizontale.  Plan  tan- 
gent en  ce  point. 

—  On  donne  une  droite  par  ses  projections  et  un  point  de  cette  droite.  Ce 
point  est  le  sommet  d'un  cône  de  révolution  dont  l'axe  est  la  droite  donnée. 
Construire  le  contour  apparent  sur  le  plan  horizontal. 

—  On  donne  une  droite  parallèle  au  i)lan  vertical,  et  une  droite  quelconque. 
La  droite  de  iront,  en  tournant  autour  de  l'autre  droite,  engendre  un  hyp*:^ 
boloïde.  Trouver  la  normale  en  un  point. 


QUESTION  275 


La  somme  de  u  nombres  positifs,  entiers  ou  fractionnaireSj 
multipliée  par  la  somme  de  leurs  inverses  ne  peut  jamais  être 
égale  à  n^,  excepté  si  les  quantités  sont  égalesi 
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On  sait  que,  par  une  identité  due  à  Lagrange  et  facile  à 
vérifier, 

(o«  -)-  6*  4-  c«  -I-   . , .)  (A*  +  B»  +  C»  +  . . .) 
-  (Aa-f  B6  +  Ce  +...)•  =  2(A6  —  Ba)». 

Le  second  membre  ne  peut  être  nul  que  si  toutes  ses 
parties  positives  sont  séparément  égales  à  zéro.  Appliquant 
cette  remarque  à  l'égalité  proposée  on  aura, 

(a^-fx,-|-   ...  -\.Xn)(-^-\-^  -\-  ...  +  ^)-   »• 

Les  quantités  œ^x^  ...  Xn  étant  supposées  positives,  on  a 
donc  0^4  =  a?j  =  a;,  =  ...  =  £Cn  . 

^oiA.  -  Cette  question  a  été  résolue  par  MM.  Gilly,  étudiant  à  Montpellier; 
t>upa;,  an  lycée  de  Grenoble. 


QUESTION  307 

MalattoB  par  M.  Ciillt,  élève  à  la  Faenltéile  Montpellier. 


a.  Former  les  dérivées  successives  de  la  fonction 

ff 

Etablir  que  la  dérivée   (f  ordre   n  est  égale  au  produit  de  la 
(oncUon  elle-même  par  un  polynôme  entier  en  u,  Pq,   du  degré 

b.  Démontrer  qu'entre  les  divers  polynômes  P  existent  les 
relations  suivantes  : 

Pu  =  P  n  -  1  +  axPn  -  i  (a) 

P'n  =  naP°  -  ^  (fi) 

Pn  -f  1  =  Paxn  -f  naPn  .  i  (y) 

P'n  +  axP'n  —  naPn  =  o.  (8) 

c.  Démontrer  que  si  a  est  négatif j  Véquation  P  =  o  a  toutes 
*«  racines  réelles. 

d.  Former  le  polynôme  "P  en  se  servant  de  la  troisième  rela" 
tion. 
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a.  Donnons  à  x  l'accroissement  h,  on  a 


e  ' 


-'*+*''  h     .   .      h*      .  .  .A» 


d'autre  part 

2  8  2 

e  =0         .  c        .  e        » 

or 

j,,,         -      (-V  (-f 

I  '1.2'  Z. 

1.2...  t 

faiBant  le  produit  des  deux  dernières  égalités,  on  a  pour  le 
coefficient  de  h^^ 


1    .   2 


-  2 


n(n  —  i)(n  —  2)(7i  —  3) 
H 


(t)'H""+-1 


I   .  2 

donc  identifiant  cette  expression  avec  le  coefficient  de  A" 
dans  la  première  égalité 

a       r 


y     =  e 


(oa;)»+  -^— j (7J{aœ) 


^    «(n-.)(n-2)(n-3)/^Y^^^"  -  *    ^ 

I     •    2  \  2  / 


on  a 


y 

y 

xe 

a 

y' 

• 
• 

•  • 

•  • 

•  •   •   • 

•  •   •   • 

a)e 

m 
m 

• 
• 

(2) 
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on  est  donc  oonduit  à  poser 


y'"'=P„eT"'-  (3) 

Pour  justifier  cette  formule,  supposons-la  yraie   pour  n 
et  démontrons-la  exacte  pour  la  valeur  n  -|-  i  : 

ou  y'*+^=  P„4.,cf^-  (g) 

b.  L'équation  (2)  s'écrit 

y'  =  axy. 

D'après  le  théorème  de  Leibnitz  on  sait  que  si  u,  v  sont 
deux  fonctions  de  x,  la  dérivée  n"®  du  produit  uv  est  égale  à 

ut<n)  4.  JL  u'vi^  -  i)  +    ^^^  ~  ^  uvi^  -«)+.. 

I  1.2 

J u(»»  -  ^)  v'  +  U"l? 

I  ' 

'appliquons  cette  formule  à  y\  il  vient 

qui  s'écrit,  d'après  la  formule  symbolique  (3), 

P„  4-^  =  axPn  +  naPn  -  i    (formule  y).  (6) 

D'autre  part,  (4)  et  (5)  donnent 

Pn  +  1  =  axVn  +  Pn  (7) 

on  P„  =  axPn  -  1    +  P;  -  i    (formule  a). 

Combinant  (6)  et  (7),  on  en  déduit 

P;  =  naPn  -  i  (formule  (3).  (8) 

Prenons  la  dérivée  de  (8) 

p;  =  naP'n  .  1  (9) 

or,  d'après  (8)       P; .  ^  ,  =  (n  -  i)aP„  . ,  .  (10) 

Eliminons  P»  - 1    on  a 

Pn=  n(n  —  i)o«Pn-2  (H) 

^ais  (6)  donne 

P«  =  axPn  - 1   +  (a;  —  i)aPn  -  2  .  (12) 

Sutre  (8),  (11),  (12),  éliminons  P„  .  ^    et  Pn  -  2  ,  il  vient 
P«  +  a^Pn  —  naPn  =  o  (formule  8).  (13) 

c.  L'équation  P„  a  toutes  ses  racines  réelles.  En  effet,  y 
s'annule  pour  œ  =  +  00 ,  a;  =  —  00 ,  et  est  continue  dans 
Imtervalle,  donc  yf  s'annule  pour  une  valeur  a  entre  ces 
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limites.  Donc  y  s'annule  pour  x  =  —  oo,x  =  x,  x  =  -|-x, 
par  suite  P^  s'annule  pour  x  =  d. 

y  étant  continue  dans  chaque  interralle»  y"  s'annulera 
pour  x  =  —  00,  a?  =  p,  a?  =  Y,  a;  =  +oo,  p  eiy  comprenant 
a.  Donc  Pj  s'annulera  pour  x  =:  p  et  x  =  y. 

En  continuant  ainsi  de  proche  en  proche  on  voit  que  ?« 
a  ses  n  racines  réelles. 

On  a  P„  ==  axVn-i  -f  »wPn -j  W 

T?n-i  =  OOjPn-s  -f  (^  —    l)«Pn-j 
P„.  j  =  flxPn-j   +  (**  —  2)aPn  -* 


Ps  =  oxPï  +  3aPi  . 
Multipliant  la  première  par  aXy  la  seconde  par  a'x^-Hn— iifl 
...  on  obtient  en  ajoutant  le  tout 

Pn  =  (ax)^  -] î^ ^ (ax)^  -> 

1  2 

+    n{n-.)(n-2)(n-3)    M  V  (^^)...,  ^  ... 
comme  on  l'avait  trouvé  directement. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Le  Pont,  du  lycée  Saint-Louis 
(classe  de  M.  E.  Lucas);  Aubry,  à  Nancy;  Yauthier^  à  Tarbes;  Quiquet, & 
Lille. 


QUESTION  311 

ftlolotlom  par  M.  P.  Boulogne,  élève  au  Lycée  de  Lille. 


^ar  Vun  des  foyers  d'une  ellipse  on  mène  deux  cordes  paralUlf^ 
à  deux  diamètres  conjugués  et  coupant  la  courbe  en  A,  A'  d'itnf 
part,  en  B,  B'  d'autre  part.  Démontrer  que  AA'  -j-  BB'  estco^ 
stante. 

Soit  m  le  coefficient  angulaire  de  Tune  des  droites;  s^on 
équation  sera  y  =  m{x  —  c).  (^j 

Si  X  et  x"  sont  les  abscisses  des  points  d'intersection  d^ 
la  droite  avec  Tellipse,  on  aura 
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y  —  y'  =  m(x'  —  x") 

et  par  saite 

AA'  =r  \l{x  —  x'y  +  {y  —  y"y  =  {x  —  x")\l  i  +  m« 
Éliminons  y  entre  (1)  et 

6«a;*  +  aY  —  a*b*  ==  o. 
Nous  aurons 

x'(6*  -{■  û*tn*)  —  2a^*cx  +  o»(m*c*  —  h*)  =  o; 

dou  œ  —  x  =  — rr-^. — T—= — . 

des  lors  AA.  =  — rr-^; — ■—- — 

6*  +  ahn* 

Den^éme  BB' = -i^^ii-tjÇL  (g) 

0^1  m  et  m'  sont  liées  par  la  relation  mm'  = — . 

a* 

On  a  donc 

la  longaeur  constante  est  dès  lors  égale  à  celle  du  grand 
axe,  plus  la  longueur  de  la  corde  focale  perpendiculaire  à 
cet  axe. 

Nota.  —  Ont  résohi  la  même  question:  MM.  Qaiquet,  du  lycée  de  Lille; 
Banm,  Sayary,  du  lycée  Henri  IV;  Dupuy,  à  Grenoble. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


llatliéinatiques  élémentaires. 

376.  —  Soit  ABC  un  triangle  ;  le  couper  par  une  transver- 
sale telle  que,  des  dix  segments  qui  en  résultent  sur  les 
trois  côtés,  trois,  non  contigus,  soient  égaux  entre  eux. 

376.  —  Uarbte  d'un  dièdre  donné  a  est  tangente  à  une 
sphère  de  rayon  R.  Quelle  doit  être,  par  rapport  au  plan 
diamétral  de  contact,  la  position  de  ce  dièdre  pour  que  la 
surface  de  sphère  interceptée  par  le  plan  du  dièdre  soit 
maxima? 
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377.  —  Dans  un  trièdre  SABG,lIa  face  BSG  vaat  90  degrés 
et  chacun  des  autres  vaut  60  degrés.  On  porte  sur  5À  une 
longueur  arbitraire,  et  sur  les  autres  arêtes  des  longneors 
SB,  SG,égales  au  plus  grand  segment  de  SA  divisé  en  moyenne 
et  extrême  raison.  Démontrer  que  le  triangle  ÀBG  est  rec- 
tangle. 

378.  —  Trouver  les  côtés  de  Tangle  droit  d'un  triangle 
rectangle,  connaissant  l'hypoténuse  a  et  la  somme  des 
carrés  des  bissectrices  des  angles  aigus. 

379.  —  Déterminer  les  trois  cêtés  d'un  triangle  connais- 
sant le  périmètre  2j),  sachant  que  bc  ==  m*,  et  que  les  mé- 
dianes correspondant  aux  côtés  AB  et  AG  sont  à  angle 
droit. 

380.  —  On  suppose  que  B  n'est  pas  un  carré  parfait  et 
on  propose  de  mettre  la  quantité 

'=  \/  k  +  fB 

sous  la  forme  d'une  somme  de  deux  radicaux  carrés, 

«=  =  /«  +  Yq. 
Donner  les  conditions  nécessaires  pour  que  la  t^ansfo^ 
mation  soit  avantageuse,  ce  qui  peut  avoir  lieu  dans  deux 
cas  différents,  savoir  :  1®  lorsque  les  quantités  a:  et  t/  sont 
de  la  forme  «  -H  ^p  ; 

9?  lorsque  ces  quantités  sont  des  nombres  rationnels.  On 
appliquera  la  formule  d'identité  trouvée  aux  deux  exemples 
numériques  

et  l'on  vérifiera  les  résultats  numériques  ainsi  obtenus. 

381.  -^  Soient  a,  6,  c,  les  trois  arêtes  du  sommet  d'tui 
tétraèdre  ;  on  demande  de  mener  un  plan  qui  détache  o^ 

tétraèdre  dont  le  Volume  soit  le  -^  du  volume  du  tétraèdre 

donné  et  qui  coupe  SA,  SB,  SG  aux  points  X,  T,  Z,  de  telle 
torte  que  l'on  ait 

SX    __BY__    C2 

AX    —    SY    ~    SZ  * 


—  479  — 
MatliématiqUMi  ■pèrtol— . 

382.  —  Si  les  extrémités  d'une  droite  de  longueur  cons- 
tante glissent  sur  detix  droites  qui  se  coupent,  un  point  de 
cette  droite  décrit  une  ellipse  ;  démontrer  que  Taire  de  cettft 
ellipse  est  indépendante  de  l'angle  des  deux  droites. 

(Steiner.) 

383.^  Si  trois  points  d'une  droite  glissent  sur  trois  plans 
q[iii  se  coupent,  on  sait,  par  le  théorème  de  Dupin,  qu'un 
quatrième  point  de  cette  droite  décrit  un  ellipsoïde.  Démon- 
trer que  le  volume  de  cet  ellipsoïde  est  indépendant  de 
l'angle  des  plans.  (Bd.  Luccu.) 

384.  —  Trouver  la  somme  des  produits  trois  à  trois  des 
termes  de  la  progression  arithmétique 

-T  a  .  a-f-r.  a  -}-  2r  ...  a-j-(n  —  i)r. 

385.  —  Sommer  les  suites 

^  +  Q  Gn  "h  Cj  Cj,  +  .  •  •  +  C^<  Gn"*  +  CÎ4.2  Cn« 

(%  indiquant  le  nombre  des  combinaisons  de  n  objets  fi  àp. 

386.  —  Trouver  le  nombre  de  manières  dont  on  peut 
distribuer  p  objets  distincts  entre  q  personnes»  de  telle  sorte 
qiie  chacune  d'elles  ait  un  objet  au  moins. 

387.  — *  Lieu  des  foyers  des  paraboles  qui  rencontrent  en 
deaz  points  fixes  A  et  B  une  droite  donnée,  et  qui  sont  ûor- 
inales  en  A  à  cette  droite.  On  propose  de  vérifier  géométri- 
gnement  le  résultat  trouvé. 

388«  '^  Les  axes  d'une  ellipse  sont  dirigés  suivant  deux 
droites  rectangulaires  données  Oa?,  Oj^.  Soit  M  le  point  de 
c^tte  ellipse  oîi  le  cercle  osculateur  a  la  même  surface  que 
l'ellipse  ;  soit  (jl  le  centre  de  ce  cercle  ;  ^^  la  distance  du 
centre  de  ce'  cercle  osculateur  au  centre  de  l'ellipse  est 
^g^e  à  la  demiHiifférence  des  axes  ;  2^  si  la  somme  des 
^es  de  l'ellipse  reste  constante,  le  lieu  de  M  est  l'enveloppe 
i'una  droite  de  longueur  constante  qui  glisse  sur  les  deux 
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droites  Ox,  Oy,  et  le  lieu  de  fx  est  la  rosace  à  quatre 
branches,  lieu  du  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
centre  de  l'ellipse  sur  une  droite  de  longueur  constante  qui 
glisse  .sur  les  bissectrices  des   angles  des  axes. 

(E.  Lmoine.j 

CORRESPONDANCE 


M.  Bunt-Dubois  nous  prie  de  reetifler  nne  enreor  qui  s'est  glissée  dans  » 
note  sar  la  détermination  du  maximnm  et  du  minimum  de  la  firaetion  do 
second  degré.  A  la  huitième  ligne  de  la  page  11,  il  faut  lire  :  ce  sera  la  oéwt 
choscy  an  lien  de  :  ce  wra  le  contraire.  En  effet,  si  l'on  a  a6'  —  ba'  <  o,  U 
yaleur:z=  "-y/nT  donne  bien  un  minimum,  tandis  qu'elle  donne  nn  maxiffloiB 
si  l'on  eab'  ^ba'  >  o.  C'est  à  cette  partie  du  calcul  que  se  rapporte  te  mol: 

contraire.  Mais  dans  le  cas  de  a6'  —  &a'  <  o,  on  a  :  JnT  =  -r-: — IT"'^' 

'  '  ba  — « 

ayant  d'extndre  la  racine  carrée  de  l'expression  -7 — ; ;--,  il  îàut  b  r^ 

[<U>'  —  6a  )' 

k 
placer  par  l'expression  égale  -—7-; tt^t-  ;  on  a  donc  dans  le  cas  dn  miBiiBom: 

[oa  —  ùoy  ^ 

_    ac'  --  ca'  gç'  —  ca'  yJJT^ — (ocj— o^Ha^ 

^  ~   ab—ba'  ^  '  "       ab'  —  ba'         ba'  —  ab*    ""  àb'^ba 

ce  qui  est  la  même  chose  que  dans  le  cas  où  l'on  eab'  —  ba'  >  o. 

Il  en  résulté  que  le  tableau  qui  donne  le  résumé  (page  45  de  la  Mte\  ^^ 
être,  pour  la  première  partie,  modifié  comme  il  suit  : 

—  (oc' —  co'^  -  >jT 
maximum  pour  x  = ■ -, r—, 

k  >  o,  ab'  —  ba  ^  o{  1  ,    .r 

^      '     .  .  —  oc  —  ca  )  4-  \k 

minimum  pOur  x  = i : --. 

^  ab'  —  ba 

Cette 'erreur  se  trouve  également  dans  l'algèbre  de  M.  Lauvemay,  et  il  ^ 

facile  d'en  trouver  la  raison  ;  c'est  que  M.  Lauvemay  désigne  par  x  la  p^^ 

petite  racine,  et  par  x'  la  plus  grande  racine  de  l'équation 

(ab'  —  &a')  ac»  +  2  (ac'  —  ca')  o?  +  6c'  —  c6'  =  o 

et  que,  si  06'  —  ba'  <  o,  la  plus  petite  racine  est   celle  qui  «)nti<Bt  )« 

signe  +  devant  le  radical,  et  non  pas  l'autre;  de  sorte  que  le  maximum  «^ 

pour  la  même  valeur  que  dans  le  cas  de  06'  —  ba'  positif. 


Le  Rédacteur-Gérant, 
J.  KGEHLER. 


r«fvIS  —   llll'R!MEK!L  CBAIX,  ^O.BCK  BBR6ÈRI,  PHÈB  DD  î'OCLEVARD  MOVnAMTBI.  —  19^^^ 
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MAXIMA  ET  MINIMA 

DE   LX   FONCTION   RATIONNELLE  DU   SECOND   DEGRE 

gg;*  -f-  &x  -f-  c 

^~   ax^+bx  +  c 

Par  S,  Boarget. 


Dans  mon  Traité  d'Algèbre^  j'ai  étudié  cette  question  en 
m' appuyant  sur  l'involution  et  je  suis  arrivé  à  une  règle 
simple,  qui  permet  de  dire  a  priori  ce  que  Ton  doit  trouver, 
aussitôt  que  les  deux  termes  de  la  fraction  sont  décomposés 
en  facteurs  du  premier  degré. 

Bans  la  note  que  je  soumets  aux  lecteurs  du  journal, 
j'établis  quelques  lemmes  préliminaires  qui  me  dispensent 
de  la  théorie  de  l'involution  et  me  permettent  d'arriver  rapi- 
demenl  aux  mêmes  résultats. 

Lemme  I.  —  Posons 

P  =  6*  —  4ac  R  =  6*  — 4a'c' 

Q  =  66'  —  2ac  —  2o'c'. 
On  vérifie  facilement  l'identité  suivante  : 

iflc  —  ca'Y  —  (aV  -  ha)  (6c'  —  cb) 


0) 


=  -i-(Q«-PR). 
4 


Lemme  II.  —  Si  Q«  —  PR  >  o,  P  et  R  peuvent  être 
positifs,  nuls  ou  négatifs  ;  mais  si  Q*  —  PR  <  o,  P  et  R  sont 
nécessairement  positifs  tous  deux,  ou  négatifs  tous  deux  en 
même  temps. 

Lemme  III.  —  On  a  identiquement  : 


a 

b 

c 

abc 

» 
a 

b' 

C 

=  o; 

abc 

a 

b 

c 

abc 

=  o 


Le  premier  déterminant  donne  en  le  développant  : 
a(bc  —  cV)  -f  6(co'  —  ac)  +  c{ab'  —  ba)  =  o. 

JO0BMAL  Dl  MATH.  1881.  31 


—  im  — 

Lo  second  donne 

a  (6c'  —  cb)  +  6  {ca  -r^  ac)  -j-  o  (ab  —  ba)  =  o. 

Ou  déduit  de  là  les  deux  idenlîtcs  : 

c     ,     b    ca  —  oc'     ,      bc  — -  cb'  . 

a  a    ab'  —  ba  ab'  —  ba 

c     ,     b'  "ca~^-  c^'     .     bcr  ^-^  cb'  ,... 

—    -4-   .1  r ,-      .^.         -i^  _    z:z:  O  l*" 

a  a    ab'  —  ba  ab'  —  ba 

en  supposant  a,  a,  ab'  —  ba  différents  de  zéro. 

Lemme  IV.   —  Soient   les  deux  équations  du  second 
degré  :  »    atc*  +  te  -f  c  ===  o  •  (4) 

aa^^  +  é'x  -f^  c  =  o  ;  \^ 

ad^içttûQS  que  oea  cqu^tioai^  n'^iouipas  d«  racine  coiumutte 
(yaix  noUçi  Algèbre f.-ji.  327),  alora  le  d4terminftnt  {ab'  -^ ha)  cs^ 
différent  de  zéro. 
'  De  plus  : 

;     (ac.-^  cay  -r.(a6'  -^  6a')(6a'  ^  cb)  ^  1/4  (Q«  —  PB) 
est  diffSérent  d^  zèvQy  donc  Q*  —  PR  est  différent  de  léro. 

Lemme  V.  —  Les  relations  (4)  et  (S)  (fonnenl,  eni  nommaul 
a,  a  les  racines  de  Téquation  (4)  et  j3|  ^'  les  racûwséôï*'- 

quation  (5)  :    _.       .  . 

,     ,.     ,.   ca'  —  ac      ,     6c'  —  c6' 


ab  —  ba  '        ab  —  ba 


ou  bien 


(cd  —  ^c  V  '        g<r/^  —  tfc  \  /'Cf/'  —  ^'^  V 
""  ■"   rtfr^  —  6o^  A''  "^  ff^'  —  6a'  ;  ~  \  û6^'—  fta  / 


bc  —  cS' 


■^P"    MMfc 


a6'  — ^  6a' 


/  cd  —  ac  \  /  .        ca  —  ac  ^.  /  ca'  '—  ac  V 

Y  ~  ab'  —  6a': )\   ~  a6'  —  *a'  /  ""  \ii6'  — 6a  >    " 

io  —  c6' 
a6'  —  bd 
ou  bien 
/  oa-.«cY  co;~ac\  .Q^.-^^-     ^^^ 


V        ab'  -  ^a  A"^        aé'  ^  ba  /  ~^    4  (a6'  —  6a')«  *  ^  ^ 

Preiïonaf  le  cè»  particulier  oîi  a,  a,  ^,  p'  sont  réds ;  c'est- 
à-dire  le  cas  où        P  >  o  R  >  o 
et  convenons  de  porter  ant  une  droite  à  partir  d'un  point  0 
tîxe,  les  racines  a,  a',  f^,  p\  ûbqb  xxtï  gens  ou  dans  Tâulré 
suivant  leurs  sigriefl.    Soit   î  le   polût  correspondant  au 

CCI   """  flC 

noflibre  ,       ;.  soient  A,  Ak'  les  points  correspondants 

aux  racines  a,  a,  et  B,  F  les  points  correspondants  aux 
racines  p,  ô',  les  parenthèses  des  premier»  membréft  dé 
(6)  et  (1)  représenteront,  eia  Tatours  tAMùlma,  les  Icm- 
ffoenr»  lA,  là',  IB,  JF. 

!•  8i  Q*  -*  ÏR  >  o,  Uê  pafenthësee  aurèrnt  le  mèttie 
9igB<9^doneA  et  Â' Mfont  dti  mdinë  Côté  du  poîM  I;  il  M 
wr»  de  mèifte  de  B  et  B'.  IXâilleurs,  eoiiime  le  |rfbduft 
lA.  lA'  est  égal  au  produit  IB .  IB',  si  IB  est  snpérieul"  h  lA,' 
IB  Sera  fàféficuF  à  lA';  donc  dens  Ce  cas  r 

Oa  bien  les  x>oi^    ^  ot  B'  sont  dans  l'intervalle   des 
points  A- ërA:^  . 

Ou  bien  les  points  Â»  A!  sont  dans  TintervaUe  BB' ; 
Ou  bien  les  deux  points  A,  A'  sont  d'un  côté  du  point  T 
et  les  deux  points  B,  F  derantrecôté. 

^  Si  Q»  «^  PR  <  oy  P  et  R  se^nt  ttéee«s»îr«ifléni  de 
même  signe,  àôné  les  raeinés  des  équations  (4)  et  (S)  Sont 
tontes  réelles^  où  toutes  imaginedi-ôâ.  Adinettons  qu'elles 
soient  réelles.  Les  parenthèses  des  relati>onS  (6)  et  (7)  Stiront 
àés  signes  eontf aires,  donc  îô  point  I  sef»  dans  rhrterTalls' 
AA'  et  aussi  dans  l'inteftalle  BB'. 

Comme  le  ik-oduît  TA .  lA-^es*  é^al  atr  pwdnit  IB-IF,  si' 
B  est  plnârofstn  de  I  que  le  point  A,  le  poffot  B'  ser«  phïë 
éloigné  de  I  qnele  point  A';  donc  les  deux  segmerktsAA',  FF 
empiétercmf  l'un  sur  l'eufre. 

Ces  préliminaires  posés,  il  est  facile  de  fésondne  le  pfo^ 
blême  suivant  : 

ProWémel  ^  Trouver  les  maxima  et  les  minima  de  la 
fonctiùn  rationnelle  du  second  dfejni 
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ax«  +  bx  +  c  ,Q, 

^         ax*  +  bx+c 
Nous  supposons  que  les  six  coefficients  sont  réels  et  que 
les  deux  équations 

005*  -{-  bx  -{-  c  =  o  ax*  +  t'a;  +  c'  =  0 

n'ont  pas  de  racines  communes,  que  par  conséquent 

(ac'  —  cdY  —  {aV  —  6a')  (6c  —  c6') 
ou  Q«  —  PR 

sont  différents  du  zéro,  et  qu'en  même  temps  le  déterminant 

aV  —  6a' 
est  différent  de  zéro. 

Les  deux  coefficients  a  et  a'  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois, 
sans  quoi  la  fraction  serait  le  rapport  de  deux  binômes  du 
premier  degré  et  le  problème  changerait.  L'un  des  coeffi- 
cients a  ou  a  peut  être  nul,  nous  examinerons  à  part  ce 
cas  particulier;  nous  supposerons  d'abord  qu'ils  ne  sont 
nuls  ni  l'un  ni  l'autre. 

Résolvons  l'équation  (8)  par  rapport  à  a?,  nous  aurons 

^  ^    -  (fty  -h)±  y/Ry'  -  2Qy  +  P       ^j| 

2(a'î/  —a) 
Distinguons  maintenant  plusieurs  cas: 

Premier  cas:    R  <  b,    Q«  —  PR   >  o. 
Le  trinôme  placé  sous  le  radical  de  (9)  a  ses  racines  réelles 
et  inégales,  on  peut  donc  le  mettre  sous  la  forme 

R(y  —  y) (y  —  yl  '"  y  <  y^ 

Pour  que  x  soit  réel,  R  étaut  positif,  il  faut  que  y  soit  en 
dehors  de  l'intervalle  des  racines  y  et  y',  donc  y  est  un 
maximum  d'une  série  de  valeurs  possibles  et  y' un  minimum 
d'une  autre  série  de  valeurs.  —  Si  R  <  o,  il  faut  pour  U 
réalité  de  x  que  y  soit  compris  dans  Tinteryalle  des  deux 
racines,  donc  y  est  un  miniinum  d'une  série  de  valeurs, 
y'  est  un  maximum  de  cette  même  série.  —  Dans  tous  les 
cas,  il  y  a  un  maximum  et  un  minimum. 

Deuxième  cas:    R  >  o,    Q*  —  PR  <  o. 
Dans  ce  cas,  les  racines  du  trinôme  en  y  étant  imaginaires 
et  le  premier  terme  étant  positif,  le  trinôme  est  positif  quei 
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que  soit  X,  y  n'est  assujetti  à  aucune  condition  pour  la 
réalité  de  x^  il  n'y  a  ni  maximum  ni  minimum  de  y. 

C'est  le  cas  oîi  les  racines  des  deux  termes  sont  réelles, 
carR  et  P  sont  nécessairement  de  même  signe,  et  oii  les 
segments  ÂA\  BB',  déterminés  par  ces  racines  sur  un  axe, 
empièteDt  l'un  sur  l'autre  (*). 

REMARQUE.  —  On  ne  peut  pas  supposer  à  la  fois 

R  <  o,    Q«  —  PR  <  o. 
En  effet,  on  peut  mettre  le  trinôme  en  y  sous  la  forme 

{by  —  6)»  —  4(«'»  —  a){cy  —  c). 
Faisons  successivement  dans  ce  trinôme  : 

a      c 

ce  trinôme,  à  cause  de  son  premier  terme  Rt/'  <  o,  prendra 
successiTement  les  signes 

-      +      +      - 

doncil  anécessairement  deux  racines  réelles,  qui  comprennent 

les  nombres  — r,  —r,    donc  Q*   —   PR  est  nécessairement 
a      c 

positif.  (Cette  remarque  est  due  à  M.  Pichenot.) 

Troisième  cas  :  R  =  o. 

Le  trinôme  sous  le  radical  devient 

On  ne  peut  pas  supposer  que  Q  est  nul,  car  on  aurait  dans 
cette  hypothèse  Q*  —  PR  =  o,  ce  qui  ne  peut  pas  être. 
I)onc  suivant  le  signe  de  Q,  y  aura  pour  maximum  ou  pour 

P 

minimum  — rr-. 

2Q 

Remarque.  —  Les  maxima  ou  les  minima  que  nous  déter- 
minons ainsi  soit  des  maxima  ou  des  minima  absolus;  ils 
correspondent  sont  à  des  valeurs  finies  de  ce,  soit  à  des 
valeurs  infinies.  Mais  nous  avons  fait  voir  ailleurs  dans  le 

{*)  Noos  rappeUeroQs  à  nos  lecteurs  que,  dans  une  note  publiée  dans  le 
Journal  (tome  II,  p.  19)  nous  sommes  arrivé,  par  de  simples  considérations 
i^éométriqnes,  à'  une  conclusion  identique  à  celle  de  M.  Bourget  { A .  M). 
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jounoal,  que  pour  celte  lonetion  y  continué  et  uniforme,  les 
maxima  oa  les  minintô'  absolus  sont  aussi  des  maxima  ei 
des  minlina  relatifs ^^  à  la  condition  que  Ton  considère 
a?  =8  +  00  comme  répondant  au  même  point  de  Taxe  desâr. 
ia  méthode  indirecle  que  nous  avons  employée  ne  conduil 
donc  pas  à  des  résultats  contradictoires  avec  ceux  que  donne- 
rait la  méthode  directe,  fondée  sur  la  définition  classique  des 
maxima  et  des  minima. 

Cette  méthode  indirecte  permet  de  prévoir  immédialemenl 
ce  que  Ton  trouvera  à  la  vue  seule  des  deux  termes  de  la 
fraction  décomposés  en  facteurs  du  1"  degré,  et  l'on  peut 
énoncer  le  théorème  suivant,  que  nous  avons  démontre 
dans  notre  Algèbre,  en  •  nou-s  appuyant  sUr  Tinvolution. 

'  ■  l'héoi'ème.  —  4^  La  fonction  y  =   ^ ,   ,  ^,     ^  ^r,'  qmd 

a  x*-+.b  x+c 

X  va7'ie  de  —  oo.  à  -{-  qo  ,    n'a  ni   maximum   ni  minimum, 

i^ilcA  racines  du  nuinéraieur  et  du  dénominateur  sont  réelles ^^ 

si  les  segments  AA',  BB'  qu'elles  déterminent  sur  un  axc^  empJ^ 

ienl  l*uû  sur  Vautre, 

2*  Dans  l^ça^  qùH  dénominateur  de  la  fonction  a  5e5.rocim'.> 
égales,  la  fonction  a  un  maximum  ou/un  minimum, 

3^  Dans  tous  les  autres  cas\  elle  a  un  maximum  et  un  minimum. 

Cas  particuliers.  —  Les  cas  particuliers  oîi  a  ou  bien  « 
seraient  nuls^  peuvent  être  regardés  comme  rentrant  dans 
le  cas  général,  en  disant  que  dans  «cette  hypothèse  le  tri- 
nôme cprrespondant  a  une  racine  réelle  infinie. 

Remarqua.. —  Nous  ne  parlons  pas  des  valeurs  infinies  <if 
y,  qui  peuvent  être  considérées  comme  des  maxima  ou  des 
minima  de  y,  si  le  dénominateur  de  la  fraction  a  ses  racines 
égales,  comme  Ta  remarqué  M.  Burat-Dubois. 

Nous  engageons  le  lecteur  à  consulter  sur  le  même  sujei 
les  articles  suivants  parus  dans  le  Journal  de  MathémoU' 
ques  : 

Note  d'algèbre  (Remarque  sur  la  fraction  du  second  degn'.'- 
par  M.  PiGHENOT,  t.  II,  p.  133;  —  Note  d'algèbre  (Étude  de. 
variatioiis  de  la  fraction  du  second  degré),  par  M.  "Sm^' 
t.  II,  p.  358. 
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OUÎSTIONS   D'EXAMEN 


n  étant  un  nombre  impair ^  le  produit, 

n(n*  +  2  )  (n*  4*  7) 

U  suffit  de  dânàonirer  que  oè  pf^duit  est  ditisiblè  par  ^ 

et  par  8.  Or,  déjà,  si  n  n'est  pas  divisible  par  3,  n*  est  un 
raulliplô   dé   3,  augmenté  de    i  ;  donc  71*  -f~  2  est  divisible 

De  plus  le  carré  d'un  nombre  impair  est  toujours  un  laul* 
liple  de  8,  augmenté  de  i  ;  donc  n»+  7  ©st  un  multiple  de  8. 
La  proposition  est  doûC  démontrée. 


Etant  donnés  un  point  et  une   circonférence ,  mener  par  le 

poini  une  sécante  telle  que  la  partie  extérieure  soit  à  la  partie 

m  ■  ••' 

intérieure  dans  un  rapporêdonné . 

(Le  lecteur  est  prié  de  ifaire  la  figure.) 

Je  suppose  le  problème  résolu;  soii  A  le  point  donné, 
Afi  la  partie  extérieube,BG  la  partie  intérieure  de  la  sécante. 
Je  mèaa  It  diamètre  APQ  pasadat  piar  U.  piQXnt  A.;  pui/i.  je 
joins  le  point  C  au  point  Q,  et  par.  le  point  B»  jd  jcnèD^  BQ' 
parallèle  à   CQ   jusqu'à  la  rencontre  avec  le  diamètre;  j'ai 

AQ'  ^  AB  ^       m        ,  . 

AQ  ""  AC  ""  m  -f  n  * 
Donc  le  point  Q'  est  connu  ;  je  verrais  de  même  que 
si  je  mène  la  droite  GP  et  sa  parallèle  BP',  le  point  F 
oîi  celle-ci  rencontre  le  diamètre  est  déterminé,  de  plus 
l'angle  P'BQ'  est  droit,  donc  le  point  B  est  sur  une  circon^ 
férence  ayant  P'Q'  comme  diamètre  ;  il  est  facile  àe  trouver 
le  oenife  et  1«  rayon  de  celt^  circonférence;  le  centre  se 
trouve  au  point  O'  sur  la  ligne  AO,  tel  que  Ton  ait 

AO  m 

AO    "~    m  -[*  j/  .' 
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On  en  déduil  facilement 

00'  n 


AO  m  +  n 

D'autre  part,  le  rayon  R'  de  cette  circonférence  sera  donné 

par  la  proportion  -—  =  -— ]—- . 

Nous  pouvons  d'après  cela  chercher  comment,  pour  cba- 

tn 
que  valeur  du  rapport  — ,  doit  être  placé  le  point  A  pour 

que  le  problème  soit  possible,  étant  donnée  une  circonfé- 
rence  particulière.  En  effet,    la  dernière  proportion   nous 

R  —  R'  n 

donne  =; =  ; 

R  m  -\-  n 

R  +  R'  2m  +  n 


R  m  -\-  n 

Or,  on  doit  avoir 

R  —  R'  <  00'  <  R  +  R 

_         n  Lix        ^  Tk    •  2m  +  n 

ou  R  ; <  AO.  — i <  R.  r- . 

m  -f-  p  m  -f-  n  m  +  n 

La  première  inégalité  est  toujours  vérifiée  si  le  point  A 

est  extérieur  à  la  circonférence  ;  il  reste  donc 

AO  2m  +  n 


R       ^  n         ' 

telle  est  la  relation  à  laquelle  doit  satisfaire  AO  pour  que 
le  problème  soit  possible. 


En  supposant  que  les  deux  équations  du  second  degré 

X*  +  px  +  q  =  G 

3t*  +  P'x  +  q'  =  o 
ont  une  racine  commune,  on  demande  de  former  Véquation  du 
second  degré  qui  admet  pour  rctcines  les  racines  non  communfi 
des  deux  équations  données. 

Appelons    a?i  et  x^  les  racines  de  la  première  équation; 

Xi  et  Xf  les  racines  de  la  seconde. 
Nous  avons      a?!  +  ^t  ==  —  P\    XiX^  =i  q 

^\  +  CD,  =  —  p'      Xiœ^=  q. 
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Nous  en  tirons  facilement 

q  —q 

p  —p 

,  ;  9(P'  —  p) 

et  par  suite  x.  =  — 2-i- f^— 

q—  q 

Donc  .,+..=    (/+  ?'  (P  -  P)  . 

q—  q 

,     '  '  ~     (q-  g-y     ' 

Par  suite,  l'équation  cherchée  est 

(9-9')«X«  +  (q^  ^q'*)(p-p)X+qq{p-py  =  o. 


Résoudre  un  triangle,  connaissant  un  angle  A,  la  bissectrice  a 
et  la  hauteur  h  partant  du  sommet  de  l'angle. 

Il  est  facile  de  voir  que  Tangle  de  la  bissectrice  et  de  la 
haotear  est  égal  à  la  demi-différence  des  angles  à  la  base. 
En  effet  l'angle  que  fait  la  hauteur  avec  le  plus  grand  côté  c 

est  égal  à  — -  -f*  P^  ^^  appelant  p  l'angle  de  la  bissectrice 
et  de  la  hauteur  ;  par  suite  on  a 

^  -D  ^  I 

2  2 

donc      2p=ic—  2B  —  A  =  C  —  B; 

d'autre  part  on  a        sin  p  =  — ; 

a 

il  sera  donc  facile  de  déterminer  l'angle  aigu  p,  et  par 
suite  on  aura  les  angles  BetC;  on  est  donc  ramené  à  résoudre 
un  triangle  dont  on  connaît  les  angles  et  la  hauteur,  pro- 
blème que  l'on  sait  résoudre. 


Résoudre  un  triangle,  connaissant  un  angle  A,  la  bissectrice 
let  la  médiane  m  issue  du  même  sommet. 

On  a  d'abord      2  (6*  -}-  c*)  =  4»»*  +  û*, 
00,  puisque  a*  =  6*  -f  c*  —  26c  cos  A, 
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on  en  tire  6*  -}~  c*  ==  4  ****  *^  ^ftc  cob  A; 

puis  a*  =s  4  m'  —  46c  cos  A  ; 

enfin,  entre  la  bissectrice  e(  les  côtés,  on  a  la  relatiou 

ce  qui  peut  s'écrire 

•-    T      26c  (m'  —  bc  cos  A) 

6c  =  ^  4-       ^ 


2W*  +  6c  (  I  —  cos  A)  ' 

On  en  déduit  6c  par  réqoation  suivante  du  second  degré: 

A  A 

6*c*  ces* 6cZ"  sin* 2m*/*  =  o* 

2'        .  2 

Cette  équation  a  ses  racinea  réelles;  on  ne  doit  prendre 

que  la  racine  positive,  .et  môme  pour  qu'elle  soit  acceptable. 

il  faut  que  Ton  ait      6'  +  c*  —  26c  >  o  ; 

or,  on  a  6»  -}-  c»  —  26c  =^  4ttt«  •—  46c  cos»«^— -. 

En   remplaçant  6c   par  la    racine  positive   de  l'équalion 
obtenue  plus  haut,  on  trouve  comme  condition 

/i  3ln*  A*  4*  Amyi^  cos*  —  >  0 
2  2 

qui^  après  réduction,  donne 

m  >  l. 
Cette  condition  étant  remplie,  il  est  facile  de  voir  que  les 
valeurs  que  l'on  en   tire  pour  a,   6,  c,  sont  les  côtés  d'un 
triangle  ;  il  suffit  que  l'on  ail 

(6  —  c)«  <  a«  <  (6  -(-  c)K 
Or  on  a 

A 
(ft  —  c)*  =5=  4m*  r-  a6c(i  4*  00*  A)  =3s  4W*  —  46c  cos*   — 

•  •      •  "  A 

(64-  c)'  sa  4m*  -f-  **c(i  —  COS  A)  3=  4m*  4-  4^c  *****  T* 

A  A 

et    r/*  =  4wi*  —  46c  COS  A  =  47?ï*  +  4^^  sin* 4  6r  cos* -^  • 

Ou  voit  alors  immédiatement  que  là  double  inégalité  pré- 
cédente est  vérifiée. 


^  m  -^ 


•dl^aa^M^^B 


=3= 


j      ..» 


QUESTION  267 

Solution  [ysiv  M.  Chrétien,  élève  au  Lycée  du  Havi*ê. 


On  donne  dnns  un  plan  deux  circônféi*ences  qûî  se  coupent  on 
kfH  wn  point  B.  On  demande  de  iéanrey  de  B  comme  centre, 
%%e  cmonfirence  telle  que  deux  des  points  G  et  D  où  elle  coupe 
le$  deuœ  premières f  soient  en  ligne  droite  avec  le  point  A. 

En  outre,  on  suppose  que  le  point  B  parcourt  la  plus  grande 
des  deuœ  circonférences  ;  par  chacune  de  ses  positions,  on  mène 
um  parallèle  à  la  direction  correspondante  ACD.  Démontrer  que 
cette  parallèle  est  constamment  tangente  à  une  ellipse  fixe,  que 
a  on  propose  de  déterminer. 

ffLimtRR  PARTIE.  —  Soient  G  etD  les  deux  points  où  la  cir- 
couîèreuce  cherchée 
coupe  les  deux  cir- 
conférences données 
0  et  O'y  I  .étant  le 
milieu    de   GD  joi- 
gnons les  points  0  et 
0'  aux  points  A  et  I, 
el  abaissons  les  per- 
pendiculaires QEjOF 
sur  CD.  Nous  avons 
01«  =;:  OA^  4-  lA* 

—  2IÀ.AE 
0I«  =b'A«-f-IA* 

-f  2IA.AF  : 
Donc,  en  ajoutant, 
et  remarquant,  d'a- 
près les  positions  des  points  I,  A,  E,  F  sur  la  drqite  GD,  que 

l'on  a  AE  =  ÏF  =  lA  +  Al^, 

il  vient  01»  +  O'P  =  OA»  +  0'A«. 

Donc  le  Heu  du  point  I  est  une' drconTérence  ayant  ]^our 
centre  le  milieu  H  de  00',  et  passant  par  lé  pollit  A.  91  nous 
prenons  rcKlrémilé  A^  du  diartrètre  AH,  il  est  facile  dc  voir 
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que  la  ligne  BIÂi  est  une  ligne  droite,  d'où  nous  tirons  la 
construction  suivante  T  Nous  joignons  le  point  B  au  symé- 
trique Al  de  A  par  rapport  au  milieu  OH  de  00',  et  du  point 
A  nous  menons  une  perpendiculaire  sur  BA^  ;  cette  perpen- 
diculaire rencontre  les  circonférences  aux  points  G  et  D 
qui  appartiennent  à  la  circonférence  cherchée. 

DeuxiAme  partie.  —  B  étant  sur  la  plus  grande  circonfé- 
rence» menons  à 
CAD  par  le  point 
B,  la  parallèle  BT; 
soit  F  le  symétri- 
que de  A|  par  rap- 
port à  BT;  menons 
par  ce  point  F  la 
parallèle    à   Ofi: 
elle  rencontre  BT 
en  6,  et  A|0  en 
L;  ce  dernier  point 
est  fixe,  puisque 
AiO=:OL;onvoil 
facilement     que 
AjG  -f  LG  =  LF 
=  20B,  etqueles 
angles  AjGB.LGT 
sont  égaux  ;  donc 
le  point  G  décrit  une  ellipse  ayant   pour  foyers  A|  et  L, 
pour  grand  axe  le  diamètre  de  la  grande  circonférence  qui 
passe  par  les  points  précédents,  et  de  plus  cette  ellipse  est 
tangente  à  BT.  g.q.f.d. 


QUESTION  304 

Aolntldn  par  M.  Henri  Bourgbt,  du  Collège d'Aix. 


On  donne  deux  cercles  0  et  0',  tt  on  mène  une  sécante  SAA 
par  un  des  centres  de  similitude.  Par  les  points  antihomologue>: 
A  et  A',  on  mène  les  rayons  OA  et  O'A'  ^t  se  coupent  enl,  ^ 
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même  les  tangentes  respectives  AH,  A'H  qui  se  coupent  en  H. 
On  joint  SH  et  SI,  ^'  étant  le  second  centre  de  similitude.  On 
demande  le  lieu  du  point  de  rencontre  des  droites  SH  et  SI.  Si 
l'on  prend  pour  centre  d'inversion  le  point  Set  pour  module  d'in- 
version un  module  tel  que  chaque  circonférence  se  change  dans 
l'autre,  on  demande  quelle  est  la  figure  inverse  de  taxe  radical 
i/Rs  deux  cercles.  (Desmons.) 

1®  Commençons  par  faire   la  remarque  suivante  :  si  Ton 
a  (pg.  4)  on  cercle 

0  dans  leq[uel  on 
inscrit  un  quadri- 
latère dont  les 
diagonales     sont 

1  une  le  diamètre 
HI ,    Vautre     la 
corde  AA'  perpen- 
diculaire   à     ce 
diamètre,    et    si 
l'on    prend     sur 
AA'  ou   sur  son 
prolongement  un 
point  S  que  Ton  joint  aux  points  I  et  H,  on  voit  que  les 
droites  MI,  NH,  LS  sont  les  trois  hauteurs  du  triangle  IHS  ; 
et  que  le  point  D  est  le  conjugué  harmonique  de  S  par  rap- 
port à  A  et  A',  puisqu'il  appartient  à  la  polaire  du  point  S. 

Cela  posé;  considérons  le  problème  proposé  {fig.  2). 

Parmi  les  sécantes  qu'on  peut  mener  du  point  S,  menons 
la  ligne  SO.  Dans  ce  cas  on  voit  aisément  que  le  point  S 
est  le  point  de  rencontre  de  SH  et  de  IS';  le  point  S  est 
donc  un  point  du  lieu.  Il  en  est  de  même  du  point  S\ 

Nous  allons  démontrer  que  pour  un  point  quelconque  M 
du  lieu,  l'angle  SMS'  est  droit,  le  lieu  sera  donc  une  cir- 
conférence décrite  sur  SS'  comme  diamètre. 

Pour  cela,  rappelons-nous  d'abord  que  les  tangentes  eu 
des  points  antihomologues  se  coupent  sur  l'axe  radical  HR 
des  deux  cercles  0  et  0',  et  que  par  suite  le  quadrilatère 
inscriptible  AIATE  a  ses  côtés  égaux  deux  à  deux^  et  que 
le  faisceau  (I»  OS'O'S)  est  harmonique  : 


Fig  1 


^  494  ^ 

Par  suite,  le  poinl  D  esi  conjugué  harmonique  de  S  par 

rapport  à  AA';  donc 
en  considérant  le 
quadrilatère  inscrip- 
ible  AIA'H,  nous 
Toyôns  diaprés  noire 
remarque  prcmVcrc 
que  rangîccnMcst 
droit,  ce  qtfil  faillit 
démontrer. 

2«  Dans  la  trans- 
formation proposée. 
STT'  se  transforme 
en  elle-même,  et  les  points  T  et  T'  l'un  dans  l'autre.  Le 
module  d'inversion  doit  donc  être  V^ST  .  ST,  la  moyenne 
géométrique  des  puissances  du  point  S  par  rapport  aux 
cercles  0,  0'. 

Dans  la  figure  transformée.  Taxe  radical  rcnoonlranl  la 
ligne  du  centre  en  R  se  transformera  en  une  circonferenco 
décrite  sur  SR'  comme  diamètre,  SR'  éUnt  dctormiaé  jaï  ^ 
relatioa  SR  .  SR'  =  ST  ..  ST. 

.  Ce  cercle  sera  donc  facile  à  construire. 

QUESTION  338    . 

•olution  par  M.  Ritaed,  élève  au  Lycée  du  Mans. 


Soient  ABC  nri  friangle;  AD,  BE,  CF,  les  hautexcn  tthaM' 
respeotivemeni  snr  les  côtés  BC,  CA,  AB;  Otepofii^  (tinlcrseclion 
de  ces  im$teurs.  Snr  AB,  on  prend  un  point  G  tel  qne  OC  =  CA  : 
sttr  AC  un  point  H  tel  que  BH  =  BA  ;  on  mène  DK  f^ri- 
lèle  à  ED,  GK  parallèle  k  FD;  CQetl>F  se  coupent  err  m;  BH 
et  DE  se  coupent  en  n.  Cela  posé,  on  demande  de  dèmontnt  : 

#•  Qu>e  les  six  points  B,  O,  0,  H,  C,  E,  sont  sur  une  mémf 
cireonférenee; 

*•  Que  les  cinq  points  O,  M,  D,  G,  E,  sont  sur  une  même  cir- 
conférence ;  il  en  est  dé  même  des  cinq  points  O,  Df,  D»  B,  f: 
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:l^i)u0Omeisiperpei$dicuiaire6uriJG\  ei  OirAur  BH;    • 
4'*Qm  O  Ml  le  centre  du  cercle  inscrit  datii  DKF,  '  (rtongfft 

qui  est  U  quart  eu  trimgle  semblable  KGIf,  eà  mussi  le  oentré 

dà  cercle  circonscrit  à  AGH  ; 

•  5"  Que  les  quatre  points  E,  0,  ri.  H,  aont  sur  une  même  cir- 

eott/«v#k«',  ainsi  que  les  quatre  pointa  F,  Oi  m,  tr- 

l^  L'augle  CGB  est  supplémentaire  de  Yangh  COA,  qui) 
par    construction,    est 
égal  à    l'angle    BCA: 
l'angle   COB  est  égal  ë 
l'angle  EOP;  or   dans 
le  quadrilatère  iasorip- 
tible  EOFA,  ou  a 
EOP  +  EAP=  2dr; 
donc    le    quadrilatère 
BGOU  est  inscriptible. 
L'angle  ÂHB  étant,  par 
constniction ,     égal    à 
l'angle  CAB,  est  supplé- 
meaUlra  de  COB»  et  la 
çirçoAférenee       BGOG 
passa  par  le  poi^t  H.  ^ 
fiofin,  Vmglo  6KG  est 

par  consUoclioB  égal  à  £DF.  Or,  le  quadrilatère  inscripti- 
me  doBne  ÂDF  ^^  ACF,  ei  piaisque  AD  et  GF  sont  les  bissec- 
trices da  BûF  et  de  AGG,  Içs  w|^s  HKG  et  HGG  sont 
sapplémenUifBs,  et  le  point  K  êe  Ifouve  sur  la  circonfé- 
rence BGOGH. 

â^  On  a  déj^  ▼«  que  ADF  ss  FGO.  Par  suite  les  quatre 
points,  0,  m,  D,C  sont  sur  une  mêsie  circonférence;  mais 
on  sait  que  la  eireonférence  qti  passe  pas  les  points  0,  D,  G 
passe  par  le  point  S.  Oo  démentterait  de  môme  que  les 
cinq  p«)inl».  0,  tn  D,  B,  F  sobI  eur  une  même  circonférence. 

3®  Dans  la  circonférence  OmDÇE,  on  a  GwO=  GDO  =:  idr. 
On  toit  de  même  que  OnB  t=  idr. 

¥  On  saii  que  les  batitràr»  du  iriangle  ABG  sont  les 
bisseolfice»  de»  angles  du.  iHMg)^  MSF  ;  le  ik)iiii  O  eat  iom' 
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le  centre  du  cercle  inscrit  dans  ce  triangle.  Les  points  £, 
F,  étant  les  «milieux  des  côtés  AO  et  AH  du  triangle  AGH, 
les  triangles  EDF,  HGE,  qui  ont  les  côtés  respectiTement 

parallèles,  sont  semblables,  et  le  rapport  des  surfaces  est  j. 

De  plus,  le  point  0  est  le  centre  du  cercle  circonscrit  au 
triangle  AGH. 

go  Dans  le  quadrilatère  EOnH,  les  angles  opposés  HEO, 
HnO  sont  droits  ;  le  quadrilatère  est  donc  inscriptible.  11  en 
est  de  même  du  quadrilatère  FOwG. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  queslion  :  MM.  Vitte,  Lapareillé,  Baroo,  an 
lycée  Henri  IV;  Flévet,  à  Lille;  Baudouin,  à  Beauvais;  H.  Bourget,  à  Aix; 
William  Hoovei*,  à  Dayton  (États-Unis  d*Amérique)  ;  Montérou,  au  lyeêe  Lonisr 
le-Grand;  Giroud,  à  Grenoble;  Leclair,  à  Passy;  Prorost,  au  Mans;  Perrier, 
à  Lons-le-Saulnier;  Gino-Loria,  à  Mantoue;  Léry  et  Tinel,  à  Rouen;  Joiv, 
à  Tarbes. 


QUESTION  339 

Solution  par  M.  Jolt.  élève  du  Lycée  de  Tarbes. 


Dam  un  cercle^  on  mène  à  partir  (Tun  point  B  sur  la  ctrcon- 

férencBy  deux  cordes  fixes  et  égales  BC, 
BC,  puis  on  prend  un  point  k  fixesw 
la  circonférence;  une  corde  PQ  se  meut 
en  restant  toujours  égale  à  BC.  On  jowl 
le  point  B  au  point  P  et  le  point  A  ott 
point  Q  ;  ces  deux  lignes  se  coupent  en 
0  ;  de  même  les  lignes  AP  et  BQ  se  m- 
pent  en  0'.  Trouver  le  lieu  gêométrifi^ 
du  point  0  et  le  lieu  géométrique  de 
0'. 

Soit  I  le  milieu  de  l'arc  GA,  et  D  le 
centre  du  cercle. 
L'angle  BOA  a  pour  mesure  arc  BC 

4-  arc il  est  donc  constant,  cl 

le  lieu  du  point  0  est  un  segment 
décrit  sur  AB  comme  corde»  et  capable  de  l'angle  BDI. 
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On  yerraitde  même  que  le  lieu  du  point  0'  est  un  segment 
décrit  sur  AB  comme  corde,  et  capable  de  Tangle  CDI, 

>'0TA.  —Dot  i-ésolu  la  même  queslion  :  MM.  H.  Bourget, à Âix ;  Baudouin, 
à  BeauFais;  Vitte,  Baron,  au  lycée  Henri  IV;  La  Chesoais,  au  lycée  Saint- 
Louis;  Provost,  au  lycée  du  Mans;  Barthe.  àTarbes;  Bertin,  à  Vesoul;  Henry, 
à  Rréchaincoort. 


QUESTION  340 

SolvUoB  par  M.  Tinel,  élève  au  Lycée  Corneille  à  Rouen. 


Conmissant  les  sommets  des  trois  triangles  équilatéraux  cofis- 
Iruits  sur  les  côtés  d'un  triangle,  déterminer  géométriquement  ce 
triangle. 


Supposons     le 
problème  résolu, 
et    soit  ABC    le 
triangle  cherché; 
soient  A',  B',  G 
les  sommpts  des 
triangles  équila- 
téraux donnés. On 
sail(DESBOVKS, 
Questions  de  géo- 
métrie,    p.     156) 
que    ces    droites 
sont    égales,    se 
coupent    en     un 
point  I,   et    que 
l'on  a  Aie  =  CIB  =  BIA  =  1 20^ 

Le  quadrilatère  A'BIG  étant  inscriptible,  et  le  triangle 
A'BC  étant  équilatéral,    ou    sait   aussi  (Desboves,    loc.   cil. 
p.  15*)  que  l'on  a        lA'  =  IB  +  ÏC. 
On  a  de  même  ÏB'  =  IC  +  lA, 

IC  =  lA  +  IB. 
Construisons  sur  A'3',  A'C,  B'C  extérieurement  au  trian- 
gle A'B'C  des  triangles  équilatéraux  dont  les  sommets  res- 

MUBNAL  1>E  MATH.  iHSl.  3i 
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pectifs  soient  C',  B',  A*.  Il  est  facile  de  voir  que  les  droites 
A'A%  B'B',  CCr,  passent  par  le  point  I,  et  aussi  respective- 
ment par  les  points  A,B»G;  de  plus,  on  a,  pour  la  même 
raison  que  précédemment, 

A*I  =  IB'  -h  I^-'  =  IG  +  IB+  2AI  , 

On  en  tire  facilement,  puisque 

A'I  =  AA"  -h  AI 
et  que  IG  +  IB  =  lA', 

la  relation  AA'  =  lA  +  AI  =  AA'. 

Donc  le  point  A  est  le  milieu  de  A'A'.  On  déduit  de  là  la 
construction  simple  suivante  : 

Sur  tes  côtés  du  triangte  A'B'G'9  on  comtruil  extérieur&mi 
des  triangles  éqmlatéraux  ;  on  joint  le  sommet  libre  de  cAocu» 
de  ces  triangles  éguilatéraux  au  sommet  opposé  du  triangle  tî^ G, 
Les  milieux  des  trois  lignes  ainsi  menées  sont  les  sommeU  du 
triangle  ABC  cherché. 

Nota.  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Booieax,  à  Riom;  E.  Boor- 
get,  à  Aix. 

M.  William  Hoower,  à  Dayton  (États-Unis  d'Amérique],  aeoToyé  aMiohiUon 
par  le  calcul,  dans  laquelle  il  détermine  la  valeur  des  côtés  du  triangle  ùêi^- 
en  fonction  des  côtés  du  triangle  formé  par  les  trois  points  donnés. 
*^-~— ^ ^^ — '—^ ■ — 

QUESTION  341 

Solution  par  M.  Baudouin,  élëre  au  Collège  de  Beao?ais. 


Cdtcuter  la  base  et  k  côté  d'un  triangle  isoscèle^  conims$9»^ 
la  médiane  et  la  hauteur  issues  d'un  des  sommets  de  la  hase. 

J'appelle  x  l'un  des  côtés  égaux;  y  la  base,  h  la  hauteur 
et  m  la  médiane  données;  j'ai  les  relations  suivantes  : 

x«  +  î/*  =  2w«  +  — ,  ei  hx=y  ya?* —, 

ou  x*  +  2!/*  =  4tn*  ;  2hx  =  y  V^4a?*  — y*. 

Si  nous  élevons  la  seconde  au  carré,  et  que  nous  rem* 
placions  x*  par  sa  valeur  4m'  —  ij/',  nous  arrivons  à  l'équa- 
tion bicarrée 

92/*  —  8y*  (A*  +  2m*)  +  i6A*m*  =  o, 
qui  permet  de  trouver  y,  et  par  suite  x. 


La  condilioQ  de  réalité  des  racines  se  réduiL  puisque  A 
et  iR  sont  positifs,  à  la  coodition  suivante  : 

A*  -j-  am*  >  3raA, 
ce  qui  peut  s'écrire 

(m  —  A)'  -|-  M  (m  —  A)  >  o, 
ou  (m  —  A)  (am  —  A)  >  o  ; 

celte  dernière  se  réduit  à  m  >  A,  oondîlion  évidente^  d'après 
les  données. 

••l>U»a  (é«^trl«a«  par  H.  Joli,  du  Ljrcée  de  Tarbes. 
Supposons  le  problème  résolu;  menons  A£  parallèle  à  BC, 
jusqu'à  sa  rencontre  avec  CM  prolon- 
gée; abaissons  EF  perpendicntalre 
3ur  AB;  soit  Q  le  centre  de  gravité 
de  ABU.  On  «  évidemment  EF  =  GH. 
Donc  AB  est  une  tangente  commune 
intérieure  aux  deux  circonférences 
é|rales    a;anl    pour   centres  E  et  C,  ^ 

el  ponr  rayon  A,  la  distance  des  centres  étant  am.  La 
(Jiroction  AS  est  donc  connue;  ensuite,  nous  auroas  le 
point  A  par  l'intersection  de  la  droite  précédente  et  de   la 

circonférence  décrite  sur  EG  =  — -  m  comme  diamètre. 
Il  est  facile  d'achever  le  triangle. 

>''>TA.  —  Ont  résilia  b  même  question  :  HM.  U.  Boarget,  k  AJi;  Hellol, 
Trâe).  1  Rouen;  Flévei,  i  Line;  Searj,  à  BréchalDcoorf;  Dupuy,  k  Greaoble; 
Biroo,  an  Ijrcée  Henri  [V;  La  Cbesuais,  aa  lyeé»  Sainl-LonU;  Birihe,  1 
Tirbes;  W.  Hoorer,  h  Dayton  (États-tnis) ;  Perrier,  à  Lons-Ie-Saulaier ; 
Berlin,  à  Vesoulj-Leclair  à  IfaUf. 

EXAMENS  ORAUX  DE  SAINT-CYR,  i881 


ËiudîM  le*  Tartatiras  de  l'9i[mu(aii 

2X   —    3 

a^  +  4  ' 
Doluaiiwat  pour  certaines  valeurs  de  x  telles  que  x 

—  VuMiioM  à»  le  iMCtiM   —^ ^. 
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—  Variations  de  la  fraction  — —  ;  celle   fraction    a-l-elk  un 

*►  aï  —  I 

maximum  et  un  minimum? 

.  .       ,         sin  a; 

—  Etant  donne  — : — -, r-  =  »»»  irouTcr  tg  x. 

sin  (a  —  a:) 

—  Résoudre  tg  r  —  tg  zx  =  sin  x. 

.    .       1.  .        sin  o  —  sin  6  .      .     i    »  .  i.^ 

—  Que  devient  1  expression — .  quand  a  tenu  ver»t». 

tg  o  —  tg  0 

^  Rendre  calculable  par  logarithmes 

sin  X  -\-  sin  2X  -\-  sin  3x. 

—  Simplifier 

cos  a  cos  (6  —  c)  -|-  cos  b  cos  (r  —  aj  +  cos  c  cos  (a  —  b]. 

—  Connaissant  la  directrice  et  deux  tangentes  d*une  parabole,  troarer  le 
foyer. 

—  Même  problème  en  remplaçant  les  deux  tangentes  par  deux  points  de 

la  courbe. 

—  On  donne  une  droite  AB  et  un  point  P.  Lieu  des  projections  da  point 
P  sur  tous  les  plans  qui  passent  par  AB. 

—  On  joint  un  point  A  à  un  point  B  quelconque  d'une  droite  xy.  On 
construit  un  carré  ABGD  sur  AB,  et  on  demande  le  lieu  des  points  G  el  D 
quand  le  point  B  se  déplace  sur  xy, 

—  Sur  le  diamètre  AB  d*un  cercle  0  on  prend  un  point  C,  à  droite  de  0. 
et  Ton  demande  le  lieu  des  points  M,  également  distants  de  C  et  de  la  cir- 
conférence. , 

—  On  donne  la  directrice  et  le  foyer  d'une  i)arabole  ;  trouver  les  poinls  de 
rencontre  d'une  droite  et  de  la  courbe. 

—  Mener  un  cercle  passant  par  deux  points,  et  tangent  à  une  droite  doonee. 

—  Construire  x  = • 

v/a^  -h  6' 
a 

—  Construire  x  = =• 

—  Connaissant  le  fo^er  et  la  directrice  d'une  parabole,  trouver  les  points  de 
la  courbe  qui  sont  sur  une  parallèle  à  la  directrice,  et  les  tangentes  en  ce^ 
points. 

—  Construire  un  carré  équivalente  un  décagone  régulier. 

—  Coustroire  a;  =  R  y^2  -f  ^3. 

—  Construire  x  =  a  \ly. 

—  On  prolonge  le  diamètre  d'un  cercle  d'une  longueur  égale  au  ravon.On 
mène  la  tangente  parle  point  obtenu.  Calculer  la  surface  engendrée  par  fan: 
compris  entre  le  diamètre  et  le  point  de  contact  quand  la  figure  tourne  aatoar  du 
diamètre.  Rapport  de  celte  surface  à  celle  de  la  sphère  ;  surface  engendrée 
par  la  tangente. 

—  Étant  donnés  un  cercle  et  un  point,  mener  par  le  point  une  sécante  teUe 

que  le  rapport  des  deux  arcs  interceptés  soit  égal  à  ^— .  Valeur  de  la  corde 

7 
interceptée.  Valeur  de  son  apothème. 

—  On  détermine  un  plan  par  les  projections  de  trois  de  ses  points- 
Trouver  l'angle  de  la  ligne  de  terre  avec  ce  plan. 

—  On  se  donne  trais  points  non  en  ligne  droite  dans  un  plan  perpendiru- 


la  ire  au  plan  horiiontal  ;  ces  trois  poinls  sont  sur  une  circonférence  directrice 
(l'un  cylindre  dont  les  giènératrices  sont  parallèles  à  la  ligne  de  terre.  Mener 
à  ce  eyljiidre  un  plan  tangent  par  un  point  donné  extérieur. 

—  On  donne  Ica  projections  de  trois  points  non  en  ligne  droite;  ce  sont 
les  sommets  de  la  base  d'un  prisme  triangulaire  dont  la  direction  des  arêtes 
est  donnée  par  les  angles  que  (ait  l'une  d'elles  avec  le^  côtés  adjacents  de  l.i 
iMse.  Trouver  les  projections  et  la  section  droite  du  i)risme. 

—  On  donne  un  point  dans  un  plan  quelconque  ;  ce  point  est  le  centre  d'un 
cercle  rayon  donné,  situé  dans  ce  plan  ;  le  cercle  est  la  base  d'un  cône  dont 
le  sommet  est  sur  in  ligne  de  terre.  On  demande  de  mener  à  ce  cône  un  plan 
tangent  passant  par  lu  ligne  de  terre. 

—  On  donne  un  cercle  0  sur  un  p!an  horizontal  coté  8;  ce  cercle  est  la 
cijreclriee  d'un  eylindre  dont  on  donne  une  génératrice  |>ar  sa  projection 
borizoatale  et  la  cote  i5  d'un  de  ses  [ioints.  Mener  un  plan  tangent  par  un 
point  extérieur  coté  i3. 

—  Construire  une  pyramide  triangulaire  dont  on  connaît  la  base  sur  le  pian 
horizontal,  et  les  trois  arêtes  latérales.  Chercher  l'un  des  dièdres  latéraux,  et 
un  des  dièdres  à  la  base. 

—  On  suppose  qu'un  pendule  vertical  porte  une  boule  de  3o  grammes.  Quelle 
force  horizontale  faut-il  appliquer  à  cette  boule  pour  que  le  i)endule  fiisse  avec 
i'borizon  un  angle  de  60  degiî§s  ? 

—  Un  poids  de  46  kilog.  est  soumis  pendant  3  secondes  à  une  force  de 
23  kilog.  Quelle  est  la  vitesse  de  ce  corps  au  bout  des  3  secondes  ? 

—  Avec  quelle  vitesse  faut-il  lancer  un  corps  sous  une  inclinaison  de 
60  degrés  pour  qu'il  tombe  à  une  disUmce  donnée  du  point  de  départ  ? 

~  On  donne  un  cylindre  de  hauteur  h  et  de  densité  d;  ce  cylindre  est  sur- 
mooté  d'une  demi-sphère  de  rayon  r  égal  à  celui  du  cylindre,  et  de  densité  //'. 
Trouver  leeentre  de  gravité  du  système.  Quelle  doit  être  la  hauteur  du  cylindre 
pour  que  le  centre  de  gravité  soit  au  centre  de  la  demi-sphère? 

—  Une  barre  AB,  de  i"*,5o,  pesant  i5o  kilog.,  est  appuyée  en  A  et  B. 
Quelle  sera  la  pression  sup|)ortée  on  A  et  B  si  l'on  applique  ou  point  C  tel  que 
AC=  60  centimètres,  un  poids  de  100  kilog.? 


OnESTlONS   D'EXAMEN 


Un  hyperbolo'ide  étant  donné  par  ses  trois  directrices  reclili- 
gnest^  reconnaître  s'il  est  de  révolution. 

Lorsqu'un  hyperboloïde  est  de  révolulion,  loul  plan 
tangent  est  perpendiculaire  au  plan  du  méridien  passant 
par  le  point  de  contact;  de  plus,  tout  plan  tangent  coupe 
la  surface  suivant  deux  droites  faisant  un  angle  constant, 
el  le  plan  méridien  suivant  la  bissectrice  de  l'angle  de 
ces  deux  droites;  enfin  le  plan  méridien  passe  par  l'axe  et 
par  suite  contient  le  centre. 

Gela  posé,  pour  reconnaître  si  la  surface  est  de  révolution. 
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je  commencerai  par  déterminer  son  centre  ;  ce  point  est  le 
centre  du  parallélépipède  dont  trois  arêtes  s'appuient  but 
les  trois  directrices  données. 

Puis»  prenant  une  position  quelconque  de  la  génératrice, 
je  détermine  les  trois  plans  qu'elle  forme  avec  les  droites 
données  ;  du  centre»  j'abaisse  sur  chacun  de  ces  plans  une 
perpendiculaire;  le  pied  de  cette  perpendiculaire  sera  sar  la 
bissectrice  de  l'angle  de  la  génératrice  avec  la  directrice  cor- 
respondante» si  la  surface  est  de  révolution;  enfin  Je  mène 
par  chaque  bissectrice  et  la  perpendiculaire  un  plan  ;  si 
ces  trois  plans  se  coupent  suivant  une  droite,  la  surface 
est  de  révolution. 

On  donne  un  cercle  el  deux  génératrice»  de  même  système  d'un 
hyperboloïdôf  déterminer  le  centre  et  les  axes  de  la  surface  ainsi 
que  les  deux  sections  circulaires  qui  passetit  par  un  point  dcnné. 

On  sait  que,  dans  un  hyperboloïde,  deux  génératrices  de 
môme  système  ne  sont  jamais  dans  un  même  plan,  et  que 
si  deux  génératrices  de  même  système  qui  sont  dans  un 
même  plan,  sont  parallèles,  leur  plan  passe  par  le  centre 
de  la  surface. 

Par  conséquent,  si  par  la  génératrice  A  je  mène  un 
plan  parallèle  è  la  génératrice  B,  et  si  je  prends  son  inter- 
section b  avec  la  circonférence  donnée,  le  plan  mené  par 
B  et  6  est  un  plan  diamétral;  de  même,  si  je  mène  par  6  un 
plan  parallèle  à  A,  et  si  je  prends  son  intersection  a  avec  la 
circonférence,  le  plan  mené  par  A  et  a  est  encore  un  plan 
diamétral  ;  donc  l'intersection  de  ces  deux  plans  est  un 
diamètre  qui  rencontre  A  et  B  ;  c'est  donc  un  diamètre 
réel.  Je  puis  donc  facilement  déterminer  le  centre;  soit  0 
ce  centre. 

Si,  par  le  centre  0,  je  mène  un  plan  parallèle  auplandn 
cercle,  ce  plan  contient  un  des  axes  de  la  surface.  Pour 
avoir  cet  axe,  je  prends  la  droite  qui  passe  par  les  centres 
et  je  la  projette  sur  le  plan  du  cercle  diamétral  ;  Urne  suffît 
dans  ce  plan  de  mener  une  perpendiculaire  à  la  projection 
précédente,  j'aurai  un  axe  en  grandeur  et  en  position. 

De  plus,  le  plan  qui  projette  la    droite   des  centres  des 
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deux  cercles  sur  le  plan  de  l'un  d'eux,  çst  un  plan  principal; 
il  coupe  la  surface  suivant  une  hyperbole  dont  nous  con- 
naissons assez  d'éléments  pour  en  déterminer  facilement 
les  axes  en  grandeur  et  en  position.  En  effet  ce  plan  prin- 
cipal coupe  A  en  un  point  m  et  si  nous  projetons  A  sur  ce 
plan,  la  projection  est  tangente  à  Thyperbole  de  section; 
nous  connaissons  donc  un  premier  sy&tëme  de  diamètres 
conjugués,  dont  l'un  est  connu  en  grandeur  et  position, 
l'autre  en  position  seulement  ;  de  même,  la  génératrice  B 
nous  donnera  un  second  système  de  diamètres  conjugués; 
et,  puisque  le  produit  des  segments  interceptés  sur  une 
tangente  par  un  système  de  diamètres  conjugués  est  égal 
au  carré  de  diamètre  parallèle  à  la  tangente,  nous  aurons 
facilement  les  asymptotes,  et  par  suite  les  axes. 

Enfin  nous  aurons  très  simplement  la  seconde  direction 
dtt  plans  circulaires,  en  prenant  le  second  plan  cyclique 
qui  passe  par  le  centre.  Il  sera  donc  extrêmement  facile  de 
mener  les  deux  plans  circulaires  qui  passent  par  un  point 
donné  de  la  surface. 


ECOLE  NORMALE  SUPERIEURE 

Gonooors  de  1879. 

IVolutloM  {MF  M.  J.  BaAUN,  élève  du  L^cée  Charleroagne  (*  . 


Étant  donné  un  tétraèdre  OABC,  défini  par  Vangle  trièdre  0, 
et  par  les  longueurs  4a,  4b,  4c,  des  arêtes  OA,  OB,  OC,  on 
joint  les  milieux  des  arêtes  opposées,  et  ces  trois  droites  se  coupent 
en  un  point  (ù. 

/*»  Démontrer  que  l'ellipsoide  qui  admet  ces  droites  pour  dior- 
mètres  conjugués,  est  tangent  aux  six  arêtes  du  tétraèdre, 

^  Trouver  V équation  de  cet  ellipsoide  et  de  Vhyperboloide  engen- 
dré par  une  droite  s'appuyant  sur  les  trois  droites  A,  B',  G'  qui 
passent  par  les  milieux  de  OA,  OB,  OC,  et  sont  parallèles  à  OB, 
OC,0A. 


(•)  Aujourd'hui  élKeà  rÉcolo  polytechnique. 
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Trouver  Vintersection  des  deux  surfaces.^ 

30  En  appelant  HK  wie  droite  n'appuyant  sur  A',  B'  et  C,  celle 
droite  rencontre  VeUipsoide  en  deux  points  ïL  et  K  par  ckacmx 
desquels  on  mène  un  plan  parallèle  au  plan  tangent  à  hllip- 
so'ide  en  Vautre  point. 

Démontrer  que  ces  plans  passent  par  le  centre  de  rellipso'ide,  el 
trouver  le  lieu  décrit  par  leur  intersection. 

SOLUTION  ANALYTIQUE 

Nous  prendrous  pour  axes  de  coordonnées  les  droites  wi, 
(op,  CDY,  qui  passent  par  les  milieux  de  OA,  OB,  OC  et  nous 
poserons  wx  =  o',  wfi  =  6',  œy  =  c.  Ces  longueurs  peuvent 
ôtre  facilement  calculées  en  fonction  des  angles  AOB,  BOC, 
COA,  dont  nous  désignerons  les  cosinus  v,  X,  a  et  qui  défi- 
uiasent  le  Iriëdie  0. 

Bu  effet  si  l'on  prend  un  instant  pour  axes  les  droites  OA, 
OB,  OC,  les  coordonnées  de  i  seront  (3a,  0,  0),  celles  de  a , 
point  symétrique  de  a  par  rapport  à  w:  (0,  26,  2c).  Par  suite: 

aa*     =  4a'*  =  4a*  +  46*  +  4C*  +  2X.  26    2C 

—  2a.  20.  2a,  —  2v.  2a.  2fe. 
ou  bien  a'  =  o*  +  /^*  +  c*  +  2X60  —  2u.ca  —  2va6, 
de  même  ft*  =  a"  +  ''^  +  c*  +  ^1-*^^  —  ^^^^  —  ^^^ 

et  c  •  =  a*  -|-  '^*  ~f"  ^'  "i"  ^^^^  —  ^^^  —  ^î*^^* 

Ainsi  les  longueurs  a,  b'  c' peuvent  être  considérées  comme 

données. 

Première  partie.  —  Cela  posé,  Téquatiou   de   Tellipsoïde, 
dans  le  système  d*axes  adopté  est  évidemment 

a*    '     6'  c' 

Démontrons,  par  exemple,  qu'il  est  tangent  à  l'arête  BC 
Cette  arête  est  définie  par  les  équations 

~  -\-  -^  -\ r  =  —  I  qui  représente  le  plan  ABC  / 

«6c  (2) 

_4+î;.  +  _L=,  _  _  OBC 

a     '     0  '       C  I 

D'autre  part,  le  plan  tangent   à    l'ellipsoïde,  au  point  7.' 
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.r 


a 


donl  les  coordonnées  sont  ( —  a ,  0,  0)  a  pour  équalion 
=  ^  I,  et  si  Ton  retranche  les  deux  équations  (2),  on  trouve 

précisément  — r  =  -^  i. 

Le  plan  tangent  en  a  passe  donc  par  BC,  qui,  par  suite, 
Oï>l  tangent  à  rellipsoïJe. 

Deuxième  partie.  —  L'tiyperboloïde  a  évidemment  pour 
cenlre  le  point  iù,  et  il  admet  comme  génératrices  les  trois 
droites  A\,  B'i,  C\  symétriques  de  A',  B',  C  par  rapport  au 
centre  ta. 

Cela  posé,  soit 
Ax*  +  A'i/*  +  A"i»*  +  2B1/3  +  2B'jsa?  -f-  2B"a7i/  =  i 
l'équation  de  cetbyperboloïde.  Coupons-le  par  le  plan  des  xy. 

La  section  doit  se  composer  des  deux  droites  B'  etB\  qui 
ont  pour  équations  (dans  ce  plan  des  xy) 


— 

.r 
a 

+ 

y 
b- 

I 

el 

a 

■■^^^ 

y 
b- 

— 

1. 

On  doit  donc 

avoir 

A.r«  +  A-,/*  +  ,B "a;,/  =  (4  -  -fr)* 


I  I 


Par  suile      \  =  —,  k'  =    '      B"  =  — 


'     > 


a*  '  6'«  '  ah 

on  trouverait  de  même 

c  *  6c  c  a 

L'équation  de  Thyperboloïde  demandé  est  donc 
£î^        î/«  5«  2ys  2z.r  2.T/y    _ 

tf  o*c*  />c'  ac  ab 

n  s'agit  maintenant  de  trouver  l'intersection  des  surfaces 
(i)  et  (3).  On  peut  remplacer  pour  cela  (3)  par  la  combinaison 
(*  )  —  (3),  ce  qui  donne 

yz      .     zx  xy 

hc      ^     ca  ab 

t'est  un  cône  du  second  degré  ayant  pour  sommet  l'ori 
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gine  u>,  et  admettant  pour  arêtes  les  droites  a>a,  <oô,  coylaics 
des  coordonnées). 

Pour  achever  de  définir  géométriquement  ce  cône,  il  suffit 
de  connaître  les  plans  tangents  le  long  des  génératrices  (i)i. 

Cherchons  par  exemple  le  plan  tangent  en  a  {a\  o,  o);  il 

y            z 
a  pour  équation  -^  -| —  =  o 

et  eette  équation  est  la  somme  des  équations  (2).  Donc  le 
plan  tangent  au  cône  le  long  de  la  génératrice  w^  n'est 
autre  que  le  plan  (oBG. 

De  même  coGA  et  a)Afi  sont  les  plans  tangents  le  long  des 
génératrices  ^co^'  et  yuiY'. 

ReTenouB  maintenant  à  Tinte rsection  de  (1)  et  de  (4),    . 

Si  Ton  multiplie  (4)  par  a»  et  qu*on  y  ajoute  (1),  on  obtient 

qui  se  décompose  en  deux  autres,  savoir 

'^      I      y      1      «   _  , 

— ^    "r    "■■■:   '    ■  4  '  ■«■   ZZ^    I 


abc 

abc 
Ces  équations  sont  celles  des  deux  plans  aôy,  a'py. 
L'intersection  cherchée  peut  donc  être  considérée  comme 
celle  du  cône  (4)  par  ces  deux  plans.  Le  plan  a'py  coupe  le 
cône  suivant  une  ellipse  passant  par  a,  p',  y  et  tangente  aux 
côtés  de  triangle  ABC;  le  plan  ocPy  donne  une  ellipse  symé- 
trique de  la  première  par  rapport  à  (o. 

Finalement,  rinterseotion  de  relltpsoïde  et  de  Thyperbo- 
loïde  se  compose  de  deux  ellipses,  complètement  déter- 
minées. 

Troisième  partie.  —  On  peut  écrire  Téquation  de  Thyper- 
boloïde  (3)  sous  la  forme 

/  ^ y Ji,V  _  4y^  _  , 

V  a  b  c  )  b'  c    '^ 
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OU  enfiQ  --7-  (-^ îT ^) 

a     \  a  0  c   / 

,.  =('+-l^-^X'-l  +  ^)-  '" 

Écrivons  les  deux  équations 

(6)  )  "  ^  '^  '^  / 

'      \  o  6  c    /  6      '      c 

Ces  équations  représentent  une  droite.  Si  l'on  élimine  le 
paramètre  variable  \  entre  elles,  on  obtient  l'équation  de 
l'hyperboloïde  (5) .  La  droite  (6)  est  donc  une  des  généra- 
trices de  l'hyperboloïde  ;  d'autre  part  elle  n'appartient  pas 
au  système  des  trois  génératrices  A',  B\  C,  car  il  est  facile 
de  vérifier  qu'elle  rencontre  G',  par  exemple. 

Dès  lors  nous  pouvons  conclure  que  (6)  senties  équations 
générales  qui  représentent  les  droites  HK  de  l'énoncé. 

Pour  chercher  l'intersection  d'une  de  ces  droites  avec  Tel* 
lipsoTde,  il  suffit  évidemment  de  prendre  son  intersection  par 
le  plan  o^y»  piiis  par  le  plan  a'^'y  . 

Pour  le  plan  aSy,  on  a  à  résoudre  les  trois  équations 

a  h  C 

a      '     6  C 

Appliquant  à  ces  équations  la  règle  de  Cramer,  on  trouve 
pour  les  coordonnées  .du  point  H,  les  valeurs 
r\  _   2X(X  +  i)     y,  __      1  ~A'      %j_  __    2X  a—  i) 
a  3)v«  +  I    '  6'         3X«  +  I   '  c    "~      3X«  +  i       ^^ 

En  remplaçant  la  dernière  des  équations  (7)  par  -^  ^  -h 
"T  "^  = —  I  on  obtient  les  coordonnées  du  point  K 
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A  _    2À(i  —X)       y*  _   — 2X(X  +  i)     s,  _  À«— I 
«',  3  X*  -I-  I      '  b'  3X»  +  1       '    e        3X«+i  ^ 

Leplau  tangeal  au  poial  H  à  l'ellipsoïde  (1)  est  doac 

2À(>>  +  •)  J  +  (I  -**)  |-  +  2X  (X  -  1)4  =  3X«  +  I 
el  le  plan  mené  par  K,  parallèlement  à  ce  plan  tangent,  sera 

OU  bien  2X(X  +  i)  4  +  (i  —  AM  |i-  -}-  2X(X  —  i)  4  =  o 

•         a  0  c 

De  même  le  plan  mené    par  H,  parallèlement   au   plan 

langent  en  K,  sera 

.x(x-,)^f+=x(x+.)f  +  (x«-.)f=o. 

On  voit  que  ces  deux  plans  passent  bien  par  Torigine. 
Pour  trouver  le  lieu  décrit  par  leur  intersection,  il  suffit 
d'éliminer  \  entre  ces  deux  équations. 
Ordonnons-les  par  rapport  à  X;  elles  deviennent 

-(T+^-i)+'Kf-f)+f=» 
*'(^+^-f)+'>(f-f)+f=° 

L'application  d'une  règle  bien  connue  donne  alors  : 
LC\ac  h  J       6\a'6  c/J 

ou  bien 


Le  \a'       c)         b'\h-         aj.\ 


—  m)  — 


ou  encore 


Le   \o        c  /       b   \b         a  /    ^     bc  a*  J 


ou 


+  [{7)'- 7  Mj)' -  H] 

+t(r)"-|f][(f)"-v7]=» 

\a  b)    "^  \6'  c)         o'«  \o'  6'  "•"  o'  c'y 

_  iV-  iL  _|_  ^  1\  _  fl  {^±  -l-i  l^ 
6'\a'6'   "•"  bc)       c'Aa'C  "•"  6'c7 


ou 


Vdb-  ^  bc  ^   co'J 

_  /^  a.  1^  _L  fl\  /'fy  4.  >  4.  ;^\  —  o 
\o»  "^  6»  "•"  c'V  \o'6'  "^  6'c   "^  c'oV  ~ 

Cette  équation  se  décompose  en  deux  : 

a 6         oc  ca 

c'est  le  côoe  (4)  ; 

i5*         j/*         js*  a*»/  j/s         io;  

a*    '"  6*  '''  c*         db  oc'        c'a' 

qui  peut  s*écrire 

(r-f)'+(i-7y+(7-ï)=« 

ec  par  conséquent     — 7-  =  ~  =  — 7-' 
'^  ^  a  b  c 

C'est  la  diagonale  du  parallélépipède  construit  surcoa,  (o^^cdy. 

En  résumé,  le  véritable  lieu  décrit  par  Tinterseclion  des 
plans  (i>H  et  o)K  est  le  cône  du  second  degré,  qui  a  pour 
sommet  l'origine  et  pour  directrice  la  courbe  d*inierseclion 
de  l'ellipsoïde  et  de  l'hyperboloïde. 
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SOLUTION    GÉOMÉTRIQUE 

Première  partie.  —  Le  plan  tangent  à  rellipsoïde 
au  point  a  est  parallèle  au  plan  pyo,  qui  est  le  plan  dia- 
métral conjugué  de  la  direction  «ml'.  Or  BG  étant  parallèle 
à  py.  Test  aussi  au  plan  pyta  ;  donc  BG  est  contenue  dans  le 
plan  langent  en  a  et  par  suite  elle  est  tangente  à  l'ellip- 
soïde. 

Môme  démonstration  pour  les  cinq  autres  arêtes . 

Deuxième  partie.  —  Coupons  Tellipsoïde  par  le  plan  ABG  ; 
la  section  est  une  ellipse  £,  passant  par  ix\6',y',  et  tangente 
à  BG,  GA  et  AB. 

Goupons  rhyperboloïde  par  le  même  plan  sécant,  la  section 
sera  une  conique  X'  passant  par  0L,p',y'.  Gherchons  la  tan- 
gente en  a. 

Pour  l'obtenir,  il  faut  considérer  le  plan  tangent  à  Thyper- 
boloïde  en  a,  lequel  est  déterminé  par  la  génératrice  B', 
et  par  la  deuxième  génératrice  A',  qui  passent  par  a  ;  ce 
plan  tangent  n'est  donc  autre  que  OBC;  son  intersection 
arec  le  plan  sécant  est  BG,  et  par  suite  BG  est  la  tangente 
en  OL  à  la  conique  S'. 

Donc  2'  coïncide  avec  2  et  cette  conique  forme  ufiô  pre- 
mière partie  de  l'intersection* 

Quant  à  la  seconde  partie ,  elle  est  évidemment  symé- 
trique de  la  première  par  rapport  à  &>.  On  retrouve  le 
résultat  déjà  obtenu. 

Troisième  partie.  —  Gonsidérons  une  position  HK  de 
la  génératrice  mobile  ;  et  soient  R  et  K  les  traces  de  cette 
droite  sur  les  plans  a^  et  apY;  je  dis  que  aH  et  y'K  sont 
parallèles.  En  effet,  HE  et  A'  déterminent  un  plan,  dont  les 
intersections  aH,  y'E  par  deux  plans  parallèles  a^,  %p'y 
doivent  être  parallèles  entre  elles. 

Prenons  le  point  h  symétrique  de  H  par  rapport  à  a>  ;  A  sera 
sur  l'ellipse  S,  et  aA  sera  parallèle  à  a'H;  les  plans  tan- 
gents en  A  et  H  sont  parallèles,  et  tout  plan  passant  par  K 
et  o)  passe  aussi  en  h. 

En  résumé  la  question  proposée  revient  à  la  âuivaûte  : 
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Étant  donnés  ttvis  diamètres  conjugués  W,  o>p',  layd^un  ellijh- 
so'idcy  dans  le  plan  7.'p'^\  on  mène  deux  paralliles  yk^  ah; 
démontrer  que  le  plan  mené  par  chacun  des  points  h  et  k^  paral-^ 
lèlement  au  plan  tangent  à  V ellipsoïde  en  l'autre  point,  va  passer 
par  le  centre  w,  et  trouver  le  lieu  décrit  par  V  intersection  de 
ces  deux  plans. 

Menons  pTu  parallèle  à  y'k  et  x  A,  et  considérons  le  plan 
diamétral  conjugué  de  la  direction  a  A  et  sa  trace  <tT  sur  le 
plan  de  l'ellipse  S. 

Il  est  clair  que  les  plans  tangents  à  l'ellipsoïde,  en  «'  et 
en  Ay  se  coupent  suivant  une  droite  TD'  située  dans  ce 
plan  diamétral;  et  TD'  sera  parallèle  à  la  trace  «»D  du 
plan  ^y  sur  le  plan  diamétral  cd^T.  Or  p'y  et  KL  coupent 
^T  au  môme  point  D  ;  la  droite  (oD  parallèle  à  TD'  appartient 
donc  au  plan  «dEL. 

Mais  a  pY  est  un  triangle  de  surface  maxima  inscrit  dans 
l'ellipse  S,  car  la  tangente  en  %  est  parallèle  à  ^Y,  etc. ..  De 
plus  surf.  hkL  =  surf.  a'pY* 

Donc  hkL  est  aussi  ,ttn  triangle  inscrit  de  surface  maxima, 
et  la  tangente  AT,  en  A,  est  parallèle  à  KL. 

De  là  il  résulte  que  le  plan  mené  par  K  parallèlement  au 
plan  tangent  à  Tellipsoïde  en  A,  n'est  autre  que  wKL;  de 
même  Tautre  plan  de  l'énoncé  est  (i>AL.  Ces  deux  plans 
passent  bien  par  le  centre  (o  de  l'ellipsoïde,  et  leur  inter- 
section u>L  décrit  le  cône  du  second  degré  ajant  pour 
sommet  «»  et  pour  base  l'ellipse  S. 

Nous  retrouvons  ainsi  le  résultat  déjà  obtenu  analytique- 
ment. 

QUESTION  321 

Sl^latloB  par  M.  Baaon,  élève  au  Lycée  Henri  VI. 


ÉtabUr  pour  des  valeurs  enîiires  et  positives  de  ]^  et  de  n 
quel  que  soit  x,  Fidentité 

(a?  —  i)  ^  4-  *  {ipx  +  2te*  +  . . .  +  n^x»! 
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=  piO?"  +^'  +  <  +  ô,a;"+f  +  .. . . 
+  f5p4.iX"+^+ai>xP-f-aP-«a:;P-«  +  ...  ol^X  (l) 

fe«  coefficients  a,  g  émnf  indépendants  de  x  et  dojifiés  par  les 
égalités  Pi  =  nP 

p,  =  (n—  i)P  — CV+inP 


pp4.^=:(n-p)P  — C>+i(n  — pH-  j)p+...+(—  i)PC^^(np. 

ai  =(—  i)P+<  iP 

Û4r=:(—  l)P+1.   2P  +  (—  i)pCV  +  1    I*» 

a,  =  (—  i)P+<.   3P  +  (—  i)PCV+i.  2P  +  (— i)P-*CV+i.  i^^ 

a^=(-  i)P+ipP+ +(-  i)'0>-l   iy> 

Pour  établir  cette  identité  développons  (x —  i)H-i  par  la 
formule  du  binôme,  il  vient 

{X  -  i)P+^  =  xf^^  +  Gj,^^  XP+  C*  ^,  xP-^ 

+  {-  0'CJ+,  a-P-«  ...  +  (-  i)P(>^^  x+  (_  ,)/>+i  CP  +  ; 

Puis  pour  mettre  en  évidence  les  coefficients  p,  il  suffit 
d'ordonner  les  deux  termes  du  produit  indiqué  dans  (i)par 
rapport  aux  puissances  décroissantes  de  x  et  d'effectuer  ce 
produit. 
xP+^  —  O^,  xP'\-  O.^  xP-^  +  (—   i)»Ci  ,  ^  XP-i+  ... 

1   \        /     ji-^i       I   \         /         p_[.j 
nPx'*+  (n — OPac'»-^  +  (n — 2)p,i;'»->+  ...  +  2Px*+  iP.x 


ajPccw+P  +  i  -(-  (n —  i),a 
_  r^  .     nP 


jc»*-l-«+  (n 

x-n+p-i  +  ...  -f(n  —  p;/' 

_C;+^(n  — p  +  i)p 
+  Cj  +  ,(n  — p  +  3)P 


—  2)P 

flcw+i   +  ... 


iW 


+  (-,)''-^GP-J(,._,)p 

+  (-  ifCÎ+.nP 
La  loi  de  formation  des  coefficients  p  est  évidente. 
Pour  un  coefficient  quelconque  pi  on  aura  l'expression 
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INTRODUCTION  DU  POLYNOME  DÉRIVÉ 

EN  MATHÉMATIQUES  ELEMENTAIRES   {*) 


On  sait  comment  on  reconnaît  qu'un  polynôme  entier  en 
œ  est  divisible  par  (x  —  a),  et  aussi  comment  on  reconnaît 
qu'un  polynôme  entier  est  divisible  par  (x  —  à)  (^  —  6)» 
a  et  6  étant  deux  nombres  différents;  mais  si  Ton  suppose 
que  l'on  fasse  a  =  6,  on  rencontre  une  difficulté,  lorsque 
l'on  cherche  les  conditions  de  divisibilité  d*un  polynôme 
entier  par  (x  —  a)'. 

C'est  cette  question  qui  va  nous  occuper  ici. 

Désignons  par  Vus  le  polynôme  proposé»  et  convenons  que 
Va  exprime  la  valeur  que  prend  ce  polynôme  quand  nous  y 
remplaçons  x  par  a  ;  alors  les  deux  conditions 

Va  =  0,  Vb  =  o, 

si  b  est  égal  à  a,  se  réduisent  à  la  relation  unique^  nécessaire 
mais  non  suffisante  Ua  =  o. 

Reprenons  les  conditions  du  cas  général. 

Ua  =  Ao  o    +  ^1  «"*  "  ^  rh  •  •  •  +  ^«»  =  ^ 
Il6  =  Ao  6™  -h  At  6^  -  ^  +  ...   -f-  Bm  =  o. 

Nous  pouvons  remplacer  l'une  d'elles  par  la  condition 

Ua-U6 


a  —  b 


=7  Q 


(*)  Voir  V Algèbre  de  LauverQay,  p.  30. 
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ou  Ao(o«-< +  6o*-»+ ••• +  6"~*) 
+  A4  (a»-» +*«'""*+  •••  +  &"*"*) 
+ , 

^   =   O 


Si  Ton  suppose  que  a  tende  vers  6,  celte  relation  devient 
à  la  limite  > 

m  Ao  0»-^  +  (*»  —  0  Al  a*»-8  +  .  •  •  +  Am-<  =  o. 
Si  nous  appelons  polynôme  dérivé  d^un  polynôme  donné 

Uaî=  Aoa5"*  +  Ai  ir"»-^  +  ...  +  Am-<  £c  + Am 
celui  que  l'on  obtient  en  écrivant  la  suite 

I»  Aofic™-**  +  (w —  i)  Al  a?*»-»  +  *:;.  +  Am-i 
dont  les  termes  sont  déduits  des  termes  correspondants  de  \3w 
par  la  loi  suivante  :  4^  Si  Ak  x™  -  *^  es^  é^rit  dans  le  polynôme 
Ux  ,  (m  —  k)A]LXJ^-^^Ueraletermecorrespondantdupolynôme 
dérivé;  2^  la  constante  Am  de  Ux  ne  figure  pas  dans  le  polynôme 
dérivé;  nous  pourrons  former  immédiatement  le  polynôme 
dérivé  de  TJw  et  en  le  désignant  par  U«  ,  nous  allons  établir 
le  théorème  suivant: 

Théorème.  —   Pour  qu'un  polynôme   Ux     soit  divisible 
exactement  par  (x  —  a)*,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  l'on 
ait  :  Ua  =  o,  U't  ==  o,  c'est-à-dire  que  a   annule  le  polynôme 
proposé  et  le  polynôme  dérivé  de  celui-^i. 

Nous  avons  déjà  reconnu  que  ces  conditions  étaient  né- 
cessaires, mais  il  reste  à  démontrer  qu'elles  sont  suffisantes. 

On  a  Ufl,=  Aoojw  +  Aia;»»-*  +  •••  +Am-<x+  Am 
Ua  =  Aoa'*+A^a«-i+  ..•+Am-iO  +Am 
donc  paisque  Ua  =  o 

+  Ai(a^-«+  +«•""*) 

+ 
(A)  U«  =  {œ^Hi) 


-j-  Am  — 
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ou  XJx  =  (x  —  a)  Yo 

Y  a  désignant  le  polynôme  qui  est  placé   dans  la  paren- 
thèse. Mais  on  trouve  que 

Y  a  =  D'à 

donc  Ya  =  o 

et  l'on  a  V»  =  {x  —  a)W„ 

par  suite  Vgo  =  {x  —  a)»  W» 

ce  qui  prouve  que  si  Ua  =  o,  TT  a  =  o»   Vai  est  exactement 

divisible  par  {x  —  a)'. 

Application.  —  Reconnaître  que 

U   =  nxn-i  —  (n  +  i)xn  y  +y'>+* 
est  exactement  divisiblepar 

V  =  X»  —  2xy  +  y». 

On  écrira  d'abord 

U=  y^-hi      n — 7- (n+  i) h  i 

^  (  y         y  ^ 

X  — 

et  en  posant  —  =  X 

y 

on  considérera  les  deux  polynômes  : 

Ux  =  nX^+^  —  (n4-  i)  X»»+  i; 
V   =  X*  —  2X  -|-  I . 
On  a  u^  =  o 

u'a,=  n  {n'\-  i)X.^  —  n{n'\'  i)X»»-* 

donc  u\  =  o 

et  par  suite  v  est  divisible  par  (X —  i)*;  d'oii  l'on  déduit 

que  U  est  exactement  divisible  par  Y. 

Polynôme  dérivé  second.  Divisibilité  par  (x  —  a)'.  Indice 
simple,  indices  multiples. 

On  peut  généraliser  les  idées  précédentes  et  après  avoir 
conçu  le  polynôme  D',  dérivé  de  U,  imaginer  le  polynôme 
dérivé  de  U',  le  désigner   par  U''  et  le  nommer  polyn(hne 
dérivé  second.  On  aura  donc 
Vx  =  Aoor^  +  A,a?«-<  +  . . . 

+  Am-ia5*  +  Am-^CC  +  A 
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U'fl,  =  mA^'w-i  +  («»  —  OAiX»»  -«  +  . .  . 

+  2Am-ia5  + Am-1 

U',  =  (m  —  i)mkffic^-^  4-  (m  —  2)(m  —  i)Aia;»»-  »  +  •  •  • 

+  2Am  — a 
et  nous  noas  proposons  de  rechercher   les   caractères  de 
divisibilité  par  (x  —  a)*,  lesquels  pôuvent  s'énoncer  ainsi  : 

Théorème.  —  Pour  qu'un  polynôme  entier  Ux  soit  divisible 
par  (x  —  a)*,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  l'on  ait 

Mais  ayant  d'exposer  la  démonstration  de  cette  propriété, 
nous  donnerons  quelques  explications  sur  l'emploi  si  fré- 
quent dans  l'analyse  de  Vindicey  du  double  indice^  en  général 
de  l'indice  multiple. 

Quand  on  veut  exprimer  par  une  notation  abrégée  qu'une 
expression  algébrique  donnée  U  renferme  une  certaine 
lettre  x,  il  est  commode  de  représenter  (comme  nous  l'avons 
fait  plus  haut,  pour  le  polynôme  entier)  cette  expression 
par  Ua? .  Si  l'on  veut  aussi  rappeler  que  U  a  une  valeur  qui 
dépend  de  deux  lettres  x^  y,  nous  pouvons  le  désigner  par 
Vfcy;  a?  et  1/  sont  dits  des  indices.  On  écrit  aussi  n|; 
mais  en  adoptant  cette  écriture  algébrique  qui  s'énonce  U 
indice  x,  indice  y,  il  faut  se  rappeler  que  la  lettre  y  repré- 
sente un  indice,  et  ^on  un  exposant.  Cette  convention  faite, 
nulle  confusion  n'est  possible  et  l'on  pourra  prendre  indiffé- 
remment l'une  ou  l'autre  des  deux  notations  précédentes  ; 
l'une  et  l'autre  sont  d'ailleurs  employées. 

Lorsque  les  indices  x,  y,  z d'une  expression  algé- 
brique Uj?,y,« ou  quelques-uns  d'entre  eux  sont  assujettis 

à  prendre  des  valeurs  entières  et  positives,  la  partie  de  l'al- 
gèbre qui  étudie  les  relations  dites  relations  de  récurrence^ 
auxquelles  satisfont  les  relations  considérées,  est  nommée 
analyse  combinatoire. 

Posons  d'après  la  notation  des  indices 

Raî,m  =  aj^  +  ax^-^  -f-  a'aî^-~*  -|-  ...  -f-  a*» 
alors         Ra,m  =  a»»  +  a»»  -f  a"»  -f-  . . .  -fa*» 

(B)        Ba,m=  (wi-f  Oa»^ 


—  T  — 

— :;: — 'j, — = ""::: — :: — r«  ■  — h  •  •  .+«•*-* 

X — a  ac— a  x  — a 

et  par  sxdie 
Rr,m— (m+i)a*»=(aî— a)}  R«,iii-i4-aR«,«-,4..  ..+a«-^  { 

(C) 
la formale  (A)  du  paragraphe  précédent  peut  aécrire,  cette 
notation  étant  adoptée, 

U«   =  (03— a)  J  AoRar,m-<  +  A4Ra;,m-ï  +  ...  +  Am-4  { 

et  en  posant 

on  a,  en  tenant  compte  de  l'égalité  (B), 

Va  =  A«  ma^''\  +Ai(m  —  i)a»-a  +  ...  +  A«-.^ 
et  par  suite  d'après  (G) 

(*)  /       Ao(Ra;,m-i  +  aR«,m-a +.-•+«••-•) 

Vi'— Va  =  (a;— a)^+  ... 

-(-  Am  —  3  Rdj  j  -(-  a 

ou  Va,  —  Va  =  (a?  —  a)  Wa, 

W«  désignant  la  parenthèse  qui  suit  le  facteur  {x  «-  a) 
dans  l'identité  (1).  Il  est  maintenant  facile  de  reconnaître 
que  2Wa  =  D'à  ; 

on  a  en  effet 

Ao  (Ra,w-î  +  aRa,m-t  +  •  •  •  +  «"•-«) 

4-  Ai(Ba^-i-f  aRa,m-^4+  •••  -fa»»-») 


+  A«-,  (Ra,i  +  a) 
+  Aiti-a 
ou,  et  en  vertu  de  l'égalité  (B), 

Aoa«-«{  I  +2  +  3+  •..  +  (wi— I  )j 

+  A^a»»-»!  1+2  +  3+  ...  +(m  — 2)} 

+ 
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+  Am-ia  {  I  +  2  } 

d'ailleurs,  si  Ton  pose 

Sp  =1+2  +  3+. ..+p, 
on  a  aussi 

Sp  =P  +  (P—  0+(P—  2)+...  +  i; 
on  aura  2Sp  =  p{p  -^  i)  ; 

donc 

2Wa  =  m{m  —  i)Aoa"*-*  +  (>»  —  i)(m  —  2)A^a^-  • 

+    ...    +-2.lA|»  — j 

ou  enfin 

2Wa  =  U'a. 

La  démonstration  du  théorème  qui  nous  occupe  est  main- 
tenant très  simple. 
On  a  successivement  établi  que, 

\Jx  —  Ua  =  (X  —  à)  Va? 

Va;— Va=  (a;— a)  Wa; 
avec  les  conditions  Va  =  U'a 

2Wa  =  U'a 

on  en  déduit 

lJ<o=  Ua  +  (x  —  a)  U'à.  +  (X  —  a)«  Wa;  . 
Si  l'on  suppose  à  la  fois  Ua  =  o,  U'a  =  o,  on  retrouve  le 
résultat  déjà   établi;   Ua?  est  alors   divisible   par  (a?  —  a)*, 
puisque  Ton  a  Ua?=  {x  —  a?\Vx 

et  alors  de  deux  choses  Tune  ;  ou  Wa  n'égale  pas  o,  par 
suite  U'a  n'égale  pas  o  et  alors  Vx  n'est  pas  divisible  par 
(a?  —  a)*  ;  ou  au  contraire  Wa  =  o,  par  suite  U'a  =  o,  alors 
Wa?  est  divisible  par  {x  —  a),  et  Ua?  par  (a;  —  a)';  les  trois 
conditions  nécessaires  et  suffisanles  pour  que  Ua?  soit  divisible 
par  (x  —  a)',  sont  donc 

Ua  =  o,  U'«  =  o,  U'a  =  o. 
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NOTE  DE  TRIGONOMETRIE  ET  GÉOMÉTRIE 


Problème.  —  Etant  donné  un  point  P  dans  l'intérieur  d'un 
cercle,  de  ce  point  on  lance  une  bille;  trouver  dans  quelle  di^ 
rection  il  faut  la  lancer  pour  qu'elle  revienne  au  point  de  départ 
après  n  réflexions. 

Soient  (fig.  4)  A^  et  An  le  premier  et  le  dernier  point  d'inci- 
dence. Les  deux  triangles 
OAiP,  OAnP  ont  le  côté 
OP  commun,  OA^  =  OAn  ; 
de  plus,  il  est  facile  de 
Toir  que  les  angles  en  A^ 
et  en  An  sont  égaux.  Donc 
les  angles  en  P  sont  égaux 
ou  supplémentaires. 

Si  ces  angles  sont  sup- 
plémentaires, le  point  mo- 
bile décrit  un  polygone  ré- 
gulier, convexe  ou  con- 
cave. Si  donc  on  peut  cons- 
truire un  polygone  régu- 
lier de'/i  côtés  passant  par  le  point  P,  il  y  aura  une  solution. 
Il  suffit  pour  cela  que  Tapothëme  de  ce  polygone  régulier 
soit  inférieur  à  OP. 

En  second  lieu,  supposons  que  les  angles  en  P  soient 
égaux.  Abaissons  du  point  0  une  perpendiculaire  OK  surA^A,; 
et  posons  AtOP  =  x\  A^OK  =  y  ;  nous  trouvons  facilement 
les  égalités  suivantes  : 

A,  OP  =  a:;  +  21/ 
A,  OP  =:  a;  +  42/ 

et,  en  général  Aa  OP  =  a?  +  ^(A  —  i)j/. 

Pour  que  An  soit  symétrique  de  Ai  par  rapport  à  OP,  il 
faut  que  l'on  ait 

2.x  -\-  2(n  —  i)y  =  2K7r 
ou  a;  -f  (n  —  i)j/  =  Ktc 

JOURNAL  DE  MATH.  ÉLÉM. 1882. 


Fig,  4. 


—  10  — 

D'autre  part  on  a,  en  posant  OP  =  a,  OA4  =  r, 

a  cos  y 

r        cos  (oc — y)' 
Or  X  —  y  =  Kic  —  ny. 


Donc 


-1+ 


cos  y 


r         cos  ny 

Celte  dernière  équation  définit  l'angle  y;  on  aura  parsuilo 
l'angle  x,  par  la  première  équation. 

Dans  le  cas  particulier  de  n  =  2,  l'équation  précédente 
devient  quadratique,  et,  par  suite,  peut  se  traiter  d'une  ma- 
nière élémentaire  ;  mais  on  peut  aussi  résoudre  la  question 
géométriquement  comme  il  suit  : 
Soient  (fig.  i)  P  la  position  initiale,  Ai  et  A^  les  deux  points 

d'incidence;  me- 
nons la  ligne  A^O, 
et  prolongeons-la 
jusqu'au  point  E 
oh  elle  rencontre 
une  perpendicu- 
laire à  OP  menée 
par  le  point  P; 
enfin  décriyons  le 
cercle  PO,  ayant 
pour  centre  P,  et 
passant  par  le 
point  0;  il  coupe 
en  I  la  droite  OK, 
et  en  D  le  prolon- 
gement de  OP.  Il 
est  facile  de  voir 
que  le  quadriJa- 


Fig.  «• 


tère  PIED  est  inscriptible  ;  on  a  donc 

01  X  OK  =  2OP»  ; 

OK  —  OI  =  OAi=r; 
le  problème  est  donc  susceptible  d'une  solution*  graphique, 
puisqu'il  revient  à  construire  deux  lignes  connaissant  leur 
différence  et  leur  produit  ;  on  aura  donc  facilement  OK,  et, 
dar  suite,  le  point  A^  sera  déterminé. 
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QUESTIONS 


A  l'usâqe  des  Candidats  de  saint-gyr 


Trouver  une  progression  arithmétique  pour  laquéDe  la  somme  des  termes 
soU  donnée,  quel  que  soit  n,  par  la  formule 

—  Quelle  relation  doit^il  y  avoir  entre  les  eoefficients  de  deux  équations  du 
premier  degré  à  deux  inconnues  pour  que  la  valeur  de  Tune  des  inconnues 
soit  double  de  l'autre  ? 

—  Sur  les  quatre  côtés  d'un  rectangle,  on  construit  extérieurement  des 
triangles  éqnllatéraux;  on  demande,  connaissant  le  périmètre  du  rectangle,  dans 
quel  cas  la  surface  totale  sera  maxinui. 

—  Simplifier  et  rendre  calculable  par  logarithmes  l'expression 

Sin'  a  —  sin»  b 

[eos  a  -f-  cos  ft)*  ' 

—  Résoudre  Sin  a;  +  cos  a;  =:  séc  07. 

—  Les  côtés  d'un  triangle  sont 

a?î-|-a?  +  ï,    205-1-1,    «*— I. 
Démontrer  que  l'angle  opposé  au  premier  côté  est  de  130  degrét. 

—  Calculer  à  0,01  près  l'expression 

3-h  >/T 

\/T  —  2  ' 

Calculer  à  0,01  la  valeur  de  l'expression 

Combien  laudra-t-il  prendre  de  chifn*es  exacts  à  «? 

—  La  surfooe  d'une  sphère  augmente  de  371  centimètres  carrés  lorscroe  le 
rayon  augmente  de  1  centimètre;  calculer,  d'âpre  ces  donnée,  le  rayon  à  un 
millimètre  près. 

—  Trouver  la  vraie  valeur  de  l'expression 

SIna: ,*«" 

=*=  V  I  +  ♦s*  » 
quand  on  y  suppose  tg  a  s  oo  • 

—  Décomposera  a  en  deux  parties  o?  et  2a  —  o?  telles  que 

2  2a  —  0? 

"F 


20  —  iCSa        ® 

foit  maximum  ou  minimum. 

—  Trouver  trois  nombres  en  proportion  continue,  connaissant  la  somme  19 
de  ces  nombres,  et  la  somme  133  de  leurs  carrés. 

—  Une  équation  bicarrée  dont  les  coefficients  sont  commensurables  admet 

pour  racine  2  —  JT;  trouver  les  trois  autres  racines  et  Téquation  qui  leur 
a  donné  naissance. 

—  Résoudre  l'équation  cos*  x  —  cos'  («  —  a?)  =:  m. 

—  Dans  un  cercle,  on  connaît  les  longueurs  c  et  c'  de  deux  cordes  parai 
lèles  et  la  dlstancetfde  ces  deux  cordes;  on  demande  *.  1*  le  rayon  du  cerde; 
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« 

2*  la  distance  du  centre  à  l'une  des  cordes;  3'  la  longueur  de  la  corde  équi- 
distante  des  deux  premières. 

—  Calculer  les  éléments  d'un  triangle  rectangle  dont  on  connaît  la  surface 
et  la  somme  des  côtés  de  l'angle  droit. 

—  On  donne  les  trois  angles  d'un  triangle  ABC  ;  calculer  l'angle  formé  par 
la  bissectrice  de  l'angle  A  et  la  médiane  issue  du  même  sommet. 

—  Calculer  les  deux  côtés  de  l'angle  droit  d'un  triangle  rectangle  connais- 
sant la  bissectrice  b  de  l'angle  droit  et  le  rapport  des  deux   côtés  de 

l'angle  droit. 

—  Les  quantités  variables  x  et  y  étant  assujetties  à  vériGer  Téquation 

x^  +  y^  -^  xy  =i  2i6, 
assigner  les  valeurs  de  x  et  y  qui  rendent  maxima  l'expression 

2X  -\-  3i/. 

—  Deux  ouvriers  doivent  creuser  un  fossé;  le  premier  en  fait  la  moitié,  et 
ensuite  le  second  fait  le  reste;  ils  emploient  alors  23  heures;  si  les  deux 
ouvriers  travaillaient  ensemble,  ils  auraient  fini  en  12  heures;  combien  de 
temps  chaque  ouvrier  mettrait-il  pour  faire  seul  l'ouvrage  entier? 

—  Étant  donné  un  point  sur  la  bissectrice  d'un  angle,  mener  par  ce  point 
une  sécante  qui  forme  avec  lés  côtés  de  l'angle'un  triangle  de  surface  donnée. 

—  Décomposer  17  en  trois  parties  telles  que  la  somme  des  carrés  de  ces 
parties  soit  égale  à  120,  et  le  produit  des  parties  extrêmes  égal  à  3  fois  la 
deuiième. 

—  Si  a  et  6  sont  deux  nombres  qui  ne  sont  divisibles  ni  par  2,  ni  par  3, 
ni  par  5,  a*  —  6*  est  divisible  par  240. 

—  Trouver  une  équation  dont  les  racines  soient  les  carrés  des  racines  de 
l'équation 

JX^   -t  4X   -f-    2  =:  0. 

—  On  donne  l'équation x^  ■]-  bx  -{-  c  =  o;  trouver  une  équation  du  second 
degré  en  y,  telles  que  les  racines  de  cette  dernière  équation  soient  égales  aux 
racines  carrées  des  racines  de  l'équation  donnée. 

—  Calculer  à près  la  valeur  de  y  1 7  +  v^5   • 

—  Etant  donné  un  triangle  isoscêle  ABC,  on  mène  parle  sommet  A  une 
droite  AX  dans  l'intérieur  du  triangle;  des  extrémités  B  etC  de  la  base,  ou 
mène  des  i)erpendiculaires  BB'  et  CC  sur  la  droite  AX.  On  demande  de  déter- 
miner la  position  de  AX  de  fa^*on  que  la  somme,  ou  le  produit,  des  deux  per- 
Dendicuiaires  soit  maximum  ou  minimum. 

—  Résoudre  cos  (a?  -f  a)  —  cos  (x  +  fi)  =  cos  Y  • 

--   Résoudre  un  triangle  connaissant  la  base,  l'angle  au  sommet,  et  la  somme 
es  produits  des  deux  autres  côtés  par  des  quantités  données. 

—  Sachant  que  x^  -f  î/^  est  constant,  trouver  le  maximum  ouïe  minimum 
de  la  quantité  mx  +  ny. 

—  Déterminer  la  base  du  système  de  numération  dans  lequel  le  nombre  127 
se  trouve  exprimé  par  10243. 

—  Calculer  les  trois  côtés  d'un  triangle  rectangle  connaissant  le  rayon  du 
..cercle  inscrit  et  la  surface.  —  Discussion  des  valeurs  obtenues. 

—  Trouver  les  trois  côtés  d'un  triangle  tels  que  ces  trois  côtés  et  la  surface 
soient  quatre  nombres  entiers  consécutifis. 

..—  Démontrer  que,  quel  que  soit  x,  ou  a 

a;  cos  a  x—  sin a 

^^""^  ^'  1 — ^,i^  „  —  arc  Ig.  =  a. 

I  —  a?  sm  a  cos  a 
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—  Étant  donné  un  triangle  quelconque  ABC,  mener  par  le  point  A  une 
droite  telle  que  si  l'on  abaisse  sur  cette  droite  les  perpendiculaires  BB',  CC,  les 
deux  triangles  BAB',  GAC  soient  équivalents. 

—  Résoudre  un  triangle  connaissant  deux  côtés  et  la  bissectrice  de  l'angle 
compris. 

—  Pormiles  cylindres  de  même  volume,  quel  est  celui  qui  peut  être  inscrit 
à  la  plus  petite  sphère? 

—  Résoudre  un  triangle  connaissant  un  [côté  a,  la  hauteur  correspondante  h  et 
et  la  différence  8  des  angles  B  et  G  adjacents  au  côté  donné. 

—  Résoudre  un  triangle  rectangle  connaissant  le  périmètre  et  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  sommet  de  l'angle  droit  sur  l'hypoténuse. 

—  Trouver  quatre  nombres  en  proportion  géométrique,  connaissant  leur 
somme,  la  somme  de  leurs  carré»,  et  la  somme  de  leurs  quatrièmes  puissances. 

—  Résoudre  le  système  x  -\-  y  =  a-,    acr»  -\-  y^  =  x^  +  y^. 

—  Trouver  le  maximum  du  produit  xyz,  sachant  que  le  produit  cflbvc*  est 
constant. 

—  Les  angles  d'un  triangle  sont  en  progression  arithmétique,  et  la  somme  des 
can*és  de  leurs  sinus  est  égale  à  2;  quelle  relation  doit-il  exister  entre  les  côtés 
de  ce  triangle  ? 

—  Résoudre  un  triangle  connaissant  un  côté  a,  l'angle  opposé  A^  et  sachant 
que  le  côté  b  est  double  du  côté  c.  Discuter. 

—  Résoudre  et  discuter  l'équation  a?^  (3oi—  i)-\-'2.x  -f-  4a  —  1=0;  trouver 
pour  quelles  valeurs  de  a  les  racines  sont  comprises  entre  ■\-  i  ei  —  i. 

—  Couper  un  tronc  de  pyramide  par  un  plan  parallèle  aux  bases,  de  laçon 
que  la  section  soit  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  bases. 

—  Étant  donné  tg  a,  calculer  cos  — . 

4 

—  Résoudre  un  triangle  connaissant  les  angles  et  le  rayon  du  cercle  inscrit. 

—  Résoudre  un  triangle  connaissant  les  angles  et  la  surface. 

—  Trouver  quatre  nombres  en  progression  arithmétique,  connaissant  le  pro- 
duit des  extrêmes,  22,  et  le  produit  des  moyens,  40. 

—  Si  S,  S',  S' sont  les  sommes  de  n  termes  de  trois  progressions  arithméliques 
dont  les  premiei*s  termes  sont  l'unité  et  dont  les  raisons  sont  respectivement 
1,2,  3,  démontrer  que  l'on  a 

S  +  S"  =  2S'. 

—  Si  a,  &,  c  sont  les  termes  de  rang  p,  9,  r  d'une  progression  géométrique, 
on  a  ai-^  Xb^-P  XCP  -^  =^  i> 

—  Dans  une  progression  géométrique,  le  terme  de  rangp  +  g  est  m;  le  terme 

de  rangp  —  9  est  n;  en  déduire  que  le  terme  de  rangp  est  ^  mn,  et  le  terme 
de  rang  9  est  m 


V(iy 


-^  Résoudre  un  triangle  rectangle  connaisant  l'hypoténuse  et  le   rayon  du 
cercle  inscrit. 

—  Résoudre  tg^  a;  +  4  sin*  a;  —  3  =  o. 

—  Résoudre  arc  sm  x  +  arc  sm = . 

2  4 
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QUESTION  350 

Solmttoa  par  M.  Gino-Loeia,  élère  h  lUnivenité  de  Mantooe  (Itali^. 


Les  centres  de  gravité  des  quatre  triangles  dans  lesquels  tout 
quadrilatère  est  divisé  par  ses  deux  diagonales  sont  les  sommets 
d'un  second  quadrilatère  semblable  au  paraUélogramme  maxp- 

2 

mum  inscrit  dans  le  quadrilatère  proposé  et  équivalent  aux  — 
de  ce  quadrilatère. 

Soit  ÂBGD   le  quadrilatère  donné;  MNPQ  le  parallélo* 

gramme  inscrit  maximum, 
0  le  point  de  rencontre 
des  diagonales  AG»  BJ). 

Déterminons  sur  OM  le 
point  Ml  au  tiers  de  OM  à 
partir  de  M,  et  par  des 
constructions  analogues 
déterminons  les  points  Ni, 

,  K  Qi. 

Ces  points  Mi,  Ni,  Pi, 
Qi  sont  les  centres  de  gra- 
vité des  triangles  de  l'é- 
noncé. 

Il  résulte  des  construc- 
tions précédentes  que 

OMi  =  ^  OM; 

ON*  =  -3  ON; 

5 


0P,=  -r-OP; 


2 

3 


0^1  =  4- OQ. 
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Donc  MiNi  et  MN;  P^N^  et  PN;  PiQi  et  PQ;  Q^M^  et  QM 
sont  deux  à  deux  parallèles.  Par  suite  les  triaagles  OMN, 
OMiNi  sont  semblables  ;  de  même  ONP  et  ONiPi  ;  OPQ  et 
OPiQi;OQM  et  OQJi^.  Des  lors  les  quadrilatères  MNPQ 
et  MiNiPiQi  composés  du  même  nombre  de  triangles  sem- 
blables et  semblablement  placés  sont  semblables.  —  Leurs 
surfaces  sont  donc  entre  elles  comme  les  carrés  de  deux 
lignes  homologues.  Donc 

MNPQ      _   OM»  _    9 

MiN^PiQi   ~  MO/  ""   4  * 

donc  MjNiPiQt  =  -^  MNPQ  ; 

9 

mais  MNPQ  =  —  ABCD  ; 

2 

donc  MiNtP^Qi  =  —  ABCD. 

9 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.   Prévost,  au  Lycée  du 
Mans,  et  Henry,  à  Brédiaincourt. 


QUESTION  352 

Solatloli  par  M.  H.  Bourgbt,  au  Collège  d'Aix, 


Construire  géoméiriqaement  un  triangle  connaissant  un  angle, 
le  côté  opposé  et  la  bissectrice  de  cet  angle  ou  de  son  supplément. 

1®  Supposons  le  problème  résolu.  Soient  ABC  le  triangle 
demandé,  BÀG  l'angle  donné  ÂE  =  2  sa  bissectrice,  BG  =  m, 
le  côté  opposé  (fig.  4). 

Circonscrivons  un  cercle  0  au  triangle  ABC;  la  bissectrice 
AE  prolongée  passe  en  D  milieu  de  l'arc  BC,  Donc  si  sur 
BG  on  décrit  un  segment  capable  de  l'angle  donné,  le  pro- 
blème revient  à  mener  par  le  point  D  une  sécante  telle 
que  la  partie  AE  ait  une  longueur  donnée  /. 

Joignons  BD.  Les  triangles  semblables  ABD,  EBD  donnent 

AD    _  JD^ 
BD   ""    ED 


ou 
D'autre  part 
A  Taide    de  ces 


—  le- 
BD*  =  AD  .  ED. 
AD  —  ED  =  /. 
deux  équations  on  peut   construire  la 


ligne  AD. 

Cette  ligne  une  fois  construite,  de  D  comme  centre  avec 

AD  pour  rayon,  on  dé- 
crira un  arc  de  cercle 
qui  coupera  le  segment 
capable  en  deux  points 
A  et  A'.  Joignant  A  et 
A'  aux  points  B  et  G  on 
aura  deux  triangles 
égaux  et  symétriques 
par  rapport  au  diamètre 
DP. 

Pour  que  le  problème 
soit  possible,  ilfautque 
AD  <  2R,  R  étant  le 
rayon  du  cercle  0. 

Quand  AD  =  2  R,  A 


f:-- 


Fig,  /. 


et  A'  se  confondent,  il  n'y  a  qu'une  solution;  le  triangle 

ainsi  construit  est 
isosccle. 

^  Si  on  donnait 
la  bissectrice  du 
supplément  de 
l'angle  A,  on  ob- 
tiendrait par  une 
construction  ana- 
logue le  point  D 
{fig.  2).  Puis  de 
D  comme  centre, 
avec  AD  comme 
rayon,  on  décri- 
rait une  circon- 
férence qui  cou- 
perait le  cercle  0 
Fig.  ^.  en  A    et  A.  Ou 
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aurait,  encore  deux  solulions   égales  et    symétriques   par 
rapport  à  DF. 

Le  cercle  de  ceutre  D  coupe  toujours  le  cercle  0,  à  moins 
que  AD  ne  soit  nul;  dans  ce  cas  le  problème  n'a  qu'une 
solution,  qui  est  un  triangle  isoscèle. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Perrier,  à  Lons-le-Saunier 
Glno-Loria,  à  Mantoue;  Henry,  à  Bréchancourt  ;  Joly*  à  Tarbes;  Hellot,  à 
Rouen;  Debray,  à  Chauveney-Saiut-Uubert ;  Hoover  à  Dayton  (fitats-Uuis); 
Vigy,  à  Vitry-le-Fi-ançois 


BACCALAUREAT  ES  SCIENCES 


FACULTÉ  DE  CAEN 

Août  1881. 

Ëtaot  donnés  dans  un  plan  deux  points  A  et  B,  et  une  droite  CD,  trouver 
une  cireonférence  qui  passe  par  les  deux  points,  et  intercepte  sur  la  droite 
une  eorde  de  longueur  donnée.  Examiner  le  cas  où  les  deux  droites  sont  rec- 
tangulaires. Dans  les  deux  cas,  trouver  le  rayon  de  la  circonférence. 

—  Par  un  point  donné  sur  l'un  des  côtés  d'un  triangle,  mener  une  droite 
qui  le  partage  en  deux  parties  équivalentes. 

—  Un  triangle  tourne  autour  de  sa  base,  dont  la  longueur  est  la  moitié  de 
la  hauteur  correspondante.  Calculer  le  volume  engendré,  et  comparer  ce 
volume  à  celui  d'une  sphère  dont  le  rayon  serait  égal  à  la  base  du  triangle. 

—  Connaissant  le  rayon  et  la  distance  des  centres  de  deux  circonférences, 
extérieures  Tune  à  l'autre,  calculer  la  longueur  de  chaque  tangente  commune 
comprise  entre  les  points  de  contact.  Conditions  pour  que  le  quadrilatère  formé 
par  les  quatre  tangentes  soit  inscriptible. 

—  Déterminer  les  valeurs  du  paramètre  m  pour  lequel  les  quatre  racines 
de  l'équation  bicarrée 

iB*  —  (3w  +  5)0^  +  (w  -h   0»  =  G 
sont  en  progression  arithmétique.  Calcul  des  racines  correspondantes. 

—  Déterminer  les  deux  points  de  la  ligne  de  terre  dont  la  distance  à  un  plan 
donné  est  égale  à  3  centimètres.  Les  traces  du  plan  sont  dans  le  prolonge- 
ment l'une  de  l'autre,  et  font  un  angle  de  3o"  avec  la  ligne  de  terre.  On 
joindra  à  Tépure  une  explication  succincte. 

—  La  durée  de  Tannée  sidérale  étant  égale  à  365,25637  jours,  et  celle  de  la 
révolution  sidérale  de  la  lune  à  27,32166  jours,  calculer  la  durée  de  la  révo- 
lution synodique  de  la  lune. 

—  Trouver  le  maximum  du  volume,  du  cylindre  inscrit  dans  une  sphère  Je 
rayon  i. 

—  Démontrer  que  dans  un  tétraèdre  régulier  les  six  arêtes  sont  perpendi-' 
culaires  deux  à  deux,  et  que  leurs  trois  perpendiculaires  communes  se  coupent 
en  un  point  qui  est  en  même  temps  le  point  de  concours  des  quatre  hauteurs. 

— -  Connaissant  la  longueur  l  de  l'arête  d'un  tétraèdre  régulier,  calculer  la 


,^,.,.„.    à  la  «M»  HjpMia»  k  fto^^wtfi»  ilManofi  de  dw  arêtes 
le  Yitaw  4b  «étoMPOi  «ofti  b  grandear,  à  une  abonde  près,  de 


Ttijfc  dMne  fnni  per  étmsL  teaf  eontigiiës. 

—  Ctt  ffaB  porliillHBent  poli  est  isdiiié  éet  3of  sur  l'honzoïi  ;  selopflipev  est 
^%b  sètees.  On  demiuKle  sa  J>out  de  combien  de  temps  nn  eorj^s  pesant 
afamdonné  en  hant  da  plan  sera  arrivé  en  bas. 

—  Combien  de  temps  faut^il  pour  rembourser  un  emprunt  de  ioooo  finnos 
p^  annuités  de  1600  francs,  le  taux  étant  4  0/0  ? 

—  Un  tronc  de  pyramide  régulière  a  pour  bases  deux  carrés,  l'un  de 
16  mètres,  Tautre  de  9  mètres  de  côté;  on  sait  de  plus  que  le  polyèdre  est 
circonscrit  à  une  sphère;  calculer  le  rayon  de  la  sphère,  le  Tolume  et  la  sur- 

lace  du  polyèdre. 

3it  ^40 

—  Un  arc  de  cercle  compris  entre et  21c  a  pour  sinus JgT'» 

calculer  le  sinus  et  le  cosinus  de  la  moitié  de  cet  arc. 

—  Résoudre  l'équation 


X  —  a  X  —  h  X  ■\-  c 

et  démontrer  qu'elle  a  toi:gours  ses  racines  réelles,  a.  h,  c  étant  des  nombres 
réels  quelconques. 

—  Aux  trois  sommets  A,  B,  C  d'un  triapgle  dont  les  angles  sont  aigus,  on 
applique  trois  forces  parallèles,  de  même  sens,  et  respectiToment  é^es 
à  tgA,  tgB,  tgC.  Trouver  le  point  d'application  de  leur  résultante,  et 
montrer  que  la  grandeur  de  cette  résultante  est  égale  au  produit  tg  A*  tg  B. 
tg  C.  Dire  comment  il  faudrait  modifier  l'énonoé  du  théorème  si  le  triangle 
avait  un  angle  obtus. 

RBNNES 

Volume  engendré  par  un  triangle  tournant  autour  d'un  axe  situé  dans 
son  plan  et  passant  par  un  de  ses  sommets  sans  traverser  la  surface.  Quelle 
position  doit  avoir  le  triangle  pour  engendrer  le  plus  grand  volume  possible? 

—  Un  levier  coudé,  dont  les  deux  bras,  supposés  rectiligoes,  font  entre  eux 
un  angle  de  120*,  et  dont  l'un  est  double  de  l'autre,  est  en  équilibre  sous 
l'action  de  deux  poids  égaux  suspendus  à  ses  extrémités;  quelles  sont  les  incli- 
naisons respectives  des  deux  bras  par  rapport  à  l'horizontale? 

—  On  donne  un  point  G  centre  d'un  oende  de  rayon  variable,  et  un  point 
A  par  lequel  on  mène  les  tangentes  AB  et  AD.  Pour  quelle  valeur  du  rayon 
la  corde  de  contact  BD  a-t-elle  une  longueur  donnée?  —  Maximum  de  cette 
longueur.  Interprétation  géométrique. 

^  On  donne  une  circonférence  0  de  rayon  R,  et  un  point  A,  par  lequel  on 
mène  toutes  les  sécantes  telles  que  ABC.  Qudle  est  celle  qui  détermine  le 
triangle  OBC  de  surlace  maximum? 


MONTPELLIER 

Démontrer  par  la  trigonométrie  que  la  sarfiace  du  dodécagone  régulier 
est  égale  à  trois  fois  le  carré  du  rayon. 
*-  Trouver  un  are  dont  la  tangente  égale  dix  fois  le  sinus. 
—  Une  personne  a  empnmté  10000  francs;  elle  Toot  ae  libérer  an.moyen 
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de  14  patemento^égMix  eflëctaés  :  1»  premier  un  an  après  feiiMnit  mhm  svA- 
tBDts  d'année  en  année.  Catealer  qnelle  doit  être  la  valent  de  nnnuité,  te  tant 
de  rintérét  étant  de  4 1/i  0/0. 

—  Etant  donnés  denz  alliages  d'argent  e>  de  eninv,  Ton  aHlUndi  OJBH^ 
et  rentre  an  titre  de  0,900,  combien  fiint-ll  prendre  de  gnunnei  de 
poor  faire  100  pièces  de  1  franc  au  titre  de  0,835? 

—  Transformer  en  an  monôme  le  binôme  a  sin  x  -{' b  ûoê  x.  Penr 
valeurs  de  œ  cette  fonction  est-elie  mazima  ou  minime?  Faire  le  calnl  paor 
a  =  3,  6  =  4. 


MARSEILLE 

Etant  donné  un  triangle  éqnilatéral  ABC,  inscrire  dans  ce  triangle  un 
autre  triangle  éqnilatéral  Â'B'C,  sous  cette  condition  que  la  surlace  du  triangle 
A'B'G'  soit  la  moitié  de  la  surface  du  triangle  ABC;  déterminer  les  segments 
AA'  et  A'B  en  fonction  du  côté  a  du  triangle  donné. 

—  Quel  est  le  lieu  géométrique  des  milieui  de  toutes  les  cordes  d*un  cercle 
qui  vont  converger  en  un  même  point? 

—  On  donne  par  leurs  projections  une  droite  [ab,  a'b']  et  un  point  [0,  0']  ;  on 
demande  de  trouver  les  projections  d*une  droite  passant  par  le  point  [p^  0')  et 
rencontrant  la  ligne  de  terre  et  la  droite  [ab^  aV], 

—  Etudier  les  variations  de  l'expression. 

x^  —  5  a?  +  (5 

a?*  —  9  a;  -h  20 
lorsque  x  varie  de  —  oo  à  +  w* 

—  Quelle  est  la  longitude  d'un  lieu  dont  l'heure  avance  sur  l'heure  de  Paris 
de  2^  27'  36',  et  quelle  est  la  latitude  de  ce  lieu,  sachant  que  la  hauteur  méri- 
dienne du  soleil  est  au  solstfoe  d*étéde  75*  1 3'  24^  et  que  l'inclinaison  du  plan 
de  rédiptique  sur  le  plan  de  l'équateur  est  égale  à  23"  27'  i5\ 

—  Deux  cercles  dont  les  rayons  sont  R  et  R'  sont  tangents  extérieurement. 
Mener  nne  sécante  qui  détermine  dans  le  premier  cercle  nne  eorde  égale  à  R, 
et  dans  le  second  une  corde  égale  à  R'.  Déterminer  le  point  où  cette  sécante 
coupe  la  ligne  des  centres. 

POITIERS 

Une  barre  homogène  dont  l'unité  de  longueur  pèse  a  kilogrammes,  et 
dont  une  extrémité  A  est  fixe,  supporte  en  un  point  B  de  sa  longueur  un  poids 
P,  tandis  qu'une  force  verticale  Q,  appliquée  de  bas  en  haut  à  l'autre  extré- 
mité G,  est  destinée  à  maintenir  la  barre  en  équilibre  ;  étant  donnés  a,  P,  Q 
et  la  distance  AB,  trouver  AC.  Montrer  qu'il  y  a  un  minimum  pour  Q,  et 
trouver  la  valeur  correspondante  de  G. 

—  Exprimer,  en  fonction  du  demi-paramètre  et  de  l'angle  a  que  fait  la  tan- 
gente à  la  parabole  en  un  point  M  avec  le  rayon  vecteur  :  1*  la  longueur  de 
la  normale  à  la  courbe  au  point  M;  2*  la  longueur  de  l'ordonnée;  3*  la  dis- 
tance qui  sépare  le  pied  de  l'ordonnée  du  sommet  de  la  parabole  ;  4*  le  rayon 
vecteur. 

—  Entre  quelles  limites  peut  varier  la  fraction 

OJ*  —  20?  H-  I 

2a;  —  4 


—  «)'  — 

-^  Detax  corps  pesants  partent  au  même  moment  .d*ane  hauteur  A  ;  le  premier, 
sans  rilesse  initiale,  suit  un  plan  faisant  avec  l'horizon  un  angle  a  ;  le  second 
suit  un  plan  incliné  d'un  angle  p,  et  arrive  en  même  temps  que  le  premier. 
Quelle  est  la  vitesse  initiale?  Application  a  =  3o**;  p  =  45*  ;  A  =  9,8088. 


NANCY 


Trouver  quatre  nombres  en  proportion,  sachant  que  la  somme  des  moyens 
est  égale  à  a,  la  somme  des  extrêmes  égale  à  b,  et  la  somme  des  carrés  des 
quatre  termes  égale  à  A^. 

—  Calculer  le  rayon  d'une  sphère  sachant  que  les  deux  bases  d'une  zone  de 
cette  sphère  sont  distantes  du  grand  cercle  parallèle  de  1 5*  et  de  75*,  et  que  la 
surface  de  la  zone  est  égale  à  16  mètres  carrés.  —  Calculer  le  volume  du  seg- 
ment sphérique  compris  entre  les  plans  des  deux  bases  de  la  zone. 


GRENOBLE 

Maximum  et  minimum  de 

3  tg  x  +  4  cotg  X, 

—  A  quelles  distances  du  sommet  d'une  pyramide  de  hauteur  égale  à 
142  mètres  faut-il  mener  des  plans  parallèles  à  la  base  pour  que  son  volume 
soit  divisé  en  trois  parties  équivalentes  ? 


BORDEAUX 

Maximum  et  minimum  de 

sm  a;  +  3  cos  a;.      ' 

—  Calculer  en  kilomètres  carrés  la  surface  de  la  zone  terrestre  comprise 
entre  l'équateur  et  le  parallèle  dont  la  latitude  est  de  3o*. 

—  Sur  deux  droites  rectangulaires  se  coupant  en  0,  on  prend  quatre  points 
A,  B,  C,  D  à  une  distance  d  de  0;  de  chacun  de  ces  points  comme  centre,  on 
décrit  des  circonférences  égaies  et  tangentes  deux  ù  deux;  puis  une  grande  cir- 
conférence enveloppe  la  première  et  leur  est  tangente  ;  calculer  le  rayon  de 
chacune  de  ces  circonférences  et  le  rapport  de  la  surface  de  chacun  des  cercies 
intérieurs  au  cercle  enveloppant.  Quelle  doit  élre  la  valeur  de  d  pour  que  le 

I 
rapport  soit  — . 
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TOULOUSE 

Étant  donné  un  petit  cercle  de  rayon  r  sur  une  sphère  de  rayon  R,  déter- 
miner le  rayon  d'un  second  cercle  parallèle  au  premier,  et  comprenant  avec  le 
premier  un  segment  sphérique  qui  soit  dans  un  rapport  k  avec  le  cône  qui 
aurait  pour  sommet  le  centre  du  premier  cercle  et  pour  base  le  second  cercle. 
Discuter. 

—  Trouver  sur  l'une  des  arêtes  d'une  pyramide  polygonale  de  sommet  S  un 
point  B  tel  que,  si  on  mène  par  ce  point  un  plan  parallèle  à  celui  de  la  base 
delà  pyramide,  Taire  de  la  section  obtenue  soit  las  trois  quarts  de  l'aire  de  w 
base  de  la  pyi  amide. 


Résoudre  l'équation 


—  «1  — 

PARIS 

sin  2x  =  ces  [x  +  h) 


A  étant  compris  entre  o  et  — . 

—  Trouver  la  valeur  de  tgsc  d'après  l'équation 

tg^a?  =  Ktg  (a?  +  a)  tg  [x  —  a] ; 
discuter  la  solution,  et  trouver  sans  tables  la  valeur  de  x  lorsque  K  =  i . 

—  Trouver  les  rayons  de  bases  du  tronc  de  cône  circonscrit  à  une  sphère 
et  dont  le  voluœe  est  double  de  celui  de  cette  sphère;  on  connaît  le  rayon  R 
de  la  sphère. 

—  Calculer  les  côtés  &  et  c  d'un  triangle  rectangle  dont  on  connaît  4'hypo~ 
ténuse  a,  et  dans  lequel  les  angles  B  et  C  vérifient  la  relation 

sin  B  =  2  sin  C. 

—  Une  pyramide  régulière  a  pour  base  un  triangle équilatîral  dont  on  donne 
le  côté  a,  on  sait  de  plus  que  la  surface  latérale  de  la  pyramide  est  égale  à 
deux  fois  la  surface  de  la  base.  Calculer  la  hauteur. 

—  Etant  donné  un  cône  circulaire  droit  dont  le  côté  est  égal  au  diamètre  2a 
de  la  base,  trouver  à  quelle  distance  x  du  sommet  il  faut  mener  un  plan  pa- 
rallèle à  la  base  pour  que  la  suriace  du  cercle  suivant  lequel  ce  plan  coupe  le 
cône  soit  égale  à  la  surface  latérale  du  cône  comprise  entre  les  deux  plans 
parallèles. 

—  Connaissant  le  côté  a  de  la  base  d'une  pyramide  régulière  à  base  carrée, 
et  la  hauteur  hj  calculer  le  rayon  de  la  sphère  circonscrite. 

—  Les  bases  d'un  tronc  de  pyramide  étant  B  et  b\  calculer  l'aire  de  la  sec- 
tion faite  dans  cette  pyramide  par  un  plan  équidistant  des  bases. 

—  Trouver  l'angle  de  deux  plans  dont  l'un  est  parallèle  à  la  ligne'  de   terre . 

—  Trouver  une  progression  arithmétique  de  cinq   termes  connaissant  la 

somme  5a  de  ses  termes,  et  la  somme  -r«  de  leurs  inverses.  On  déterminera 

0 

le  terme  du  milieu  et  la  raison. 

—  Trouver  la  relation  qui  doit  exister  entre  a  et  a'  pour  que  le  maximum 
et  le  minimum  de  la  fraction 

x^  4-  iûic  -h  I 

x^  -|-  2a'x  -|-  I 
soient  égaux  et  de  signes  contraires. 

-—  ABCD  est  un  rectangle  dont  les  côtés  AB  =  a,  BC  =5  sont  donnés. 
Calculer  au  moyen  de  ces  données  les  deux  volumes  engendrés  par  les 
triangles  AOB,  CDD  tournant  autour  de  AB.  Le  point'  0  est  le  point  de  con- 
cours des  diagonales. 

—  Combien  faut-il  prendre  de  termes  dans  la  progression  arithmétique 

4.  7*  10.  i3. . • . 
pour  que  la  somme  de  ces  termes  soit  égale  à  6o5oo  • 
~~  Résoudre  les  trois  équations 

ax  -^hy  -{•  cg=zh 
a^x  +  6^  +  c^z  =  V 
et  faire  voir  que  le  numérateur  et  le  dénominateur  des  valeurs  de  chacune  des 
inconnues  peuvent  être  décomposés  en  Ceusteurs  du  premier  degré. 
—On  oonflldère  nn  cercle  de  rayon  R,  et  une  tangente  ABà  ce  cercle;  on  mène 


BC  perpendiculaire  à  AO.  Calculer  le  volunoe  du  oôoe  engendré  par  ABC  toar- 
nant  autour  de  ÂC.  On  donne  le  rayon  R  et  OA  =  a. 
—A  quelle  condition  lei  trois  équations 

0(8  +  5y  +  es  a  o 
a'flj  -h  b'y  -h  c'*  =s  o 

aont-elle^  satisfiiitea  autrement  que  par.  a;=o,  v^OjZ—ot 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


la  —  Démontrer  que  le  polynôme 

A  =fi(n+  iX«  +  2)05» —  ô.n.i.ac»  -  < 
—  6.(n  —  i).2X«-  * —  6.(n—  2).3.flc«  -  » ... 

—  6.2(n  —  i).flc  —  6n 
est  exactement  divisible  par  {x  —  i),  et  donner  le  quotient. 

(G.  de  Longchamps.) 

2.  —  Démontrer  que  le  polynôme 

A  =  ncc»  +  <  —  (i  +  np)cc/^  +  (P  —  0^  "  ^  4"  (P  —  i)^?*  "•  • 

+  •••  +  (P  —  ï>»  +  p 
est  exactement  diiyible  par 

05*  —  (p+  i)x  +p. 

ffî.  de  Longchamps,) 

3.  —  Résoudre  l'équation 

oj*  +  aa?  4"  ft^*  +  ^^  -f"  ^  =  o. 

4.  —  Démontrer  que,  si  l'équation 

OD*  +  P^  +  Ç  =  o 
a  seis  racines  réelles,  l'équation 

ac*  +  pû5  +  ?  +  {®  +  û)(aa5  +  p)  =  o 
a  aussi  ses  racines  réelles,  quel  que  soit  a. 

(G.  de  Longckaimps.) 

5.  —  A  tout  triangle  ABC,  on  peut  inscrira  deux  trian- 
gles ayant  leurs  côtés  perpendiculaires  à  ceux  de  ABC. 
Ces  triangles  sont  inscriptibles  dans  uire  circonférence  ayant 
pour  centre  le  centre  des  médianes  antiparallëles  de  ABC. 

(J.  Neuberg.) 

6.  ^*  A   tout  triangle  ABC,  on  peut  inscrire  deux  trian- 


—  48-^ 

gles  ayant  leurs  cM6s  paf  allëliès  aux  bisrsectrices  de  ABC  ; 
ces  triangles  ont  le  même  cercle  des  neuf  points. 

(J.  Neuberg.) 

7.  —  Sur  les  côtés  d'un  triangle  donné  ABC,  on  cons- 
truit trois  triangles  semblables  ABCi,  BGAi,  GAB|^  tels  que 
le»  droites  AAi,  BB^,  GC49  concourent  en  un  môme  point  D. 
Démontrer  que  les  points  A^,  B^,  G^,  décrivent  chacun  une 
circonférence.  (J.  Neuberg.) 
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CooBB  DB  GAohAtrib  iSîÉHBNTAmi,  à  Vtuogû  des  aspirantt  au  baocaUmréat  «t 
Kienea  et  des  cœMdats  aux  écotes  du  gouvetnentent^parM.  C^Mbetto, 
ffrofesseur  au  lycée  Saint-Louis .  —  Paris,  librairie  Germer-Baillière. 

Noua  avons  voulu  attendre  la  publication  du  second  fascicule  de  cet  ouvrage 
pour  pouvoir  l'étudier  d'ensemlje  ;  nous  avons  trouvé,  dans  ce  nouveau  cours 
écrit  par  M.  Combetle,  les  qualités  qui  devraient  se  rencontrer  dans  tout 
livre  écrit  pour  des  élèves  :  la  précision,  et  surtout  l'ordre  méthodique  dans 
l'exposition.  M.  Combette,  tout  en  introduisant  dans  son  Cours  de  Géométrie, 
quelques-unes  des  notions  connues  maintenant  sous  le  nom  de  géométrie 
moderne,  et  qu'il  est  indispensable  d'exposer  aux  élèves,  même  de  Mathéma- 
tiques élémentaires,  a  su  cependant  rejeter  les  modifications  que  l'on  tendait 
à  introduire  dans  l'étude  du  cinquième  livre,  et  revenir  aux  méthodes  de 
Legendre,  évitant  ainsi  aux  élèves  de  tourner  souvent  dans  un  cercle  vicieux 
sous  prétexte  d'avoir  des  idées  plus  générales  sur  les  figures  de  l'espace, 

M.  Combette,  sans  vouloir  faire  une  géométrie  sphérique,  a  cependant  traité 
quelques  questions  relatives  à  la  sphère,  telles  que  les  cercles  tangents  sur  la 
sphère,  le  plan  radical  de  .deux  sphères,  etc.  ;  mais  l'une  des  parties  impor- 
tantes de  l'ouvrage  que  nous  analysons  ici,  est  l'étude  des  courbes  usuelles. 
L'auteur  a  eu  soin  de  rattacher  les  trois  courbes  Tune  à  l'autre  par  la  consi- 
dération des  directrices  et  de  l'excentricité.  On  sait  que  c'est  en  partant  de  la 
définition  des  coniques  par  l'excentricité,  que  les  auteurs  anglais  ont  étudié  ces 
courbes  an  point  de  vue  géométrique;  mais,  jusqu'à  présent,  cette  notion  géo- 
métrique n'avait  pas  encore  eu  droit  de  cité  chez  nous. 

Enfin,  pour  résumer  ce  que  nous  avons  à  dire  de  l'ouvrage  de  H.  Combette, 
nous  dirons  que  cette  géométrie  contient  tout  ce  que  l'on  demande  aux  exa- 
mens des  'écoles,  que  par  suite  elle  doit  être  considérée  comme  un  ouvrage 
complet,  et  a  droit  au  même  succès  que  les  deux  autres  ouvrages  du  même 
auteur  qoe'iioès  'avons  signalés  précédemment. 


-  u  — 

Cours  db  GéoKÉTRiE  deschiptite,  par  M.  CM.  llrlMe.  professeur  de  Mathé- 
matiques spéciales  au  lycée  Fontanes,  répétiUur  de  géométrie  et  stéréoto- 
mie à  VEcole  polytechtUque.  —  Paris,  Imprimerie  Gauthier-VUIars .  Prix: 
5  francs. 

La  première  partie  seulement  de  cet  ouvrage  est  parue;  mais  nous  n'avons 
pas  voulu  attendre  pour  la  recommander  à  nos  lecteurs  ;  les  idées  énoncées 
par  Fauteur  ont  en  effet  une  importance  capitale  :  M.  Brisse  insiste  sur 
-ce  point  qu'il  n'y  a  jamais  qu'une  seule  méthode,  générale  pour  la  solution 
d'un  même  genre  de  questions,  et  que  cette  méthode  ne  comporte  aucune 
exception  ;  en  outre,  l'auteur  aie  soin  de  rappeler  que  toujours  on  doit  effec- 
tuer une  constrocrion  dans  l'espace  avant  de  faire  une  épure,  et  qu'on  ne 
doit  lire  dans  l'espace  que  pour  disposer  des  données,  et  lire  l'épure  que 
lorsqu'elle  est  terminée;  on  dcft  s'occupor,  pendant  son  exécution,  exclusivement 
d'appliquer  les  règles  données  pour  le  trait. 

M.  Brisse  a,  dès  le  début,  signalé  l'emploi  d'un  seul  plan  horizontal  de 
projection,  mais  avec  autant  de  plans  verticaux  qu'on  le  juge  nécessaire. 
D'après  cela,  il  devenait  inutile  d'indiquer  la  méthode  des  changements  de  plan, 
et  aussi  de  faire  l'étude  des  prétendus  cas  particuliers  d'un  problème,  qui 
tiennent  au  choix  du  système  de  plans  que  l'on  considère  ;  au  contraire  l'auteur 
a  étudié  avec  soin  la  méthode  du  rabattement  et  la  méthode  des  rotations.  Puis 
il  a  donné  toutes  les  indications  nécessaires  à  l'exécution  d'une  épure,  la  dis- 
tinction des  parties  vues  et  des  parties  cachées,  et,  à  propos  des  polyèdres, 
a  donné  des  exercices  d'ombre. 

Les  problèmes  traités  par  M.  Brisse  sont  développés  assez  complètement 
pour  que  les  élèves  y  trouvent  toutes  les  indications  utiles,  et  en  même  temps 
soient  forcés  à  un  travail  personnel  sérieux,  pour  en  tirer  un  véritable  profit  ; 
c'est  à  nos  yeux,  une  bien  grande  qualité  dans  un  ouvrage  classique.  Nous 
espérons  que  beaucoup  de  personnes,  jugeant  comme  nous,  assureront  le 
succès  de  cet  ouvrage,  dont  la  première  partie  fait  désirer  très  vivement 
la  seconde. 


La  solution  de  la  question  n"  355  donnée  dans  le  numéro  de  décembre  est 
inexacte;  nous  en  donnerons  une  solution  nouvelle  dans  le  numéro  de  février. 


Le  Rédacteur-Gérant, 
J.  KGEHLER. 
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RESOLUTION  PAR  LES  TABLES 
DE  l'Équation  du  second  degré  a  racines  réelles 


Lorsque  Téquation  du  second  degré  a  ses  racines  réelles 
et  inégales»  on  peut  toujours,  par  un  changement  de  variable^ 
l'identifier  avec  une  équation  trigonométrique  très  simple  et 
on  obtient,  par  suite,  très  rapidement  les  racines  de  l'équa* 
tion  au  moyen  des  tables  de  logarithmes»  comme  nous  allons 
l'indiquer. 

1 .  —  Proposons-nous,  d'abord»  de  déterminer  sin  3(p  en 
fonction  de  tg  (p.  Nous  avons 

sin  29  =  2  sin  cp  cos  cp  ; 

tg(|)  I 

puis  sm  çp  =  ^  ^  — j   cos  9=  —  ; 

yi  +  tg'<p  vi+tg"? 

donc,  nous  avons 

2  tg9 

sm  2<p  =  rr^h—' 

I  +  tg  "? 
Inversement,  nous  aurons,  pour  délerminer  tg  <p  en  fonc- 
tion de  sin  29,  l'équation 

De  même,  nous  savons  que  l'équation  qui  donne  tg  9  en 
fonction  de  tg  29  est 

*«" ^  +  irrr  tg  9  -  I  =0.  (2) 

tg  29 

2.  —  Gela  posé,  considérons  l'équation  du  second  degré 
ramenée  à  la  forme 

x*  +  P^  4"  î  =  o>  (3) 

dans  laquelle  nous  supposons  d'abord  q  positif,  et  son  signe 

mis  en  évidence  ;  posons 

x=z\/  q   ; 
l'équation  devient,  en  divisant  par  9, 

JP_  (4) 

V     î 
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^S6  — 

Paisfae  les  raoines 

sont  réelles,  nous  pouvons  poser 

P      —          * 

ce  qui  nous  donne 

^  q              sin  2  «p  ' 

an 

a? 

-2/9 
=         0 

oeiie  équation  donne  pour  9  une  valeur  réelle,  car  on  voit 
tAcilement  que  cette  valeur  de  sin   29  est  comprise  entre 

—  I  et  4-  i>  son  carré  étant  -^^  quantité  moindre  que  i,  par 

P 
hypothèse  ;  connaissant  Tangle  2cp  des  tables,  nous  en  tirons 

l'angle  f ,  puis  nous  avons 

V  =  tg  (ï);_    z'  =  cotg  <p2_ 
d'oîi  nous  tirons      x  =  y  g    tg  <p;  a?"  =  y  9   cotg  9. 

EiuiMPUi.  —  Soit  à  résoudre  par  les  tables  Téqualion 

(B*  —  10,839450?  -j-  26,991 104  =  o. 
Nous  trouvons  2<p  =  73^27' 14''; 

puis  X  =  3,87025, 

x'  =  6,9632. 

3.  — ^  Supposons  en  second  lieu  que  l'équation  soit  de  la 
forme  x*  -}-  px  —  9=0,  (8) 

dans  laquelle  nous  admettons  encore  9  positif  ;  posons  comme 

précédemment  x  =z\  q  \ 

réquation  devient,  après  avoir  divisé  par  9, 

a«   I    -— .  3  —  1  =  0. 

Si  nous  posons  alors 

y    2 


yj  q       tg  2(p' 

tious    identifions  Téquation   (6)  avec  l'équation  (S),  et  nous 
en  tirons  jt'  =  tg  (p 

jï'  =  —  cotg  (p. 

Donc  nous  avons       x  :=^\j  q  tg  9 

X  =  — v/  9    cotg  <p. 
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ExxMPiiC.  —  Proposons-nous  de  résoudre  l'équation 
SE»  -f-  0,4233  lo;  —  8,53972  =  o. 

De  l'égalité  Ig  2<p  =  lïJ— 

nous  tirons  2<p  =  85®  5i'  27'; 

puis  X  =  2,71828 

x"  =  —  3,14159. 

La  méthode  précédente  est  indiquée  dans  la  TrigoDO- 
métrie  américaine  de  Chauvetiet;  elle  a  une  grande  analogie 
avec  celle  qui  est  généralement  enseignée;  mais  pourtant 
elle  a  sur  celle-ci  Tayantage  d'éviter  la  connaissance  de 
la  résolution  de  l'équation  du  second  degré. 

4.  —  Nous  avons  supposé,  dans  ce  qui  précède,  que  les 
racines  étaient  réelles  ;  mais  nous  pouvons  encore  employer 
la  première  forme  quand  les  racines  sont  imaginaires;  dans 
ee  cas,  nous  avons  nécessairement  q  positif,  et  l'équation 
a  la  forme  x*  +  pa?  +  g  =  o. 

En  posant  encore        x^:^  z\ q 
nous  trouvons^  en  divisant  par  9, 

«•  -f  -T^  i5  -f-  I  ==  o. 

V9 

Posons  alors  — r=^  ==  ^^®  ?  • 

2v/g 
Fangle  <p  est   calculable  par  les   tables;  dar  lé  carré  du 

premier  membre,  -£-— ,  est  inférieur  à  i  ;  alors  l'équation 

devient  a*  +  2Z  cos  <p  +  i  =  o 

ou        j»*  +  2%  cos  <p  +  cos*<p  -f-  sin'ç  =  o. 

Ce  qui  peut  s'écrire 

{z  +  cos  <p)*  -j-  sin*  <p  =  o 
ou        (»  -j-  ^^s  <p  +  *  sin  <p)  {z  +  cos  ç  —  t  sin  cp)  =  0. 

Bans  ce  cas,  les  racines  ont  pour  expression,  comme  on 
le  sait,  a  '\'hi  Qi  a  —  61; 

on  a  donc  a  =  ^q  cos  ç;  6  =  y/ç  sin  ç; 

par  conséquent,  nous  pouvons  calculer  les  racines  imagi-^ 

naires. 
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BxBMPL£.  —  Soit  à  résoudre  loqualion 

a?'  -|-  6,283i8  X  +  10,87312  =0, 
nous  trouvons  <p  =  17®  41   10', 

puis  0= — 3,14159 

6  =  1,001769. 
Donc  les  racines  sont 

—  3,14159  +  1,001769/. 

MAXIMA  ET  MINIMA  DANS  LES  PROBLÈMES 


MÉT]IOD£   DIRECTE 

Quand  l'énoncé  d'un  problème  se  borne  à  la  recherche  du 
maximum  ou  du  minimum  d'une  quantité,  on  doit  se  pro- 
poser d'abord  d'obtenir  l'expression  de  cette  quantité  en 
fonction  d'une  variable  dont  le  choix,  qui  n'est  pas  absolu, 
est  généralement  indiqué  par  l'énoncé  ou  par  la  figure. 

Gela  fait,  on  cherche  à  discuter  l'expression  trouvée,  c'est- 
à-dire  à  suivre  sa  variation  quand  la  variable  choisie  va,  par 
exemple,  toujours  en  croissant  entre  les  valeurs  extrêmes  compor- 
tibles  avec  la  question. 

Si  on  peut  préciser  cette  variation,  il  est  clair  que  l'on 
arrive  naturellement  à  déterminer  les  valeurs  correspandantes 
de  la  fonction  et  de  la  variable  pour  lesquelles  la  fonction  passe 
par  un  maximum  ou  par  un  minimum. 

C'est  ce  que  nous  appellerons  la  méthode  directe. 

Nous  allons  en  donner  plusieurs  exemples. 

Exemple  1.  —  Étant  donnés  une  circonférence  0,  une 

3R 
droite  BB'  située  à  une  distance  OA  du  centre  égale  à ,  et 

u7i  point  E  siti^  sur  le  diamètre  OA  à  une  distance  du  centre 

égale  à  — ,  on  propose  de  trouver  les  positions  d^un  point  M 

mobile  sur  la  circonférence ,  pour  lesquelles  la  somme  des  carrés 
de  ses  distances  au  point  E  et  à  la  droite  BB'  est  maximum  oti 
minimum. 
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Prenons  pour  variable  x  la  distance  du  centre  à  la  pro- 
jection Q  du  point  mobile  sur  le  diamètre  OA,  cette  variable 
étant  positive  ou  négative  suivant  que  le  point  Q  est  à 
droite  ou  à  gauche  de  0;  et  cherchons  l'expression  de  la 
somme  y  des  carrés  en  fonction  de  x.  Pour  la  position  M 
du  point,  nous  avons 

et  il  est  aisé  de  s'assurer  que  cette  expression  conserve  la 
même  forme  quand  le  point  M  occupe  une  position  quel- 
conque sur  la  circonférence, 
et  cela  grâce  à  la  convention 
faite  sur  le  signe  de  x.  Or,  cette 
expression  élant  ordonnée  par 
rapport  è  x,  s'écrit 


y  =  X* x  + 


39R' 
16 


C'est  donc  un  trinôme  du 
second  degré  en  x  qu'il  s*agit 
de  discuter  quand  x  croit  de 
(_  R)  (à  +  R).  A  cet  effet, 
nous  le  mettons  sous  la  forme 

î'=(^-t)+'T"- 

Sous  cette  forme  nous  voyons 
que    y    décroîtra     jusqu'au 


R 


moment  oh  x  croissant  atteindra  •— ;  à  partir  de  ce  moment, 

4 

y  croîtra  indéfiniment. 

En  prenant  les  valeurs   extrêmes,  on  a  donc  le  tableau 
suivant: 


œ 


y 


—  R  . 

53R« 

16 


R 

< 

2 


4 


> 


37R' 
16 


> 


7R* 


donc  y  passe  par  le  minimum 


jR' 


4 

quand  .t  =  —  . 

4 


<+R 
37R' 


16 
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De  pluBy  lorsque  œ  atteint  la  valeur  R,  le  point  M  est  en  C; 

et  le  point  continuant  à  parcourir  la  oirconférenoe,  œ  re« 

passe  par  les  valeurs  précédentes  ;  il  en  est  donc  de  même 

37R* 
de  y  ;  la  valeur  est  donc   un    maximum  pour  y  ;  de 

même,  le  point  M  arrivant  en  D,  et  continuant  k  parcourir  la 

53R* 
courbe^  y  va  en  décroissant,  la  valeur ^  est  donc  encore 

un  maximum. 

En  résumé,  dans  une  révolution  complète  du  point  M,  la 
somme  dés  carrés  passe  par  deux  maxima,  quand  le  point 
mobile  est  en  D  ou  en  G,  et  elle  passe  par  deux  minima  égaux 
quand  le  point  mobile  est  aux  deux  points  symétriques  G 

et  G' tels  que  OF  =  — . 

4 

Exemple  2.  —  Étant  donnés  les  trois  points  Â,  B,  G,  on  con- 
sidère un  point  M.parcourant  de  x  vers  y  la  droite  indéfinie  qui 
passe  par  les  points  B  et  G;  on  propose  de  trouver  la  position  du 
point  M  pour  laquelle  la  somme  des  carrés  de  ses  distances  aux 
points  A,  B,  G  est  minima. 

Nous  représentons  par  a  la  distance  donnée  AD  du  point 
A  à  BG,  et  par  6.  c  les  distances  données  DB,  DG. 
Enfin,  nous  prenons  pour  variable  x  la  distance  du  point 

D  au  pointM,  cette 
distance  étant 
comptée  positive- 
ment dans  le  sens 
yx,  et  négative- 
ment en  sens  in- 
verse. 

Dans  la  position 

M,nous  obtenons, 

pour  la  somme  y 

de  carrés, 

y  =  a»  +  oc*  +  (6  —  xY  +  (c  +  xy. 

Gette   expression  reste  évidemment  de  même  forme  tant 

que  le  point  M  est  à  gauche  du  point  D  ;  on  démontre  aisé- 


y 
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ment  que  cette  forme  se  conserre  encore  lorsque  ce  point  est 
à  droite  de  D,  la  distance  de  ce  point  à  D  étant  alors  (^^  x). 
En  ordonnant  y  par  rapport  à  x,  nous  obtenons 
1/  =  3a?»  —  2(6  —  c)  CD  +  (a*  +  6»  +  c»); 
c'est  un  trinôme  du  second  degré  que  nous  écrivons 

o  r/  f>—<^yi     3o»  +  26»  +  2C«  +  26c  1 

=  H(^--T-)+ -9 — ^=— } 

6  —  c 
Nous  voyons  alors  que,  x  croissant  de  -»  co  à  — r — ,  ce 

trinôme  décroît  jusqu'à 

3a»  +  26*  +  2C»  +  26c 

».= ^ — ^ — , 

6  —  c 
et  que  x  croissant  à  partir  de  — r — ,    la  quantité  y  croît 

indéfiniment. 

b  —  c 
Cette  fonction  est  donc  minima  quand  x  =  — r — ,  et  sa 

3 

valeur  minima  esty^. 

En  supposant  6  >  c,  comme  dans  la  figure,  nous  obtenons 
la  position  E  du  point  mobile  dans  le  cas  de  minimum  en 

prenant  le  milieu  0  de  BC,  et  portant  OB  =  — 5—. 

3 

Remarque.  —  Ce  résultat  est  facile  à  voir  par  la  géo- 
métrie; soit,  en  effet,  G  le  centre  des  moyennes  distances 
des  points  Â,  B,  G,  c'est-à-diré  le  centre  de  gravité  du 
triangle  ABC;  on  sait  que  la  somme  des  carrés  des  distances 
d'un  point  de  V espace  aux  points  A,  B,  G  égcde  trois  fois  le 
carré  de  la  distance  de  ce  point  au  point  O,  plus  la  somme 
des  carrés  des  distances  du  point  Q  aux  points  A,  fi,  G. 

Donc  le  minimum  de  la  somme  des  carrés  des  distances 
aux  points  A,  B,  G>  est  le  même  que  le  minimum  de  la 
distance  au  point  G;  si  donc  le  point  variable  se  déplace 
sur.  BG,  le  minimum  sera  atteint  lorsqu'il  se  trouvera  à  la 
projection  E  de  G  sur  BG. 

Exemple  3.  —  Étant  donné  un  point  k,  intérieur  aune 
circonférence  0,  on  propose  de  tracer  par  ce  point  deux  cordes 
rectangulaires  MN,  PQ,  telles  que  Paire  du  quadrilatère  MPNQ 
soit  maxtma  ou  minima» 


—  as- 
soit a  la  distance  donnée  OÂ,  et  soit  a;  la  distance  variable 
du  point  0  à  la  corde  MN. 

L'aire  d'un  quadrilatère  étant  la  moitié  de  Taire  du  paral- 
lélogramme construit  sur  ses  diagonales»  Taire  y  du  quadri- 
latère MPNQ  a  pour  expression 

y  =  2MD  X  QE. 

Or  MD  =  v/R*  — ar*;       QE  =  V^R»  —  OE»  • 

Donc       y  =  2  v/(R*  —  aî»)(B«  —  a»  +  oî»). 
Or,  y  étant  positif,  son  maximum  et  son  minimum  auront 

lieu  dans  les  mômes  circons- 
tances que  le  maximum  ou  le 
minimum  du  carré 

y*  = —  4»*  -f-  4a*x* 
+  4R*(R»  —  a*)  ; 
le  second  membre  étant  un  tri- 
nôme bicarré  en  Xj  nous  pou- 
vons suivre  sa  variation  ;  el  à 
cet  effet  nous  Técrivons 


î/«=-4[(aj«--fy 


-(K-^)> 


Sous  cette  forme,  nous  voyons  que,  a?  croissant  de  o  à 


v^: 


la  quantité  y*  croit,  et  x  croissant  de 


ù^ 


2 


à  a,  y  décroit; 


donc  nous  obtenons  un  maximun  de  y*,  et  par  suite  de  y 
quand  les  deux  cordes  sont  également  inclinées  sur  le  dia- 
mètre OA;  la  valeur  maximun  dey  est  alors 

D'ailleurs,  la  surface  va  en  décroissant  quand  x  croit  de 

Ov  2 

— * —  à  o,  c'est-à-dire  jusqu'au  moment  oii   la  corde  MN 

devient  perpendiculaire  au  diamètre  OA;  il  est  clair  qu'en 
supposant  que  cette  corde  continue  à  pivoter  autour  du  point 
A,  Taire  va  repasser  par  les  valeurs  précédentes;  donc  celte 
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aire  atteint  uu  minimum  au  moment  où  Tune  des   cordes 
coïncide  avec  le  diamètre  OA; 
la  valeur  de  ce  minimum  est 

En  résumé  quand  Tangle 
droit  fait  une  révolution  com- 
plète autour  du  point  A,  Taire 
du  quadrilatère  passe  par 
deux  maxima  égaux  G'H'B'K', 
et  deux  minima  égaux  CHBK. 

Remarque  .  —  Tons  ces 
exemples  se  traitent  aisément 
en  faisant  usage  de  la  limite  F' 

(œ)  du  rapport  (  —  j  de  Taccroisse meut  de  la  fonction  ¥  (jr.) 

à  l'accroissement  de  x.  Ainsi,  comme  nous  Tâvons  déjà  indi- 
qué, rétude  de  la  variation,  d'une  fonction,  de  laquelle 
résultent  ses  maxima  et  minima,  est  ramenée  à  Tétude  du 
signe  d'une  autre  fonction  F  (x)  qui  est  sa  dérivée  ;  c'est 
la  véritable  méthode  générale  pour  résoudre  ce  genre  de 
questions.  Ce  qui  va  suivre  est  un  compose  de  méthodes  dé- 
tournées qui  ne  peuvent  être  comprises  complètement  et 
rendues  rigoureuses  que  par  un  retour  à  ces  idées  géné- 
rales de  continuité. 


MÉTHODE  INDIRECTE 

Méthode.  —  La  méthode  directe  n'est  applicable,  dans 
les  cours  élémentaires,  que  si  l'on  sait  discuter  la  fonction 
qui  exprime,  à  l'aide  de  la  variable  choisie,  la  quantité  dont 
on  cherche  le  maximum  ou  le  minimum. 

Dans  le  cas  contraire,  on  peut  arriver  souvent  à  trouver 
néanmoins  le  maximum  ou  le  minimum,  en  prenant  une 
méthode  indirecte  qui  peut  se  résumer  ainsi  : 

Soit  y  la  quantité  exprimée  en  fonction  de  la  variable  x  ; 
proposons-nous  de  chercher  comment  il  faut  prendre  x  pour 
que  la  quantité  y  prenne  une  valeur  donnée  m,  que  nous 
laissons,  d'ailleurs  arbitraire;  si  nous  sommes  conduit,  pour 
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résoudre  ce  problème  auxiliaire,  à  une  équation  en  x  que 
nous  sachions  résoudre,  nous  pourrons  trouver  les  conditions 
de  possibilité  de  cette  question,  et  en  déduire  les  limites  de 
grandeur  deTindéterminée  m.  Ces  limites  feront  alors  géné- 
ralement connaître  la  valeur  maxima  ou  minima  de  y. 

C'est  ainsi  que  nous  avons  trouvé,  dans  les  exemples  don- 
nés pour  les  problèmes  du  second  degré,  qu'une  question  de 
maximum  se  dégageait  toujours  de  la  discussion. 

Nous  donnons  encore  ici  de  nouveaux  exemples  de  Tap- 
plication  de  cette  méthode. 

Exemple  I.  —  Tracer  dans  une  circonférence  donnée  une 
corde  MN  telle  que  la  somme  de  la  longueur  de  celle  corde  et  de 
la  distance  OP  au  centre  soit  maxima. 

Il  suffit  évidemment  d'étudier  la  question  en  supposant  que 

la  corde  MN  se  déplace  paral- 
lèlement à  elle-même,  OP=a'. 
que  nous  prenons  comme  va- 
riable, croissant  de  o  à  R . 

La  quantité  j^,  dont  on  cher- 
che le  maximum,  est  alors 

j/  =  jc  +  2  v/R'— a;*. 
Nous  ne  savons  pas   discu- 
ter cette  fonction  de  x  ;  nous 
avons  alors  recours  à  la  mé- 
thode indirecte. 

Nous  nousproposons  de  trou- 
ver X  de  sorte  que  y  prenne 
la  valeur  arbitraire  m;  il  suttit  pour  cela  de  résoudre  Téqua- 
tion 


X+2  V^R*  —  ;r«  =  w. 

Celte  équation  étant  irrationnelle,  nous  isoierous  le   radi- 
cal dans  un  membre 

2  \/r*  —  x*  =  m  —  X,     .  (1) 

et  nous  élèverons  .les  deux  membres  au  carré  ;  on  ordonnant 
par  rapport  à  x,  nous  obtenons 

Sac»  —  2  ma;  -f  (m*  —  4R*)  =  o  (â) 
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Pour  que  la  quantité  y  puisse  acquérir  la  valeur  m,  il  faut 
et  il  suffit  qu'il  corresponde  à  celte  valeur  une  racine  réelle 
de  l'équation  (1)  ;  c'est-à-dire  que,  pour  cette  valeur  w,  l'é- 
quation (2)  ait  une  racine  réelle,  positive  et  moindre  que  m 
(à  cause  de  Télevation  au  carré). 

Or,  la  condition  de  réalité  des  racines  de  l'équation  (3)  est 

m»  —  5(m*  —  4R*)  >  0 
ou  m*  —  5R*  <  o 

ce  qui  conduit  à  la  condition  nécessaire  et  suffisante 

♦»*  1 R  V' 57 

puisque  m  est  positif. 

Donc  déjà  m  ne  peut  avoir  de  valeur  supérieure  à  RV^5  ; 
voyons  si  m  peut  égaler  cette  limite  supérieure  ;  lorsque 

/-  m 

m  s=  R  V  5,  l'équation  admet  la  racine  double  '5',  ou 

Ry/i" 

5    • 
qui  est  positive,  et  moindre  que  m;  elle  est  donc  acceptable, 

et  la  plus  grande  valeur  que  peut  atteindre  m  est  Ry  5  ;  c'est 
donc  le  maximum  cherché.  Bn  discutant  le  problème  auxi- 
liaire on  trouverait  le  minimum  R  atteint  pour  ce  =  R. 

Exemple  IX. —  Étant  donné  un  rectangle  ABCD^  on  propose 
de  placer  le  point  M  sur  la  direction  du  côté  AB,  de  sorte  que  la 
somme  des  aires  des  triangles  AMN,  DNC  soit  un  minimum. 

Il  est  visible  effectivement  que  si  le  point  M  part  de  À  en 
se  dirigeant  vers  X^  la  somme  des  surfaces  a  d'abord  pour 
valeur  la  moitié  de  l'aire  du  rectangle,  et  que  le  point  M 
venant  se  placer  en  F  tel  que  AF  =  AB,  la  somme  des  aires 
reprend  la  même  valeur;  donc  M  se  déplaçant  de  A  vers  F; 
cette  somme  variable  qui  a  commencé  par  décroître,  a  passé 
par  un  minimum. 

Soient  a,  6  les  dimensions  du  rectangle  et  soit  x  la  dis- 
tance variable  AM,  l'expression  de  la  somme  y  des  deux  aires 

sera  alors  J/  =  —  a?  AN  -J a  DN. 

2  2 


Or  on  a 


d'où      y  = 


ji' 


—  36  — 


AN 


DN 


bx' 


+ 


ba} 


_  6  (a*  +  x^) 


3  (a  +  ,t)         2  (a  +  x)  ?,  {a-\-x) 

Ne  sachant  pas  discuter  la  fonction  que  nous  trouvons, 
nous  appliquons  la  méthode  indirecte  :  nous  cherchons  donc 
à  déterminer  x  de  sorte  que  la  somme  des  aires  ait  la  valeur 
m.  A  cet  effet,  nous  considérons  Téquation 

b(a^  +  as») 

2(a  +  x) 
d'oîi  bx*  —  2mx  +  a{ab  -f  2  m)  =  o.  {{) 

Pour  que  la  somme  des  aires  puisse  acquérir  la  valeur  m, 

^  il  faut  et  il  suffît  que,  à  cette 
valeur  de  m.  corresponde  une 
racine  réelle  et  positive  dé  l'é- 
quation  (1)  ;  or,  la  condition  de 
réalité  des  racines  de  (1)  est 

w'  —  ab  (ab  +  2m)  >  o 
ou  m*  +  2abm  —  a*  6*  >  o.  (i) 
Les  racines  de  l'équation  obte* 
nue  en  égalant  à  zéro  le  premier 
membre  de  (2)  sont  réelles,  iné- 
gales et  de  signes  contraires  : 
il  faut  donc  et  il  suffît,  pour 
satisfaire  à  (2),  que  la  quantité 
positive  m  ne  soit  pas  infé- 
rieure à  la  racine  positive,  c'est- 
à-dire  que  Ton  ait 

m  ^  ab  (\  2  —  i). 
Ainsi  la  somme  des  aires  ne  peut  pas  être  inférieure  à 

ab{\/  2—  i);  voyons  si  elle  peut  l'égaler;  quand  m  a  cette 
valeur  limite,  l'équation  (1)  admet  la  racine  double  -r  ,    ou 


a(v  2  —  i);  cette  valeur,  étant  positive,  est  acceptable;  par 
suite  la  moindre  valeur  de  y  est  bien 

ab  (y/  2  —  1) 
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et  le  minimum  est  atteint  quand  ou  a 

x  =  a(}J  2  —  i), 
valeur  facile  à  construire. 

NoTB  DB  LA  RÉDACTION.  —  Cet  aiiicle  est  extrait  textuellement  de  l'Algèbre 
tJc  M.  Combette,  doot  nous  avons  déjà  i*endu  compte.  Il  fait  voir  dans  quel 
esprit  rigoureux  et  méthodique  est  écrit  cet  ouvrage,  que  nous  ne  saurions 
trop  recommander  à  nos  lecteurs. 


QUESTION  3G1 

^olatiou  par  M.  E.  Sauviat,  au  Lycée  de  Nantes. 

Considérons  quatre  droites  dans  un  plan;  ces  quatre  droites 
prises  trois  à  trois  forment  quatre  triangles  et  Vune  d'elles,  AB 
par  eooemplej  appartient  à  trois  de  ces  triangles.  Dans  chacun 
des  trois  tnangles  correspondant  à  AB,  joignons  le  centre  du 
cercle  circonscrit  au  sommet  opposé  à  AB.  /®  Pour  un  même 
côté  AB,  les  trois  droites  ainsi  menées  concourent  en  un  point  I  : 
2^  les  quatre  points  analogues  à  1  et  les  quatre  centres  des 
cercles  circonscrits  aux  triangles  formés  par  les  quatre  droites 
sont  sur  une  même  circonférence. 

1*  Menons  les  droites  LD,  EK  qui  se  (îoupent  en  I  ;  joignons 
IF,    FH  et  démon- 
trons  que  les  points 
F,  I,  H  sont  en  ligne 
droile. 

L'angle  EID=IDB 

—  lED  ou  la  diffé- 
rence de  leurs  com- 
pléments  :    EKM 

—  DLP. 
Remplaçons     ces 

deux  anglespar  leurs 
égaux  ECB,  DAB; 
on  a  ;  EID  =  ECB 
— DAB=AFC=EFD. 

Donc  le  quadrilatère  FIDE  est  inscriplible  el  l'on  a 

EFI  =  IDM, 
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mais  dans  le  triangle  LDP,  IDM  esl  le  complément  de  l'angle 
L  ou  de  son  égal  FAG.  D'à illeors,  l'angle  HFC  esl  le  complé- 
ment de  l'angle  FHQ  ou  de  son  égal  FAG.  Les  deux  angles 
IDM  ci  HFG  ont  donc  même  complément  et  sont  égaux.  Or, 
on  vient  de  voir  que  EFI  =  IDM.  Donc  KFI  =  HFC  et  les 
trois  points  H,  F,  I  sont  en  ligne  droite. 

9*  Je  dis  d*abord  qne  les  trois  cercles  H,  L,  E  se  coupent 
en  un  même  point  ;  soit  O  le  point  d'intersection  des  cercles 
L  et  Ky  on  a 

AOC  =  AOB  —  COB  =  ADB  — CEB  =  EFD  =  AFG. 

Le  cercle  H  passe  donc  par  le  point  0. 

Il  faut  prouver  que  le  quadrilatère  HLKI  est  inscriptible. 
Or,  l'angle  EHL  =  AOC  qui  a  ses  côtés  perpendiculaires  à 
ceux  du  premier,  et  AOC  =  AFG. 

Donc  KHL  =  AFG. 

D'ailleurs  UK  ^  SID  =  EFD,  puisque  le  quadrila  tëre  EDIF 
est  inscriptible* 

Donc  LIK  =  BFD  =  AFG. 

Les  deux  angles  KHL,  EFD  égaux  à  AFG  sont  égaux  entre 
eux  et  le  quadrilatère  IKLH  est  inscriptible  ;        c.  q.  f.  d. 

On  peut  d'ailleurs  remarquer  que  le  cercle  circonscrit  passe 
par  le  point  0. 

En  effet, 

LOK  ou  son  égal  LBK  =  ABD  —  LBX  —  KBM 

ou        LBK  =  ABD  — (— —  ADb)  — (-J-— ECb) 

=  ABD  +  ADB  +  EGB  —  -x. 

Or  ABD  +  ADB  =  i:  —  FAG, 

donc     LBK  =  EGB  —  FAG  =  AFG  =  AOG  =z  KHL, 
donc  LBK  ou  son  égal  LOK  =  KHL. 

Donc  les  cinq  points  I,  K,  L,  B.,  0  sont  sur  une  même 
circonférence.  Si  on  considère  un  côté  autre  que  AB,  on  a 
une  circonférence  qui  doit  avoir  en  commun  avec  la  précé- 
dente le  point  0  et  deux  quelconques  des  trois  points  H,E,L. 

Gette  nouvelle  circonférence  se  confond  donc  avec  la  pre- 
mière. 

Il  en  résulte  que  les  quatre  points  analogues   à  I,  les 


—  39  — 

quatre  centres  des  cercles  circonscrits   et  le  point  0  sont 

neuf  points  sur  une  môme  circonférence. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Liégeois,  élève  de  Mattié- 
ma  tiques  spéciales  au  lycée  Saint-Louis,  classe  de  M.  Courcelles. 


QUESTION  368 

isolation  par  M.  Pigeaud,  élève  du  Lycée  de  CbAteauroux. 


Circonscrire  à  une  circonférence  de  rayon  r  un  triangle  iso- 
scèle  dont  le  côté  soit  égal  à  m  fois  la  base.  (Le  lecteur  est 
prié  de  faire  la  figure.) 

Supposons  le  problème  résolu;  soit  ABC  le  triangle  pro- 
posé. Je  mène  le  rayon  OD  et  j'ai  dans  les  deux  triangles 
semblables  ADO  et  ABH: 

AO         AB         AO         wBC 

ou 


OD         BH  r  BG 


2 

d'où  AO  =  2mr. 

De  là  la  construction  suivante.  D'un   point  A  distant   du 

point  0  d'une  longueur  2mr  je   mène   deux  tangentes  au 

cercle,  et  par  le  point  H  déterminé  par  AO  prolongé,  j'élève 

une  perpendiculaire  à  cette  même    droite    AO.  Le  triangle 

ainsi  construit  répond  à  la  question. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Hellot.  à  Rouen  ;  Delcam- 
bre, collège  Chaptal^  à  Paris;  Baron,  à  Sainte-Barbe;  Yerdier,  à  Passy  ;  Sau- 
viat,  à  Nantes  ;  Fiévet,  à  Lille  ;  Provost,  au  Mans. 


QUESTION  389 

!l(olutlou  [MV  M.  Maton,  élève  au  Lycée  Henri  IV. 


On  considère  un  cercle  A  et  un  diamètre  AB  de  ce  cercle  ; 
ayant  pris  sur  AB,  entre  lespoints  A  et  B,  un  point  fixe  G,  on 
trace^  du  même  côté  du  diamètre,  deux  droites  rencontrant  le 
cercle  auœ  points  J)  et  E.  On  suppose  ces  droites  molnles^  maig 
à  chaque  instant  symétriques  par  rapport  à  la  perpendiculaire 
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CZ  au  diamètre  AB  ;  enfin  de  même  auj;  points  D,  E,  les  tan-- 
génies  au  cercle  A,  tangentes  qui  se  rencontrent  au  point  F.  On 
propose  de  démontrer  Us  propriétés  suivantes  de  la  figure  aimi 
formée  : 

/®  Le  quadrilatère  CDEF  est  inscriptible. 

i°  Le  lieu  décrit  par  le  point  F  est  une  droite, 

:i^  Le  lieu  du  centre  du  cercle  circonsctit  au  quadrilatère 
(IDEF  est  une  droite. 

4"^  La  droite  DE  passe  par  un  point  fixe. 

J**  Le  triangle  GDE  est  maximum  quand  il  est  rectangle. 

6^  Le  lieu  décrit  par  le  point  de  concours  des  droites  AD, 
BE  est  une  droite, 

T.  —  La  question  est  évidemment  résolue,  du  moins  en 


majeure  partie,  si  ou  s'appuie  sur  la  division  harmonique  el 
la  théorie  des  polaires.  Ainsi  le  lieu  de  F  et  le  lieu  du 
point  de  ^concours  f  des  droites  AD  et  B£  sont  évidemment 
la  polaire  du  point  fixe  par  lequel  passent  les  droites  DE, 
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lequel  point  fixe  n'est  autre  que  le  conjugué  harmonique 
de  C  par  rapport  au  cercle. 

Cette  question  offre,  ce  semble,  plus  d'intérêt  si  on  s'as- 
treint à  en  démontrer  les  divers  points  en  ne  s'appuyant 
que  sur  des  principes  plus  élémentaires. 

II.  —  4^  Le  quadrilatère  GDEF  est  inscriptible. 

Joignons  DO,  EO  ;  le  quadrilatère  FDOE  est  inscriptible  ; 
il  a  Tangle  en  F  commun  avec  le  quadrilatère  GDEF  ;  il  suf- 
fit donc  de  montrer  que  DGE  =  DOE;  en  prolongeant  ECet 
DC  en  D'  et  E\  comme  GD  et  GE  sont  symétriques  par  rap- 
port à  AB,  on  a  arc  DE  =  arc  DE'.  Donc  les  angles  DGE  et 
DOE  sont  égaux  comme  ayant  même  mesure  Tare  DE. 

i®  Lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit  à  ce  quadrilatère. 

Il  résulte  du  premier  cas  que  ce  cercle  circonscrit  est 
commun  aux  deux  quadrilatères  GDEF,  ODEF.  Or  le  centre 
du  cercle  circonscrit  au  second  quadrilatère  est  au  milieu 
de  la  droite  FO  en  E.  On  a  KG  =  EO  comme  rayon  du  même 
cercle  ;  donc  le  lieu  du  point  E  est  une  perpendiculaire 
à  AB  élevée  au  milieu  de  GO. 

Reharque.  —  Étudions  ce  lieu:  toute  la  droite  en  fait  évi- 
demment partie;  soit  I  son  point  de  rencontre  avec  le  cer- 
cle et  S  le  point  de  rencontre  de  OT  avec  GZ  :  si  par  S  je  mène 
des  tangentes  au  cercle,  les  droites  symétriques  correspon- 
dantes GD  et  GE  jouiront  d'une  propriété  remarquable: 
quand  les  points  D  et  E  seront  sur  le  cercle  entre  A  etD^ 
d'une  part,  B  et  E  d'autre  part,  le  centre  du  cercle  circon- 
scrit à  GDE  Fsera  à  l'intérieur  du  cercle  ;  quand  D  et  E  seront 
sur  l'arc  D^TEi,  le  centre  du  cercle  circonscrit  sera  extérieur 
au  cercle;  enfin  quand  D  est  en  D^  et  par  suite  E  en  E^  le 
centre  correspondant  n'est  autre  que  le  point  T. 

3^  Lieu  de  F.  —  Puisque  KF  =  KO,  comme  on  a  GR  =  RO, 
il  en  résulté  que  dans  le  triangle  OGF,  FG  est  parallèle  à 
KR;  donc  le  lieu  de  F  est  une  perpendiculaire  en  G  à  AB. 

Au  point  de  vue  géométrique,  la  partie  de  cette  droite 
comprise  à  l'intérieur  du  cercle  ne  fait  pas  partie  du  lieu  ; 
car  les  tangentes  étant  réelles,  leur  point  de  rencontre  F  est 
è  l'extérieur  du  cercle. 


y 


—    ^   — 

iP  La  droite  DE  poMt  far  un  point  fixe. 

Soit  P  le  point  de  rencontre  de  cette  droite  avec  AB.  Soit  V 
son  point  de  rencontre  arec  FO.  Les  deux  triang^les  rectan- 
gles PYO,  GOF  sont  semblables  comme  ayant  un  angle  aigu 

PO         FO 

commun.  On  a  -^  =  -^  ; 

OV.FO 


d'où  ï^0=      GO      - 

Or,  dans  le  triangle  rectangle  FOE,  comme  EY  est  per- 
pendiculaire sur  rhypoténuse,  on  a 

OV  .  FO  =  OE«  ouR»; 

R* 
donc  PO  =  -j^ , 

donc  PO  est  constant  ;  c'est  une  troisième  proportionnelle 
qu'il  est  aisé  de  construire  :  les  droites  DE  passent  donc 
toutes  par  le  point  P  ainsi  détourné. 

S^  La  surface  de  DCE  est  maximum  quand  k  triangle  eut 
rectangle  en  A. 
En  effet,  la  surface  de  DCE  est 

S  =  —  DG  .  CE  sin  DCE. 

2 

Or  on  a 

DG  .  CE  =  DG  .  DG  =  AG  .  GB  =  R«  —  G0«; 

donc  s  =  —  (R«  —  C0«)  sin  DGE. 

2 

Rs  —  CO*  étant  constant,  la  surface  sera  maximum  quand 
sin  DGE  sera  maximum,  c'est»à-dire  pour  DGE  =z  90®. 

^  Lieu  des  points  de  rencontre  de  AD  et  BE. 
On  a  vu  que  PO  .  GO  =  R* 

R  PO 


ou 


on  a 


ou 


GO 
R  — GO 
R  +  GO 

GA 


R 

» 

PO 



R 

PO 

+ 

R 

PA. 

BG  "  PB  • 

Dans   le   triangle   DGE   les    deux  bissectrices    GH,  CP 
donnent  aussi  les  relations 
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DE 

PD 

HB  ~ 

PB  ■ 

PA 

PD 

PB  "" 

PB' 

CA 

DH 

Or  on  a 

donc -^  ^ — -. 

BG        HE 

Ceci  posé,  par  E  je  mène  la  droite  XT  parallèle  à  AB. 

Les  triangles  XDH,  HEY  sont  semblables;  en  effet  ils 
ont  deux  angles  égaux  comme  opposés  par  le  sommet,  et 
ETH  =s  XDH  comme  ayant  même  mesure  :  en  effet,  XDH  a 
pour  mesure  la  moitié  de  ÂDE  et  BTX  s=  BBAqui  a  aussi 
pour  mesure  la  moitié  de  Tare  ADE. 

De  la  similitude  de  ces  deux  triangles  il  résulte  que 

DH        XH 


Mais  alors 


HE  ""  HY  • 
XH         AG 


HY         GB 

et  par  suite  les  trois  droites  AD,  GH,  BE  sont  concourantes  ; 
donc  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  AD  ayeo  BE  est  la 
droite  GH. 

Remarque.  —  Le  lieu  véritable  n'est  que  la  partie  de  la 
droite  GZ  extérieure  au  cercle;  mais  si  on  considère  en 
même  temps  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  BD  arec  AE, 
le  lieu  complet  est  la  droite  GZ  tout  entière. 

Conséquences  de  ces  diverses  propriétés, 

I.  — *  Le  premier  cas  nous  conduit  à  la  remarque  suivante  • 
Étant  donnés  deux  points  D  et  E,  si  on  va  de  D  en  B  en 
touchant  une  droite  AB  en  G,  le  chemin  DGE'  étant  mini- 
mum, la  circonférence  passant  par  les  points  D,  G,  E  coupe 
la  droite  AB  en  un  second  point  qui  est  équidistant  de  D  et  B. 

IJ.  —  Le  quatrième  cas  étant  démontré,  on  peut  proposer 
sur  la  figure  tous  les  problèmes  relatifs  aux  droites  qui  passent 
par  un  point  fixe.  Ainsi,  le  lieu  du  pied  de  la  hauteur  issue 
de  G  dans  le  triangle  GDE  est  un  cercle  de  diamètre  PA;  le 
lieu  du  pied  de  la  médiane  issue  de  A  est  un  cercle  de  dia* 
mètre  PO;  d/une  façon  plus  générale  le  lieu  du  pied  d'une 
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droite  issue  de  G  et  faisant  avec  DE  un  angle  constant  a,  est 
un  segment  capable  de  cet  angle  a  décrit  sur  PC. 

Il  en  serait  de  même  pour  certains  points  remarquables 
des  droites  CD,  CE  qui  passent  par  le  point  fixe  G.  En 
particulier  le  lieu  des  projections  de  0  sur  ces  deux  droites 
est  un  cercle  de  diamëtre  GO. 

III.  —  Le  cinquième  cas,  si  on  suppose  que  le  point  G  soit 
en  0,  conduit  à  la  proposition  suivante  :  Etant  donné  un  point 
fixe  P  dans  le  plan  d'un  cercle,  on  mène  une  sécante  PDE. 
Le  triangle  DOE  sera  maximum  quand  la  sécante  coupera 
la  courbe  sous  un  angle  de  45®.  —  On  le  vérifie  aisément. 

IV.  —  On  peut  faire  sur  la  figure  proposée  beaucoup 
d'autres  remarques  dont  voici  quelques-unes  : 

i^  Le  lieu  du  point  de  rencontre  des  bissectrices  du  trian- 
gle ODE  est  évidemment  la  droite  OZ. 

2®  Le  lieu  du  point  de  rencontre  des  médianes  de  ce  même 
triangle  est  un  cercle.  En  effet,  on  a  vu  que  le  lieu  du  pied 
de  la  médiane  CV  est  un  cercle  de  diamètre  PO.  Si  par  le 

point  N  situé  aux  •--  de  GV  à  partir  de  G,  je  mène  des  parai- 

lèles  à  VO  et  YP,  elles  coupent  en  G  et  J  le  diamètre  AB; 
leur  angle  est  évidemment  droit  ;  donc  le  lieu  de  N  est  un 
cercle  de  diamètre  GJ.  Les  points  G  et  J  divisent  respecti- 
vement PG  et  GO  dans  le  rapport  — . 

3®  Le  lieu  géométrique  du  point  de  rencontre  de  la 
droite  OF  avec  une  droite  symétrique  de  la  hauteur  issue  de 
G  par  rapport  à  GZ,  n'est  autre  que  le  lieu  du  centre  du 
cercle  circonscrit  au  quadrilatère  GDEF,  c'est-à-dire  la 
droite  RT. 

Geci  résulte  en  effet  de  la  propriété  qu'ont  la  hauteur  d'un 
triangle  et  la  droite  qui  joint  le  sommet  considéré  au  cen- 
tre du  cercle  circonscrit  d'être  symétriques  par  rapport  à  la 
bissectrice  issue  au  même  sommet. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Fiévet,  à  Lille;  Pigeaud, 
à  Ghâteauroux;  Kœhl,  à  Grenoble;  Simerây,  à  Lons-le-Saulnier  ;  Baron,* 
Sainte-Barbe. 

M.  Baron  a  remarqué  en  outre  que.  si  l'on  supposait  le  cercle  projeté  sur 
un  plan  passant  par  le  diamètre  AB,  les  droites  CD,  CE  se  projettent  suivant 
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d(s^  droites  également  inclinées  sur  le  grund  axe,  et  que  les  propriétés  2,  4,  6 
sont  projectives;  le  ceuli'e  du  cercle  circonscrit  au  quadrilatère  GDEF  se  pro- 
jette suivant  le* centre  d'une  ellipse  homottiétique  à  l'ellipse  donnée,  et 
passant  par  les  cinq  points  A,  C,  Et,  Di,  Fj;  et  le  centre  de  cette  ellipse  décrit 
une  droite  perpendiculaire  au  grand  axe  et  passant  parle  milieu  de  iC. 


QUESTION  390 

fi(olBU«B  par  M.  J.  de  Lotnbs,  élève  de  TÉcole  Albert-le^rand. 


Dans  un  parallélogramme  ABCD,  on  mène,  par  un  sommet 
A,  une  sécante  qui  coupe  BC  en  Eet  DCen  F.  Démontrer  que, 
quelle  que  soit  la  direction  de  la  sécante,  on  a 

BE  X  DF  =  const. 

Joi^ons  kC.  Cette  ligne  AC  coupe  BC  et  DC  au  même 
point  C.  Donc,  si  Ton  forme  dans  ce  cas  le  produit  des 
deux  segments  déterminés  sur  BC  et  sur  DC  par  la  sécante 
AC,  ce  produit  BC  X  DC  sera  le  produit  de  deux  côtés 
consécutifs  du  parallélogramme.  Considérons  maintenant 
les  deux  triangles  ABE,  AFD.  Ils  sont  semblables  comme 
ayant  deux  angles  égaux  chacun  à  chacun;  savoir  :  les  an- 
gles ABE,  ADF,  comme  angles  opposés  du  parallélogramme 
ABCD;  les  angles  BAE,  DFA,  comme  alternes-internes  par 
rapport  aux   deux  parallèles    AB,  DC    coupées  par  la   sé- 

BE  AB 

cante  AN.  Donc  "Tn"  ^^  ^DF~  ' 

d'où  BE  X  DF  =  AD  X  AB.  . 

Par  suite  le  produit  BE  X  DF  est  constant,  puisqu'il  est 
égal  au  produitde  deux  côtés  consécutifs  du  parallélogramme. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Fiévet,  à  Lille  ;  Pagii- 
Ion.  au  collège  Stanislas;  Bl&ssel,  à  Paris  ;  Tietainl,  Pigeaud,  à  Châteauroux  ; 
Dupuis,à  Lons-Ie  Saulnier;  Costeux,  à  Saint-Omer;  Baron,  à  Sainte-Barbe; 
Dupré,à  Grenoble;  Gino-Loria,  à  Mantoue;  Broutin,  Verdier,  à  Passy;  Lestic, 
à  Saint-Brieuc. 
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QUESTION  392 

«•lattoB  par  M.  G.  Pkzbaud,  élève  aa  Lycée  de  Chàteaiiroiuu 


Deux  cercles  étant  donnés  et  w  étant  un  centre  de  similitude 
inverset  ¥Me  dtviU  AG  tomrm  autour  de  «.  On  mine  Us  tanfentes 
en  k  et  en  C  qui  ne  sont  pas  des  points  homologues,  trouver  le 
Ueu  du  point  de  rencontre  de  ces  tangentes. 

Prenons  AG  dans  Tune  de  ses  positions  et  soit  ABC  h 


triangle  formé  par  les  tangentes  et  cette  droite.  L'angle  A 
de  ce  triangle  a  pour  mesure  la  moitié  de  Tare  AA',  Fangle  C 
a  pour  mesure  la  moitié  de  Tare  GC\  et  comme  ces  deux 
arcs  sont  égaux,  on  a  A  =  G  et  le  triangle  BAG  est  isoscèle  : 
donc  BA  =  BG.  Le  point  B  est  donc  tel  que  les  tangentes 
menées  de  ce  point  aux  deux  cercles  soient  constamment 
égales  entre  elles.  Or  on  sait  que  le  lieu  des  points  qui 
jouissent  de  cette  propriété  est  Taxe  radical  des  deux  cercles, 
B  est  donc  coBstamment  sur  oei  axe,  et  cet  axe  est  le  liea 
deB. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Dupin,  à  Grenoble; 
Gino-Loria,  à  Mantoue;  Pagillon,  au  collège  Stanislas;  Lestic^à  Saint^Brieuc. 
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QUESTIONS  PROPOSÉES 


8.  —  Construire  géoiuétriquemeut  un  triangle  dont  ob 
connaît  deux  côtés  et  la  ligne  qui  joint  le  sommet  de  Tangle 
compris  au  centre  du  cercle  inscrit.  (HaUowelL) 

9.  —  Construire  géométriquement  un  triangle  dont  on 
connaît  la  base  et  la  hauteur,  sactiant  en  outre  qu'un  des 
angles  à  la  base  est  double  de  l'autre.  (HallowelL) 

10.  —  Construire  géométriquement  un  triangle  dont  on 
connaît  la  base,  un  angle  à  la  base  et  la  somme  du  côté  op- 
posé à  cet  angle  et  de  la  hauteur  du  triangle.  (HallowelL) 

11.  —  Construire  géométriquement  un  triangle  connais- 
sant un  angle,  Tun  des  côtés  adjacents  et  Tangle  qui  fait  le 
côté  opposé  à  l'angle  donné  avec  la  médiane  correspou« 
dante.  (UalloweL) 

12.  —  Construire  géométriquement  un  triangle  dont  on 
connaît  la  base,  la  différence  des  angles  à  la  base,  et  la 
somme  des  deux  autres  côtés.  (HallowelL) 

13.  —  Construire  géométriquement  un  triangle,  connais- 
sant la  base,  un  angle  à  la  base»  et  le  point  de  la  base  par 
lequel  passe  le  diamètre  du  cercle  circonscrit  mené  par  le 
troisième  sommet.  (HallowelL) 

14.  —  Par  un  point  pris  sur  la  perpendiculaire  abaissée 
dans  un  triangle  rectangle  du  sommet  de  Tangle  droit  sur 
rhypoténuse,  mener  une  droite  telle  que  la  portion  comprise 
entre  les  deux  côtés  de  l'angle  droit  ait  son  milieu  sur  l'hypo* 
ténuse.  (HallotoelL) 

15.  —  Construire  géométriquement  un  triangle  connais- 
saut  un  angle,  la  bissectrice  et  la  différence  entre  les  côtés 
qui  comprennent  Vangle  donné;  (HallowelL) 

18,  .^  On  considère  un  cercle  D;  soient  AB  un  diamètre, 
AC  la  tangente  au  point  A;  par  le  centre  0  de  D,  on  mène 
une  infinité  de  cercles  A  tangents  à  AC;  soit   M  un  des 
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points  communs  à  D  et  A;  la  tangeule  eu  M  au  cercle  D  ren^ 
contre  A  en  un  point  I  dont  on  demande  le  lieu  géométrique. 

(G.  L.) 

17.  —  On  considère  un  cercle  A,  et  deux  diamètres  rec- 
tangulaires AA',  BB';  par  le  point  À,  on  mène  une  transver- 
sale d,  qui  rencontre  la  tangente  en  A'  au  point  D,  et  le 
diamètre  BB'  au  point  E.  Par  le  point  D  on  peut  mener  au 
cercle  une  seconde  tangente  DE,  touchant  le  cercle  au  point 
K;  la  droite  ÂE  rencontre  BB'  en  un  point  F.  Trouver 
l'intersection  de  8  et  de  AT  quand  B  tourne  autour  de  A. 

(G.  L.) 

18.  —  Si  trois  nombres  entiers  ont  une  somme  égale  b 
zéro,  la  ^somme  de  leurs  cubes  est  égale  à  leur  triple  pro- 
duit, et  la  somme  de  leurs  cinquièmes  puissances  est  divi- 
sible par  cinq  fois  leur  produit.  (G.  L.) 

19.  —  On  considère  un  cercle  du  centre  0,  et  un"  dia- 
mètre AA.  Soit  M  un  point  mobile  sur  la  circonférence;  on 
fait  passer  par  MOA  un  cercle  A,  par  MOA'  un  autre  cercle 
A'.  Démontrer  : 

1®  Que  ces  cercles  se  coupent  orthogonalement  ; 

2®  Que  r  et  r  étant  leurs  rayons,  R  le  rayon  du   cercle 

donné,  on  a,  1 r-  =  -^  ; 

3^  Que  la  projection  de  la  tangente  commune  sur  la  ligne 
des  centres  a  une  longueur  constante,  égale  à  R.      (G.  L.) 

20.  —  On  considère  un  cercle  de  centre  0,  un  diamètre 
AB  et  la  tangente  A  à  l'extrémité  B  de  ce  diamètre.  La  tan- 
gente en  un  point  quelconque  M  de  la  circonférence  ren- 
contre A  en  un  point  G,  par  lequel  on  mène  une  parallèle  à 
AB  jusqu'à  sa  rencontre  avec  le  rayon  OM.  Soit  I  ce  point 
de  rencontre  ;  trouver  le  lieu  du  point  I  quand  M  parcourt 
la  circonférence  proposée.  (G.  L.) 

Le  Rédacteur-Gérant, 
J.  KŒHLER. 

~-  -     -  -  —  -— ^ -^■_     .      —    _-___■  ^^  _        _■_  _      _      __,  ^ ^ ^     ^ — _ 
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LA  GÉOMÉTRIE  RÉCURRENTE 

Par  M.  G»  de  lionschamps* 

[Suite,  voir  pages  3  et  25.) 


DEUXIÈME  APPLICATION 

Étude  de  géométrie  récurrente  sur  la  droite  de  Simson, 

16.  —  On  sait  que  si  d'un  point  M  pris  sur  une  circonfé- 
renceO  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  côtés  d'un  triangle^ 
triangle  dont  les  sommets  i,  2y  3  sont  situés  sur  0,  les  pieds  de 
ces  pef^pendiculaires  sont  situés  sur  une  droite  A^,,. 

Ce  théorème  est  dû  à  Simson.  Nous  appellerons  droite  de 
Simson  cette  droite  A^,,,  et  pour  rappeler  qu  elle  est  obtenue 
au  moyen  de  trois  points  pris  sur  la  circonférence  (abstrac- 
tion faite  du  point  M),  nous  dirons  qu'elle  est  d'ordre  trois  et 
qu'elle  correspond  au  point  M.  Enfin  pour  mieux  distinguer 
ce  point  M,  nous  le  nommerons  point  fondamentaL 

Prenons  maintenant  quatre  points  i,  2,  3,  4  sur  la  circon- 
férence 0.  Si  nous  faisons  successivement  abstraction  de  l'un 
de  ces  points,  nous  obtiendrons  quatre  triangles  :  à  chacun 
d'eux,  et  au  point  M,  correspond  une  droite  de  Simson  d'ordre 
trois,  ces  quatre  droites  sont  liées  les  unes  aux  autres  par  des 
propriétés  que  nous  allons  établir. 

17.  —  Théorème.  —  Le  triangle  formé  par  trois  quel-- 
conques  des  droites  de  Simson  d'ordre  trois 

^liS     ^23*      ^»4i      ^*ia  > 

droites  qui  correspondent  aux  quatre  points  1,2,3,4  cfe  /a  circon- 
férence 0,  est  semblable  au  triangle  que  l'on  obtient  en  suppri- 
mant aux  trois  indices  considérés  le  numéro  qui  leur  est  commun. 

Considérons  en  effet  la  droite  de  Simson  A^,,,  qui  correspond 
au  point  M  .  Les  angles  marqués  a  et  p  sur  la  figure  sont 
égaux,  puisque  le  quadrilatère  3.M.Hi3.H,3  est  inscriptible. 
D'autre  part  l'angle  p  est  complémentaire  de  l'angle  M.  3.  H,„ 
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angle  qui  est  égal  à  M.  i  .2  (fig.  1).  Celte  remarque  coaduil 

d'abord  à  la 
propriété  sui- 
vante :  une 
droite  de  Sim- 
son  d* ardre  trois 
A|,,  est  inclinée 
sur  Vun  des  cô- 
tés  du  triangUy 
•  sur  le  côté  i.3, 
par  exemple, 
d*un  angle  aigu 
qui  est  égal  au 
cotnplétnent  de 
celui  sous  lequel 
la  corde  2. M  est 
vue  d'un  point 
quelconque  de  la 
circonférenceO. 
Considérons 
maintenant 
quatre  points 
I,  2,  3,  4;  sur 

la  circonférence  0,  et  les  deux  droites  A,,,,  ^^^^  qui  corres- 
pondent au  point  M  et  aux  deux  triangles  i23,  124.  Ces  deux 
droites,  conformément  à  leur  définition  môme,  ont  pour  point 
commun  H,,,  projection  du  point  M  sur  le  côté  1.2.  Ces 
droites  A^,,,  A^^i  sont,  d'aprbs  la  remarque  que  nous  venons 
do  faire,  inclinées  sur  le  côté  1.2  d'angles  qui  sont  respec- 
tivement égaux  à  ceux  sous  lesquels  on  voit  les  cordes  3. M 
et  4. M  d'un  point  quelconque  de  0.  Ou  conclut  de  là  que 
le  système  des  deux  droites  A^,,  A^,!  est  superposable  au 
faisceau  des  deux  droites  3. M  et  4. M  (fig.  2). 

On  peut,  d'après  cela,  énoncer  cette  seconde  propriété  :  Si 
Von  considère  quatre  points  i,  2,  3,  4  sur  une  circonférence 0 
et  deux  droites  A,  de  Simson  d'ordre  trois,  con^espondant  à  ces 
points,  ces  deux  droites  forment  un  faisceau  qui  est  superpo- 
sable  à  celui  des  droites  qui  joignent  le  point  fondamental  M 


Fig  4, 
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aux  deux  points  dont  les  indices  ne  sont  pas  communs  aux 
deux  droites  A  considérées. 


Fig,  2. 

Considérous  maintenant  trois  droites  de  Simson  d'ordre 
trois  :  A^,,  A|,^  A|,4  ;  elles  forment  un  triangle  dont  les  angles 
sont  égaux  à  ceux  qu'on  obtient  en  joignant  le  point  M  aux 
points  2,  3  et  4  ou  sont  supplémentaires  de  ceux-ci.  On  peut 
doue  dire  que  les  angles  du  triangle  A|„  ùk^^^  A134  sont  deux 
à  deux  égaux  à  ceux  du  triangle  234,  ou  sont  supplémentaires 
de  ces  angles.  Mais  on  sait  que  deux  triangles  dont  les  angles 
sont  égaux  ou  supplémentaires  ont  nécessairement  les 
angles  égaux  et,  par  suite,  sont  semblables.  Nous  pouvons 
donc  conclure  que  les  deux  triangles  A^,,  A^^^  A|,4  et  2.  3.  4 
sont  semblables.  Le  théorème  énoncé  se  trouve  donc  démon- 
tré, et  il  conduit  immédiatement  à  la  droite  de  Simson 
d'ordre  quatre,  droite  définie  comme  nous  allons  le  dire« 
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18.  —  Théorème.   —  Si  du  point  fondamental  M  on 
abai<se  des  perpendiculaires  sur  les  quatre  droites  de  Simson 


d* ordre  trois  qui  correspondent  aux  points  i,  2,  3,4,  les  quatre 
points  ainsi  obtenus  sont  situés  sur  une  droite  :  nous  nommerons 
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cette  droite  droite  de  Simson  d'ordre  quatre^  et  nom  la  désigne- 
rons par  A,j.,^. 

Considérons  eu  effet  les  Irois  poinls 

Hij,     H|,,     H^, 
projections  respectives  du  point  iondamenlal  sur  les  cordes 
1.2,   1.3,   1.4.   Le  triangle  formé  par  ces  trois  points  est, 
justement,  celui  des  droites  que  nous  désignerons  par 

*^ia3>    *^lïi»    ^I8»ï 

D'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  ce  triangle  est  sem- 
blable au  triangle  234;  on  a  donc  en  particulier 

^123^131^124  =  3. 1 .4  (1) 

D'ailleurs  les  droites  MH^,  MH,4  sont  perpendiculaires 
respectivement  sur  les  droites  i  .3  et  1 .4  :  on  a  donc  {fig,  3) 

H,.,MH,,=  3.r.4.  (2) 

En  comparant  (1)  e'.  (2),  on  voit  que  le  quadrilatère  M  H^ 
Hj,  H|4  est  inscriptible;  propriété  qui  est  d'ailleurs  évidente, 
ces  quatre  points  appartenant  au  cercle  décrit  eur  la  droite 
I  .M  comme  diamètre. 

Cette  remarque  étant  faite,  si  l'on  applique  le  théorème 
de  Simson  au  point  M  et  au  triangle  H^  Hi,  Hj^,  on  obtient, 
en  projetant  ce  point  M  sur  les  côtés  de  ce  triangle,  trois 
points  H|,,  H|24  H.34  qui  sont  situés  en  ligne  droite.  Du 
moment  que  parmi  les  quatre  points  H^j  H|,4  Hjj^  H,j4  trois 
sont  en  ligne  droite,  il  est  évident  que  ces  quatre  points 
sont  situés  sur  une  même  droite.  Nous  convenons  de  dire 
que  celte  droite  est  une  droite  de  Simson  d'ordre  quatre  et 
nous  la  désignerons  par  A],,^. 

19. —  Pour  poursuivre  Télude  de  ces  droites  de  Simson, 
il  faudrait,  du  moins  en  obéissant  aux  idées  générales  que 
nous  avons  précédemment  exposées,  chercher  la  loi  géomé- 
trique qui  lie  la  droite  de  Simson  d'ordre  quatre  avec  les 
droites  de  Simson  d'ordre  trois.  On  reconnaît  ainsi,  et 
sans  difficulté,  que  la  droite  Aj,,^  fait  avec  À^,,  un  angle  égal 
au  complément  de  Vangh  inscrit  à  la  circonférence  0  et  dont  Vun 
des  côtés  passe  par  le  point  M,  tandis  que  Vautre  passe  par  le 
point  4. 

Mais  il  se  présente,  dans  cette  question,  une  condition 
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parliculiëre  qui  permet  de  reconnaître  immédiatement  le 
théorème  général. 

Prenons  sur  la  circonférence  0,  cinq  points  1^2,3,4,  5; 
et  considérons  trois  droites  de  Simson  d'ordre  4, 

^1184»     ^H4»»     ^itn* 

Ces  droites  peuvent  être  obtenues  de  la  façon  suivante. 
Imaginons  le  point  H^  et  les  trois  droites  de  Sim«on  d'ordre 
trois  qui  paitent  de  ce  point 

^IW      ^124»     ^IJ5' 


\ 


M 


Fij.  3. 

Si  nous  projetons  le  point  M  surces  droites^on  obtient  les 
points  H4,,    H„4    H,„ 

et  la  droite  H|„  B.^^^,  par  exemple,  n'est  autre  chose,  d'après 
ce  que  nous  avons  dit  au  paragraphe  précédent,  que  la  droite 
de  Simson  d'ordre  quatre  ^1,34.  Ainsi  le  triangle  H,,,  H|,4 
Hiis  est  justement  le  triangle  des  droites  ^^^^^  A^^^,  ^an- 

Ceci  posé,  le  cercle  décrit  surH|,M,  comme  diamètre,  passe 
évidemment  par  les  points  Hi,,  H|,4  H|,,;  le  théorème  de 


JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES   ÉLÉMENTAIIISS  55 

Simson  prouve  donc  que  les  pieds  Hi,,^  ^lui  ^iub  des  per- 
pendiculaires abaissées  du  point  M  sur  les  côtés  de  ce  triangle 
sont  trois  points  en  ligne  droite. 

Aux  cinq  points  considérés  1,2,3,4,5  correspondent 
cinq  droites  de  Simson  d'ordre  quatre,  et  nous  venons  de 
reconnaître  que  si  Ton  projette  le  point  M  sur  trois  de  ces 
droites,  on  obtenait  trois  points  en  ligne  droite.  De  là  il 
résulte  nécessairement  que  les  cinq  points  sont  en  ligne 
droite.  On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Étant  donnés  cinq  points  1,2,3,4,5  sur  une 
circonférence  0  on  considère  les  cinq  droites  A  de  Simson  d'ordre 
quatre,  droites  précédemment  définies  et  qui  correspondent  à  un 
certain  point  M.  deO  ;  les  projections  du  point  M  sur  les  droite'i 
A  sont  cinq  points  situés  en  ligne  droite.  Cette  droite  désig^iée 
par  la  notation  Ai,,^,  est  dite  droite  de  Simson  d^ordre  cinq. 

20.  —  On  voit  maintenant  comment  on  peut  établir  par 
un  procédé  calqué,  pour  ainsi  dire,  sur  la  démonstration 
précédente,  le  théorème  général  relatif  aux  droites  de 
Simson. 

Nous  admettons  la  conception  et  les  propriétés  des  droites 
de  Simson  d'ordre  inférieur  à  n  et  nous  voulons  démontrer 
l'existence  de  la  droite  de  Simson  d'ordre  n.  A  cet  effet, 
nous  imaginerons  le  point  H1.2...  ^n-3)  et  les  droites  de 
Simson  d'ordre  (n  —  2). 

Al.2...(n— 3Kfi-2)      ^12...lfi--3)(i»-l)      Al2...{n-3]n 

droites  qui,  nécessairement,  et  d'après  leur  définition  même, 
passent  par  ce  point.  Du  point  fondamental  M  on  abaisse 
des  perpendiculaires  sur  ces  droites  et  en  obtient  trois  points 

Hj j .  .  . (n— 3Kn— 2)>      Hj,.  .  ,(n-31(ii— l)i       lln'»»(n— 3)n 

qui,  joints  deux  à  deux,  donnent  trois  droites  de  Simson 
d'ordre  (n —  i) 

Ajj.  .  .(n— 3)(n— 2X»*— !)•      ^U»  •  «(n— 2)(n3— n)»      ^i%»  •  •  (»— 3)(n— l)n» 

Si  maintenant  on  remarque  que  le  cercle  décrit  sur  la 
droite  MH^,. .  .(n.3)  comme  diamètre  est  circonscrit  au  trian- 
gle formé  par  ces  trois  droites,  on  voit  que  les  projections 
du  point  fondamental  sur  trois  droites  de  Simson  d'ordre 
(n — i)  sont  en  ligne  droite.  Mais  alors  les  n  projections 
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sont  en  ligne  droite  et  nous  résumerons  ces  propriétés  sur 
la  droite  de  Simson  dans  l'énoncé  suivant: 

Théorème  général.  —  Etant  donnés  n  points  sur  une 
circonférence^  si  Von  fait  successivement  abstraction  de  Vun 
d'entre  cux^  on  obtient  (n  —  i)  points  auxquels  correspond 
une  droite  de  Simson  d* ordre  (n  —  i)  ;  droite  définie  précédem- 
m^entf  correspondant  à  un  point  M  de  la  circonférence  O.  Si 
du  point  M  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  ces  n  droites, 
les  n  points  ainsi  obtenus  sont  situés  sur  une  droite.  Cette 
droite  désignée  par  la  notation  A^^. . .  „  est  dite  droite  de  Simson 
d'ordre  n. 

21.  —  Cest  cette  propriété  que  nous  visions  plus  parti- 
culièrement dans  cette  étude  et,  dans  le  but  d'abréger  la 
démonstration,  nous  avons,  à  un  certain  moment,  comme 
on  a  pu  le  remarquer,  abandonné  l'étude  des  positions  res- 
pectives des  droites  de  Simson  des  différents  ordres.  Mais  si 
Ton  avait  voulu  poursuivre,  par  la  méthode  normale,  Tétude 
des  droites  de  Simson,  on  aurait  facilement  démontré  la  pro- 
priété suivante  : 

Théorème.  —  Le  triangle  formé  par  trois  droites  de  Sim- 
son d'ordre  (n  —  i  )  est  semblable  au  triangle  dont  les  numéros 
s'obtiennent  en  supprimant,  aux  indices  considérés,  les  numéros 
qui  leur  sont  communs; 

Et  aussi  celle-ci  : 

Théorème.  — La  droite  de  Simson  d'ordre  n,  ti^^fait  avec 
une  droite  de  Simson  d'ordre  (n  —  i),  Agun  angle  égal  au  com- 
plément de  l'angle  inscrit  à  la  circonférence  donnée,  angle  dont 
les  côtés  passent  :  l'un  par  le  point  fondamental  M,  Vautre  par 
le  point  dont  le  numéro  n'est  pas  commun  au^  indices  a  et  p. 

(A  suivre,) 
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■ 

QUELQUES  THÉORÈMES  DE  GÉOMÉTRIE  ÉLÉMENTAIRE 

Par  M.  B*  Catalan. 

(Suite,  voir  page  37.) 


10.  —  Circonférence  des  neuf  points  (fig.  4).  —  Supposons 
que  A,B,  G  soient  les  milieux  des  côtés  d  un  triangle  FGH. 
La  circonférence  0  devient  la  circonférence  des  neuf  points 
(milieux  des  côtés,  pieds  des  hauteurs,  milieux  des  seg- 
ments compris  entre  les  sommets  et  le  point  de  concours 
des  hauteurs),  relative  à  ce  triangle.  D'après  le  théorème  (6), 
cette  circonférence  contient  les  centres  a,  6,  y  cfcs  cercles  inscrits 
aux  annexes  de  ABC;  et  ces  centres  sont  diamétralement  op- 
posés à  A,B,C.  (*) 


F 

Fig.  4. 

Voilà  donc  trois  points  ajoutés  aux  neuf{**)  que  l'on  con- 
naissait (***). 

11.  —  Cercles  ex-inscrits  atux:  annexes  (fig.  5).  —  A'A  est  la 
bissectrice  de  l'angle  A'  (6).  Le  côté  BA,  perpendiculaire  à 

(*)  En  outre,  let  quadrilatères  AG'EO,  EB'DO,  BA'CO,  CE'BO,  BD'AO  sont 
inscriptibles, 

(**)  Ou  plutôt  aux  quinie,  (Théorèmes  et  problèmes  de  Géométrie  élémentaire, 
6-  édit.,  p.  177.) 

(***)  Je  fais  abstraction,  bien  entendu,  des  points  remarquables,  en  nombre 
indéfini^  où  la  circonférence  0  touche  certains  cercles.  Loc.  Cit,,  p.  181. 

JOORNAL  DE  MATH.  ÉLÉK.  1883.  3. 
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la  bissectrice  Ba  de  A'BG,  est  bissecteur  de  Tangle  extériewr 
A'Bx.  Pour  la  même  raison,  CA  est  la  bissectrice  de  A'Cy. 


Donc  A  est  le  centre  du  cercle  ex-inscrit  à  l'annexe  BCA',  tan- 
gent au  côté  BC.  Le  rayon  de  ce  cercle  est  la  hauteur  AH. 

Considérons  les  deux  autres  cercles  ex-inscrits  à  BCA'. 
Le  centre  de  Tun  est  l'intersection  de  AB  avec  la  droite  YZ, 
menée    par   A',    perpendiculairement  à  A'A;    le   centre  de 
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l'autre  est  Tintersection  de  cetle  même  droite  YZ  avec  AG. 
Par  conséquent  : 

Les  centres  des  cercles  ex-inscrits  aux   trois  annexes  sont  : 

1®  Les  sommets  du  triangle  ABC; 

2^  Les  intersections  des  côtés  de  ce  triangle  avec  les  droites 
YZ,  ZX,  ZY,  menées  par  A',  B',  C,  perpendiculairement  à  A' A, 
B'B,  ce. 

12.  —  Remarque.  —  Ces  droites  sont  parallèles  aux  tan- 
gentes, en  A,  B,  C,  au  cercle  0. 

13.  —  Lexnxne  (fîg.  6).  —  Soit  ABC  un  triangle  isoscèle^ 
inscrit  à  un  cercle  0.   Si  4 

Von  trace  la  corde  AD, 
coupant  en  E  la  base  du 
triangle^  on  a 

AD.AE  =  AB^ 
Menons    le    diamètre 
AOG  et  la  corde  GD.  Le   / 


quadrilatère  DEHG,  qui  J 
a  deux  angles   opposés   \ 
droits,  estinscriptible(*).     ' 
Donc 

AD.AE  =  AG.AH. 

D'après  un  théorème 
connu,  le  second  membre 
égale  AB. AC= AB*  ;  donc 
la  proposition  est  démontrée. 


ù 


14.  —  Relalion  métrique.  —  Le  lemme  précédent,  appli- 
qué à  la  figure  5,  donne 

OB.OC   .      R* 


puis 


ou 


AA'=R 


AI 


R 


AA' 


01' 
01 
AI* 


(*)  Autremeot  dit,  les  triangles  ABG.  AHE  sont  sembloblcs. 
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^         ^  R  OK  R  OL 

De  même         .^=^,.^  =  —.. 

Par  conséquent 

R  R  R    _    01         QK         OL 

AA'  "^  BB'  "^  ce  ""   AI    "^  BK  "^  GC  ' 
Mais  il  est  connu   (et  évident)  que  la  somme  des  trois 
derniers  rapports  se  réduit  à  l'unité  (♦).  Donc  enfin 


AA'  '  BB'  •  ce  R 
relation  semblable  à  celle  qui  existe  entre  les  rayons  des 
cercles  tangents  aux  trois  côtés  d'un  triangle  (**).  Par  suite, 
on  peut  construire  un  triangle  dans  lequel  ces  quatre  rayons 
soient  égaux  à  R,  AA',  BB',  CC  (***). 

16.  —  Théorème.  —  Si  un  triangle  inscrit  ABC  (fig.  S) 
a  un  sommet  fixe  A,  et  que  le  côté  BO  passe  par  un  point  fixe  I, 
appartenant  au  diamètre  Aa,  le  sommet  A!  de  l'annexe  est  inva- 
riable. 

En  effet,  on  vient  de  voir  que 

R* 
OA'  — -il. 

16.  — Remarques. —  I.  La  réciproque  est  vraie  :  Si  le  som- 
met A!  est  fixe,  toutes  les  cordes  BG  passent  par  un  point  fixe, 
situé  sur  AA'. 

II.  La  propriété  qui  vient  d'être  démontrée  complète  l'une 
de  celles  qui  l'ont  été  ci-dessus  (7,  H). 

III.  Les  points  I,  A'  sont  réciproques  (****).  Donc  la  polaire 
du  point  I  est  la  droite  YZ  (II).  De  même  ZX  et  XT  sont  les 
polaires  des  points  L,  E. 

17.  —  Hexagone  de  Bfianchon  (fig.  7).  —  Les  diagonales 


(*)  Delà  résulte  que,  dans  tout  triangle  rectiligne, 

sic  2A  -f-  sin  2B  +  sin  2G  =  4  sin  A  sin  B  sin  G. 
Cette  proposition,  également  connue,  est  facile  à  vériûer  directement. 
(••)  Théorèmes  et  Problèmes,,.,  p.  198. 
(•••)  /d.,  p.  116. 
(•*.••)  Éléments  de  Géométrie,  p.  114. 
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de  rhexagone  A'CB'AG'B  se  coupent  au  point  0.  Donc  cet 
hexagone  est  circonscrit  à  une  conique. 


\N,--*,      A 


18.  —  Hexagone  de  Pascal.  —  En  1848,  nous  avons  fait 
connaître  un  théorème  que  l'on  peut  énoncer  ainsi  : 

Les  jonctions  successives  des  sommets  alternants  d*un  hexa- 
gone  de  Brianchon,  sont  les  côtés  d'un  hexagone  de  Pascal  (*). 

On  vient  de  voir  que  C'BA'CB'A  est  un  hexagone  de  Brian- 
chon.  Donc  les  droites  C'A',  BC,  A'B',  CA,  B'C,  AB  sont  les 
côtés  successifs  d'un  hexagone  de  Pascal.  Cet  hexagone  est 
DEFGHI.  Autrement  dit,  les  points  D,  E,  F,  G,  H,  I  sont 
situés  sur  une  conique. 

19.  —  Circonférence  des  neuf  points.  —  Supposons,  comme 
précédemment  (10),  que  A,  B,  G  soient  les  milieux  des  côtés 
d'un  triangle  T  (**).  Soit  0  la  circonférence  des  neuf  points 
relative  à  T,  et  soient  ABC',  BOA',  GAB'les  annexes  de  ABC. 
Les  dernières  remarques  donnent  lieu  à  la  proposition  sui- 
vante : 

M" ■         '  " ■ ' —  -  -  ■  -    -  —  -  a 

(*)  Nouvelles  Annales  de  MathématigueSj  1852,  p.  173;  Bulletins  de  l'Aca- 
démie, déc.  1878  ;  etc. 
(**)  Non  représenté  sur  la  flgure. 
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!•  L'hexagone  AG'BA'CB  est  circonsmt  à  une  conique  ; 

^  V hexagone  DEFGHI, /brmé  parles  intersections  successives 
des  droites  AB,  C'A',  BG,  A'B',  GA,  B'G',  AB,  est  inscrit  à  une 
conique, 

19.  —  Remarque.  —  Si,  comme  au  n®  9,  on  remplaçait 
le  triangle  ABC  par  un  polygone  convenablement  choisi^ 
on  pourrait  généraliser  les  dernières  propriétés.  Mais  en 
voilà  assez  sur  ce  sujet. 


ETUDE  SUR  LE  CERCLE  DE  BROCARD 


Par  M.  A.  Morel. 

(Suite,  voir  pages  10  et  33.) 


8.  — Si,  sur  les  côtés  AB.  BG,  CA.  d'un  triangle  ABC,  on 

X  construit  des  tri- 

angles isoscèles 
semblables  ABG|, 
CBAi,  GAB„  les 
troispoints  At,B|, 
G,,  sont  les  som- 
mets d'un  nou- 
veau triangle. 
Nous  allons  cher- 
cher quelle  est  la 
f-  valeur  qu'il  faut 
donner  à  l'angle  <p  à  la  base  des  triangles  isoscèles  pour  que 
le  triangle  A^B^Ci  soit  semblable  au  triangle  ABC. 

Appelons  ç  la  valeur  commune  des  angles  à  la  base  des 
triangles  isoscèles  ABjC,  BG^A,  CA^B  ;  nous  avons  évidem- 
ment dans  le  triangle  AG^B^  : 

CiBi»  =  ACi»  +  ABi«  —  2AGiABi  cos  (A  —  2(p); 
nous  obtiendrons  des  valeurs  analogues  pour  les  deux  autres 
côtés;  puis,  en  remplaçant  AGi,AB|  par  leurs  valeurs  en  fonc- 
tion des  côtés  du  triangle  primitif  et  de  Tangle  ç,  nous  aurons 

6*  +  c'  —  26c  cos  (A  —  29) 

GiBj    — ; • 

4C0s*(p 


?^ 
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Cela  posé,  nous  allons  chercher  si  nous  pouvons  détermi- 
ner Tangle  <p  de  façon  que  le  iriaDglo  A^BiGi  soit  sembla- 
ble au  triangle  ÂfiC,  les  somméis  homologues  étant  Aet  A^, 
B  et  Bj,  C  et  Ci.  On  devra  donc  avoir,  en  remplaçant  chacun 
des  côtés  du  triangle  donné  par  sa  valeur  en  fonction  des 
autres  côlés  : 

6*  +  c'  —  26c  cos  (A  —  29)  c*  +  a'  —  2ca  cos  (B  —  29) 

b*  +  c*  —  26c  cos  A  c^  -j-  a*  —  2ca  cos  B 

a'  +  '^'  —  2a6  cos  (C  —  29) 

o'  -{■  ^'  —  206  cos  C 
Sous  celle  forme,  on  voit  immédiatement  une  première 
solution  évidente,  qui  est  9  =  o;  nous  allons  retrouver  cette 
solution  dans  le  calcul  même. 

En  comparant  les  deux  premiers  rapports,  on  trçuve  faci- 
lement,  après  des  transformations  très   simples,  Téquation 
6(c'  +  a*)  sin  (A  —  9)  sin  9  —  a  (6*  +  O  ^^^  (^  —  ?)  sin  9 

—  abc  sin  (A  —  B)  sin  29  =  o, 
ou 

sin  9  [6(c«  +  a*)  sin  (A  —  9)  —  o  {b*  +  c*)  sin  (B  —  9) 

—  2abc  sin  (A  —  B)  cos  9I  =  o, 

ce  qui  donne  d'abord  la  solution 

sin  9  =  0. 

L'autre  facteur  donne 

b(c*  +  o*)  cos  A  —  a  (6»  +  c*)  cos  B 

coter  9  =  ^ — ! i ! — i 

^  ^       6(c*  +  o*)  sin  A — a(6*  +  c«)  sin  B  —  2abc  sin  (A  —  B) 

Le  dénominateur  peut  se  mettre  sous  la  forme 

6'  sin  A  —  a'  sin  B, 

et  le  numérateur  sous  la  forme 

6^  cos  A  —  a'  cos  B, 

en   remplaçant  c*  -|-  a*  par  6*  -j-  2ac  cos  B,  et  6'  +  ^*  P^r 

a*  +  2&C  cos  A. 

Donc  on  a 

6"  cos  A  —  a'  cos  B 

COtg  9  =  -— -: 7 — : — ^ . 

^  6'  Sin  A  —  a'  sin  B 

Si,  maintenant,  je  remplace  les  côlés  par  les  sinus,  qui 
leur  sont  proportionnels,  il  vient 

sin*  B  cos  A  —  sin*  cos  B 

^         sin'Bsin  A  —  sin*  A  sin  B  ' 
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ce  qui  devient 

sin  (B  —  A)  [i  +  cos  A  cos  B  cos  G] 

^  ^  sm  A  sin  B  sm  G  sin  (B  —  A) 

En  supprimant  le  fadeur   commun  sin   (B  — -  A),  nous 

I  +  cos  A  cos  B  cos  G 

trouvons        cotg  ©  = h — r — : — ^—. — ^ —  . 

^  sin  A  sm  B  sin  G 

De  cette  valeur  nous  tirons 

cotg  <p  =  cotg  A  +  cotg  B  -f-  cotg  G. 

Ainsi  l'angle  9,  que  nous  obtenons  ainsi,  n'est  pas  autre 
chose  que  Tangle  que  nous  avons  précédemment  désigné 
par  a  ;  de  plus,  la  symétrie  de  la  formule  qui  donne  cotg  0 
nous  montre  que,  si  nous  égalions  le  premier  rapport  au 
troisième,  nous  obtiendrions  encore  le  même  angle. 

Donc  les  lignes  qui  joignent  les  points  de  Brocard  aux 
sommets  du  triangle  se  coupent  en  trois  points  A^,  B^,  C^,  qui 
sont  les  sommets  d'un  triangle  semblable  au  triangle  ABG. 

La  solution  <p  =  o,  que  nous  avons  trouvée,  donne  une 
seconde  position  du  triangle  semblable  au  triangle  ABG  ; 
comme  les  sommets  des  triangles  isoscëles  tels  que  ABG^  sont 
toujours  sur  les  perpendiculaires  élevées  aux  côtés  du  triangle 
ABG  en  leurs  milieux,  il  en  résulte  que  le  triangle  correspon- 
dant à  la  solution  9  =  o  a  pour  sommets  les  milieux  de  ABG  ; 
il  est  évident  que  ce  triangle  est  semblable  au  triangle  ABG. 

9.  —  Le  rapport  de  similitude  des  deux  triangles  ABG, 
A|B,G|  est  facile  à  déterminer;  en  effet,  ce  rapport  est  égalé 

/  6"  +  C^  —  26c  cos  (A  —  2a) 


2a  cos  a 
Or,  nous  avons  vu  précédemment  que,  8  désignant  la  dis- 
tance des  points  a>  et  co',  on  avait 

8  sin  A  /T— ; r-   ; 

— : =  i/6*  +  c*  —  20c  cos  (A  —  2a) 

sin  a  ^ 

donc  le  rapport  de  similitude  cherché  est,  en  remplaçant 

par  sa  valeur  précédemment  indiquée, 

sin  OL  \/  î  —  4  sin'  a  : 


BjGi  _    y/  I  —  4  sin*  a 
BG  2  cos  a 
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10.  —  Considérons  le  cercle  circonscrit  au  triangle 
A|BiC|  ;  d*après  ce  que  nous  venons  de  dire,  le  triangle 
AiB|Gi  est  semblable  au  triangle  ABC,  le  sommet  A^  étant 
l'homologue  du  sommet  A,  et  de  même  pour  les  autres 
sommets.  Il  en  résulte  que  l'angle  A^  est  égal  à  Tangle  A. 
MaiSy  d'après  la  manière  dont  est   déterminé  le  point  oj, 


l'angle  A(i>G  est  le  supplément  de  Tangle  A  du  triangle  ABC; 
par  conséquent  l'angle  CiCoB^  est  égal  à  Tangle  A. 

On  verrait  de  même  que  l'angle  A^cd^Ci  est  égal  à  l'angle 
B,  et  par  suite  à  l'angle  B|;  donc  les  points  (o  et  o)'  sont 
sur  le  cercle  circonscrit  au  triangle  AiB^Gj. 

De  même,  il  est  facile  de  voir  que  si  Ton  joint  les  points 
Al  et  Bi  au  centre  0  (*)  du  cercle  circonscrit  au  triangle 
ABC,  les  lignes  ainsi  menées,  d'après  la  construction  même 
des  points  A^,  B^,  C^,  sont  les  perpendiculaires  respective- 
ment aux  côtés  BC  et  AC;  de  plus,  la  ligne  A|0  est  bissec- 
trice de  l'angle  BA^C  ;  par  suite  elle  passe  par  le  milieu  de 
Tare  (oAiCiO)'.  De  même  la  ligne  B^O  est  bissectrice  de  l'angle 
(ùB^ia';  elle  passe  donc  aussi  par  le  milieu  de  l'arc  a)A|C|(d'. 

(*)  Le  point  0  n'est  pas  marqué  sur  la  figure;  le  lecteur  est  donc  prié  de 
faire  les  constructions  qui  concernent  ce  point. 
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Donc  Te  cercle  circonscrit  au  triangle  AiB^^G^  passe  par  le 
centre  du  cercle  circonscrit  à  ABC. 
On  yoit  ainsi  que 

Les  droites  qui  joignent  les  sommets  du  triangle  ABC  aux 
points  de  Brocard  relatifs  à  ce  triangle  se  coupent  en  trois 
autres  points  Aj,  B^,  Cj,  qui  sont  les  sommets  d'un  triangle 
semblable  au  triangle  ABC  ;  et  que  la  circonférence  qui  passe 
par  les  points  Aj,  B^,  C,,  passe  aussi  par  les  points  de  Brocard 
et  par  le  centre  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC. 

C'est  ce  cercle  que  nous  appelons  le  cercle  de  Brocard. 

11.  —  L'angle  wOcj'  est  égal  à  2a;  car  il  est  égal  à  l'angle 
wCjO)',  lequel,  étant  extérieur  au  triangle  isoscèle  AG^B,  est 
égal  à  la  somme  des  angles  à  la  base,  c'est-à-dire  à  l'angle  2x. 

12.  —  Le  triangle  (oOw'  est  isoscèle.  En  effet,  Tangle  Ocûw' 
est  égal  à  l'angle  OAiio';  mais  celui-ci  est  égal  au  complé- 
ment de  a,  dans  le  triangle  isoscèle  BAjC;  il  en  résulte  que 
la  bissectrice  de  l'augle  en  0  du  triangle  odOco'  est  perpen- 
diculaire sur  le  côté  opposé;  donc  le  triangle  est  isoscèle. 

13.  —  Le  rayon  du  cercle  de  Brocard  est  facile  à  déter- 
miner en  fonction  de  l'angle  a  et  du  rayon  du  cercle  cir- 
conscrit à  ABC  ;  on  a  en  effet,  en  appelant  R^  le  rayon  de 
ce  cercle,  et  R  le  rayon  du  cercle  ABC  : 

Ri  BjCi  \/i — 4sia*a 

R  BC  2  ces  a 

On  retrouverait  facilement  cette  formule,  en  s'appuyant 
sur  le  fait  que  le  triangle  mOtù'  esl  isoscèle,  et  que  l'angle  en 
0  est  égal  à  2a;  on  a  alors 

Ri  ==       .        . 
2  sin  2a 

Mais  nous  avons  vu  (7)  que  Ton  a 

a 


2  sin  a  \/ 1  —  4  sin*  a 


=  2R. 


-.  _.  Ry/i— 4sm*a 

Donc  Ri  =  — 

2  cos  a 


(A  suivre.) 
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NOTE  DE  GEOMETRIE 
SUR  l'enveloppe  d'une  droite  mobile 

Par  M.  DeTille»  à  Lorient. 


Déterminer  Venveloppe  d'une  droite  qui  intercepte  sur  deux 
axes  rectangulaires  des  segments  dont  la  somme  est  constante. 

I.  —  Détermination  du  point  de  contact,  —  Soient  deux  axes 
rectangulaires  et  une  droite  AB  se  déplaçant  entre  ces  deux 
axes  de  manière  que  OA  -^  OB  =  constante  =  L  Soit  k^B^ 
une  position  voisine  (fig.  4)  ;  j'ai,  en  considérant  le  triangle 
OAB  coupé  par  la  transversale  AjCBi, 
OB,       AAi       BG 


or 


BB,   •  OA4   '   AC         ^ 
OA  +  OB  =  OAi  +  OBi 
OA    -OAi=:OB,  —  OB 

AAi  =  BBi 
BG         OA, 


Fig.  4. 


donc  on  a  ^^  _  ^^^  . 

Gette  relation  subsiste  à  la  limite 
quand  A,  B^  coïncide  avec  AB.  Ainsi  le 
point  de  contact  G  avec  l'enveloppe  est 

déterminé  par  la  relation    -ypt  =  Tyô  • 

II.  —  Détermination  du  lieu.  —  Si  D  est  le  point  de  con- 
cours des  perpendiculaires  menées  en  A  et  B  aux  axes,  GD 
est  la  bissectrice  de  ADB  d'après  la  relation  obtenue.  Le 
point  D  se  meut  sur  la  droite  RS  telle  que  OR  =  OS  =  t; 
je  mène  OF,  OH,  perpendiculaire  et  parallèle  respectivement 
à  RS;  ce  sont  les  bissectrices  des  axes  OU,  OY;  je  joins  OD 
et  je  prolonge  GD  en  H,  j'ai  ID  =  IF, 

ID  =  IB  ; 
donc  le  cercle  ABD  passe  par  les  points  F,  A,  0,  H, 

AFBH  est  un  carré  :  car  d'abord  FB  =  AH  et  ensuite 
comme  OH  =  HG,  GB  =  BD  =  OA,  les  deux  triangles  OAH, 
BGH  sont  égaux,  et  AH  =  BH.  De  ce  que  AFBH  est  un  carré, 
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je   conclas  que  AB  est  perpendiculaire   sur  FH,  que  par 
suite  CH  =  CF. 


Fiff.  f. 

Le  lieu  cherché  est  doue  une  parabole  a^ant  pour  direc- 
trice la  deuxième  bissectrice  et  pour  foyer  le  point  de 
la  première  bissectrice  qui  est  distant  des  axes  de  la  Ion- 

gueur  — . 

2 


QUESTION  6 

Solution  par  M.  Paul  Godbfrot,  à  Lyon. 


A  tout  triangle  ABC  ont  peut  inscrire  deux  triangles  ayant 
leur$  côtés  parallèles  aux  bissectrices  de  ABC.  Ces  triangles  ont 
le  même  cercle  des  neuf  points. 

Soient  Aa,  Bb,  Ce,  les  bissectrices  du  triangle  ABC.  Pour 
obtenir  Tun  des  triangles  inscrits  dont  les  côtés  sont  paral- 
lèles aux  bissectrices,  traçons  dans  Taugle  c  une  parallèle  py 
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à  A  a,  puis  des  points  ^  et  y  des  parallèles  ^a,  ya  aux  bissec- 
trices Bby  Ce.  Od  formera  ainsi  un  triangle  aôy  bomothé tique 
du  triangle  cherché,etle  point  C  sera  pour  cesdeux  triangles 
un  centre  dç  similitude  directe  :  la  droite  Ga  coupera  ÂB 
en  un  point  M  qui  sera  Ton  des  sommets  du  triangle  cber* 
ché,  il  ne  restera  plus  qu'à  mener  de  ce  point  des  parallèles 
MN,  MP  à  B6,  Ce  et  à  joindre  NP. 

!En  répétant  la  môme  construction  dans  l'angle  B  et  dans 
l'angle  A,  ou  obtient  le  second  triangle  dont  les  côtés 
sont  parallèles  aux  bissectrices.  Soit  M'N'P'  ce  second 
triangle. 

A 


Les  deux  triangles  MNP,  M'N'P',  ayant  leurs  côtés  paral- 
lèles deux  à  deux,  sont  homologiqueâ  :  il  s'ensuit  que  les 
droitesMM',  NN',  PF  qui  joignent  les  sommets  opposés  aux 
côtés  correspondants  sont  ^concourantes  en  un  point  0.  De 
ce  que  ces  droites  sont  concourantes  on  conclut  que  les 
triangles  MNP',  M'NT  sont  aussi  homologiques  ;  les  côtés 
reispectivement  opposés  aux  sommets  P  et  F,  M'  et  M,  N'  et 
N  doivent  donc  se  rencontrer  deux  à  deux  en  trois  points  en 
ligne  droite;  or  les  côtés  MN,  M'N'  sont  parallèles,  il  en  est 
donc  de  même  des  côtés  P'N  et  PN',  FM  et  PM'  ;  on  verrait 
de  même  que  MN'  et  NM'  sont  parallèles. 

Les  deux  triangles  MNP,  MNP'  auront  le  même  cercle  des 
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neuf  points,  si  les  milieux  des  trois  côtés  de  chaque  triangle 
sont  six  points  sur  une  même  circonférence.  Soient  D,£,F 
les  milieux  des  côtés  du  premier  triangle,  D'E'F'  les  milieux 
des  côtés  du  second.  Joignons  DD',  BB',  FF.  Les  figures 
MNM'N',  MPMT',  NPN'F  étant,  comme  on  Ta  vu,  des  paral- 
lélogrammes, les  droites  DD',EE',FF  qui  joignent  les  milieux 
de  côtés  parallèles  sont  respeclivemenl  parallèles  et  égales  à 
NM',  MF,  PN';  de  plus  elles  passent  toutes  trois  par  0,  point 
de  concours  commun  des  diagonales  des  trois  parallélo- 
grammes, et  sont  divisées  en  deux  parties  égales  par  ce 
point.  Tout  revient  donc  à  prouver  que  DD'  =  BE'  =  FF. 

Le  triangle  PN'M'  est  isoscèle.  On  a  en  effet 
angle  M'N'P  =  angle  6BN' 
angle  N'M'P  =  angle  FMN  =  angle  FB6. 

Mais  B6  étant  bissectrice  de  B,  on  a  6BN'=  FB6.  Donc 
enfin  le  triangle  PN'M'  est  isoscèle  ;  il  s'ensuit  que  PN'  ==.PM; 
mais  PN'  =  FF'  et  PM'  =  EF  :  donc  BE'=FF;  on  prouve- 
rait de  même  que  DD'  =  EE  =  FF. 

Ces  droites,  étant  égales  et  étant  divisées  en  deux  parties 
égales  par  le  point  0,  sont  des  diamètres  du  cercle  des  neuf 
points  commun  aux  deux  triangles  considérés.  Ce  cercle  a 
pour  centre  le  point  0. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Prémorant,  élève  au  col- 
lège de  Cherbourg. 


QUESTIONS  POSEES  AUX  EXAMENS  ORAUX 


DE  l'École  navale 


a  et  6  étant  des  angles  moindres  que  90®,  on  a 

cos  a  .  cos  6 


cos* = 

2 

On  a  les  relalions 


<  I- 


a  =  — ' ;     r  =.\/  ra  ; 


2 

r  —  a 


trouver  la  limite  du  rapport  — ; quand  a  tend  vers  r. 
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—  Ou  donne  deux  sphères  dont  la  distance  des  centrés 
est  d  ;  trouver  sur  la  ligne  des  centres  un  point  lel  que  la 
somme  des  deux  zones  vues  de  ce  point  soit  minima. 

—  Trouver  la  limite  de  l'expression  y  =  a  —  \/  a*  —  6* , 
lorsque  a  et  6  tendent  vers  Tinfini;  sachant  que,  dans  ces 

conditions,  —  tend  vers  une  limite  m. 

a 

—  On  donne  l'équation  a^y*  +  6*05*  =  a^bK  Trouver  la 

y'  —  y' 

limite  de  tg  a  =  — r, ^   , 

X  —  œ 

sachant  que  Xy  y  ;  x'y  y'  sont  racines  de  l'éqnation  donnée. 

—  *;De  réqualion  (i  +  ^  ^^s  0)  (i  —  e  cos  w)  =  i  —  e*, 

6  1/1+6  u 

déduire  réquation  tg  —  =  Ir  — • tg  — • 

—  Démontrer  géométriquement  la  formule 


S  =  v/p(p-a)(p-6)(p-c)   • 

—  On  donne  un  cylindre  circonscrit  à  une  sphère.  Par 
deux  points  A  et  A',  pris  sur  Taxe  du  cylindre  et  symétriques 
par  rapport  au  centre  delà  sphère,  on  circonscrit  deux  cônes 
à  la  sphère.  Ces  cônes  coupent  le  cylindre  suivant  les  cer- 
cles BC  et  B'C.  Trouver  le  minimum  de  la  surface  totale 
formée  des  surfaces  latérales  des  deux  cônes  et  de  la  surface 
cylindrique  comprise  entre  les  cônes. 

—  Quelles  relations  doivent  exister  entre  a,  a ,  6,  b\  pour 
que  les  équations 

a*  sin  a  sin  (x!  -f-  6*  cos  a  cos  a'  =  o, 

a»6* 


«'•  = 


o*  siu*  a  +  6*  cos*  a 

a'«  sin»  a'  +  6*  cos»  a' 
soient  satisfaites,  quels  que  soient  a  et  a . 

—  On  mène  les  tangentes  aux  extrémités  du  grand  axe 
AB  d'une  ellipse  et  une  tangente  quelconque  qui  rencontre 
en  G  et  D  les  tangentes  AC  et  BD.  Démontrer  que  la  tan- 
gente DC  est  vue  des  foyers  sous  un  angle  droit  et  que 
AG  X  BD  est  constant. 
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* —  Si  dans  une  parabole  on  mène  par  le  foyer  F  une  corde 
AFB  quelconque  et  que  l'on  abaisse  les  perpendiculaires  AA', 
BB'despoinls  d'interseclion  sur  Taxe,  on  a,  6S  étant  le  sommet 
de  la  courbe,  SF*  =  SA'  x  SB', 

—  On  donne  un  trapèze  non  isoscèle  ABCD  et  la  diagonale 
BD.  Par  un  poiut  I  quelconque  sur  la  hauteur  BH,  on  mène 
une  parallèle  EONàla  base,  rencontrant  les  côtés  en  E  et  N, 
et  la  diagonale  en  0.  Trouver  le  point  I  pour  lequel  EO' 
-f-  ON*  est  maximum. 

—  Trouver  la  valeur  que  prend,  pour  x  infini,  l'expression 

y  =  \/  4X*  —  3a7  -f-  2  —  \/  4X*  -f-  3  • 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


77.  —  Construire  un  triangle  connaissant  les  deux  côtés 
AB,  AC  et  la  longueur  delà  partie  de  la  bissectrice  de  Tangle 
BAC  comprise  entre  les  deux  hauteurs  pariant  de  B  et  de  C. 

(E.  Lemoine,) 

78.  —  Trouver  les  côtés  d'un  triangle  connaissant  une 
hauteur,  le  rayon  du  cercle  inscrit  et  le  rayon  du  cercle 
circonscrit. 

79.  —  Mener  dans  un  triangle  une  transversale  tangente 
au  cercle  inscrit  au  triangle  et  détachant  un  triangle  de 
surface  donnée.  (ReidL) 

80.  — Étant  données  les  équations 

COS  X  -f-  COS  1/  =  2p  COS  a 

sin  X  -j-  sin  y  =  2p  sina, 


I 


trouver  l'équation  quiadmet  pour  racines  tg  —  ûcettg—  y. 


Le  Bédacleur-Gérant, 
E.  VAZEILLE. 


IMPRIMERIE  CENTRALE   DES  CHEUINS  DE   FER.    —    IMPRIMERIE  CHAl\. 
HL'B  BBROÈRB,  20,   PARIS.  —  5234-3. 
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LA  GEOMETRIE  RECURRENTE 

Par  M.  G.  de  lionn^champs. 

[Suile^  voir  pages  3,  25  et  49.) 


TROISIÈME  APPLICATION 

Étude  de  géométrie  récurrente  sur  tes  centres  de  gravité. 

22. —  Le  point  de  concours  des  médianes  d'un  triangle  se 
prête  particulièrement  bien  à  une  étude  de  géométrie  récur- 
rente, parce  qu'il  jouit  d'une  propriété  particulière  qui  per- 
met de  faire  cette  étude  par  des  considérations  empruntées 
à  la  mécanique,  et  qui  conduisent  au  point  d'ordre  n,  d'une 
façon,  pour  ainsi  dire,  intuitive. 

Considérons  quatre  points  dans  l'espace  i,  2,  3,  4,  et  l'un 
d'entre  eux  en  particulier,  le  point  4.  Si  l'on  joint  ce  point 
au  point  de  concours  des  médianes  du  triangle  1,2, 3,  au 
point  que  nous  désignerons  par  Gjjg,  nous  obtenons  une 
droite  A^.  Les  quatre  droites  A|,  Ag,  A,,  A^,  ainsi  obtenues, 
concourent  en  un  même  point  G^jj,  et  s'y  partagent  mutuel- 
lement dans  le  rapport  de  i  à  3. 

23. —  Généralement:  imaginons  n  points  1.  2,...n  dans 
respace  et  considérons  l'un  d'eux  en  particulier,  le  point  n. 
Si  l'on  joint  ce  point  au  point  G,,,,. .  .(„_i),  précédemment 
défini,  on  obtient  une  droite  An.  Les  n  droites  ainsi  obtenues 
concourent  en  un  même  point  Gi„...n  et  s'y  partagent 
mutuellement  dans  le  rapport  de  i  an. 

Cette  propriété  peut  s'établir  par  des  considérations  pure- 
ment géométriques  et  en  prenant  pour  base  et  pour  point 
de  départ  la  définition  géométrique  du  point  Gu,.  Mais  on 
sait,  et  nous  n'avons  pas  à  rappeler  ici  comment  on 
démontre  immédiatement  cette  propriété  en  imaginant  n 
masses  égales  appliquées  aux  points  i,  2...n,  et  en  cherchant 
le  centre  de  gravité  de  ces  n  masses. 

24. —  Nous  dirons  maintenant  quelques  mots  très  rapides 
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sur  les  points  que  nous  avons  imaginés  autrefois  (*)  et  que 
nous  avons  nommés  centres  de  gravité  dans  les  polygones  com- 
plets. Ces  points  remarquables  ont  été  trouvés  par  un  pro- 
cédé très  différent  de  celui  que  nous  allons  exposer  et 
beaucoup  moins  simple. 

Imaginons  d'abord  la  figure  formée  par  quatre  droites 
indéfinies  1,2,3,4,  situées  dans  un  plan:  faisons  abstraction 
de  Tune  d'elles,  de  la  droite  4.  par  exemple,  il  reste  un 
triangle  1,2, 3  auquel  correspond  un  point  G^j,.  D'autre 
part,  les  côtés  de  ce  triangle  rencontrent  la  droite  4  en  trois 
points  4,1;  4,2;  4,3;  que  Ton  peut  considérer  comme 
formant  les  sommets  d'un  triangle  aplali.  A  un  pareil 
triangle  correspond  un  point  y^.  Ce  point  y^  est  le  centre  de 
gravité  de  trois  masses  égales  appliquées  aux  points  4,1; 
4,2;  4,3  :  si  Ton  veut  rester  dans  le  domaine  purement 
géométrique,  on  peut  dire  alors  que  y^  est  le  point  limite  du 
point  de  concours  des  médianes  d'un  triangle  qui  s'aplatit, 
les  trois  sommets  ayant  des  positions  limites  bien  déterminées 

On  obtient  ainsi  une  droite  A^,  en  joignant  le  point  Gj^^ 
à  Y4  •  les  quatre  droites  qu'on  peut  ainsi  obtenir  concourent 
au  môme  point  et  s'y  partagent  mutuellement  en  deux  par- 
ties égales. 

On  reconnaitimmédiatement  cette  propriété  en  appliquant 
des  masses  égales  aux  six  sommets  du  quadrilatère  complet 
formé  par  les  droites  données.  On  peut  imaginer  que  l'on 
cherche  le  centre  de  gravité  de  ces  six  masses  en  cherchant 
d'abord  le  point  d'application  de  la  résultante  des  masses 

I,2î       I;^î      2,3} 

point  qui  est  précisément  G^,,  ;  puis  le  centre  de  gravité  des 
masses  4,1  ;    4,2;    4,3*, 

ce  second  point  est  y^.  Le  point  d'application  de  la  résul- 
tante des  six  masses  que  nous  avons  imaginées  est  donc 
placé  au  milieu  de  y*  Gj^s-  Ceci  prouve,  tout  à  la  fois  :  1®  que 
les  quatre  droites  analogues  à  y*  Gi2a  concourent  au  même 
point  ;  2®  qu'elles  se  partagent  en  ce  point,  que  nous  dési- 
gnerons par  Gi2,4,  ®^  deux  parties  égales. 

[*)  Annales  scientifiques  4e  VÉcole  normale  supérieure,  t.  III. 
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25.  —  Prenons  maintenant  le  polygone  complet  défini 
par    n   droites,  deux    à   deux   concourantes.  Ce  polygone 

admet  — ^ ^  sommets  ;  si    nous  plaçons    des  masses 

égales  à  chacun  de  ces  points,  le  raisonnement  que  nous 
avons  fait  tout  à  l'heure,  appliqué  à  cette  figure  générale,  con- 
duit au  théorème  suivant  qui,  comme  Ta  remarqué  M.  Cata- 
lan (*),  rappelle  un  beau  théorème  de  Coriolis  (**). 

Soit  i,2...n,  n  droites  deux  à  deux  concevantes ,  faisons 
.abstraction  de  Vune  d'elles,  de  la  droite  n  par  exemple;  il  reste 
un  polygone  complet  défini  par  les  droites  1,2. ..  (n  —  i);  e^ 
à  ce  polygone  correspond  un  point  Gi,2...  (n  _  d,  point  défini  par 
la  loi  même  que  nous  énonçons  en  ce  moment.  Si  l'on  joint  ce 
point  au  point  Yi,2...{n-ii,  centre  de  gravité  des  (n  —  i)  points 
communs  à  la  droite  n  et  aux  droites  1,2. ..  (n  —  i),  les  n 
droites  ainsi  obtenues  concourent  en  U7i  même  point  et  s'y  par-* 
tagent  m^utuellement  dans  le  rapport  de  2  à  (n  —  2). 

C'est  le  point  de  concours  des  n  droites  analogues  à 
Gi,2,...(fw-i),  ïiA..{»-i)  q^î  constitue  le  point  Gi2...„. 

26.  —  Nous  abrégeons,  le  plus  qu'il  nous  est  possible, 
cette  exposition  de  la  géométrie  récurrente  ;  mais  nous  ne 
pouvons  pas  quitter  cette  élude  des  centres  de  gravité  sans 
montrer,  par  un  nouvel  exemple,  comment  on  peut  variera 
l'infini  la  découverte  de  ces  théorèmes  successifs  qui, prenant 
pour  point  de  départ  une  propriété  élémentaire,  conduisent, 
de  proche  en  proche,  à  un  théorème  général,  qui  est  leur 
conclusion  naturelle. 

Imaginons  encore  quatre  droites  deux  à  deux  concourantes 
et  à  chacun  des  sommets  plaçons  maintenant  deux  masses 
égales.  Nous  obtenons  ainsi  douze  forces  F  égales  et  pa- 
rallèles que  l'on  peut  composer,  comme  nous  allons  l'ex- 
pliquer. 

Considérons  les  trois  points 

4,1  ;  4,2;   4;3; 

(*)  Nouvelle  correspondance  mathématique  t.  Ill,  p.  346. 
(**)  Journal  de  V École  Polytechnique,  24*  cahier,  p.  136. 
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et  prenons,  à  chacun  de  ces  points,  une  des  forces  F.  Ces 
trois  forces  ont  une  résultante  3F,  appliquée  au  point  G,,,. 
Chaque  sommet  du  quadrilatère  complet  que  nous  considé- 
rons appartenant  à  deux  des  triangles  formes  par  ce  quadri- 
latère, on  obtient,  en  combinant  les  forces  F,  comme  nous 
venons  de  le  dire,  quatre  forces  3F,  ayant  pour  points 
d'application  G^jj,  Gjjt,  Gj^i,  G^j,. 

On  peut  maintenant  combiner  les  trois  forces  3F  appliquées 
aux  points  G^^,  Gj^i,  G^a  ; 

et  Ton  obtient  une  force  gF,  appliquée  au  centre  de  gravité  y\ 
du  triangle  Gj,^,  G^^^,  G^l^,  La  droite  y\  G^j,  et  les  droites 
analogues  passent  par. le  point  que  nous  avons  défini  tout 
à  l'heure  (§  24)  s'y  partagent  mutuellement  dans  le  rap- 
port de  I  à  3. 

De  cette  remarque  on  peut  conclure  le  théorème  suivant: 

Théorème.  —  Étant  données  quatre  droites  1,2,3,4,  deux 
à  deux  concourantes;  si  Von  fait  abstraction  de  Vune  d'elles,  de 
la  droite  4.  par  exemple,  on  obtient  un  triangle  auquel  carres ' 
pond  un  centre  de  gravité  G^j  ;  si  Von  joint  ce  point  au  centre 
de  gravité  du  triangle  formépar  les  trois  autres  points  G  :  1^  les 
quatre  droites  A  ainsi  obtenues  concourent  au  même  point  G,j3<; 
^  ce  point  est  le  centre  de  gravité  du  quadrilatère  complet,  c  est- 
à-dire  le  centre  de  gravité  des  six  sommets  de  cette  figure  ; 
3^  les  droites  A  se  partagent  mutuellement  dans  le  rapport  de 
I  à  3. 

27.  —  Prenons  maintenant  un  pentagone  complet  et  à 
chacun  des  sommets  appliquons  six  masses  égales,  produi- 
sant chacune  une  force  égale  à  F.  Faisons  abstraction  de 
l'une  des  droites,  de  la  droite  5  par  exemple,  et  considérons 
le  quadrilatère  complet  i,  2,  3,  4.  Aux  sommets  de  co  qua- 
drilatère sont  appliquées  six  forces;  prenons  deux  d'entre 
elles  et  raisonnons  comme  nous  l'avons  fait  au  paragraphe 
précédent.  Nous  obtenons  une  force  1 2F  appliquée  au  point 
G1234.  Chaque  sommet  du  pentagone  proposé  appartient  à 
^row  quadrilatères  complets.  Par  exemple  le  point  1,2,  est 
un  sommet  dans  chacun  des  polygones 

I,  2,  3,4;  I,  2,  3,  5;  I,  2,4,  5. 
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Comme  il  y  a  six  forces  F  à  chaque  point,  sommet  du  pen- 
tagone proposé,  au  point  i,  2  en  particulier,  on'  pourra 
diviser  ces  forces  en  trois  couples  égaux  à  2F  et  nous 
obtiendrons  finalement,  par  cette  composition  des  forces  F, 
5  forces  égales  à  12F  et  appliquées  aux  centres  de  gravité 
des  quadrilatères  complets  1,2,3,4;  i>2,3,5,  etc.,  points 
définis  comme  on  Ta  vu  plus  haut. 

Si  nous  combinons  maintenant  les  4  forces  5F  qui  sont 
appliquées  aux  points  Qi^m  etc.,  nous  obtenons  une  force 
4,  12  F  appliquée  en  un  point  y'g,  centre  de  gravité  des 
quatre  poinls  61,35,  ®lc.  Les  cinq  droites  61,34  y's  vont  passer 
par  le  point  d'application  de  la  récitante  des  60  forces  F 
considérées,  et,  pour  des  raisons  connues,  se  partagent  mu- 
tuellement dans  le  rapport  de  i  à  4. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Imaginons  cinq  droites  1,2,3,4,5,  qui  défir- 
nissent  cinq  quadnlatères  complets,  à  chacun  desquels  corres- 
pond un  centre  de  gravité,  point  défini  précédemment.  Si  Von 
joint  Vun  de  ces  points  au  centre  de  gravité  des  quatre  autres 
points  analogues,  les  cinq  droites  ainsi  obtenues  concourent 
au  même  point,  centre  de  gravité  du  pentagone  proposé,  et  se 
partagent  mutuellement,  en  ce  point,  dans  le  rapport  de  i 
à  4. 

28.  —  On  voit  facilement,  par  les  explications  qui  pré- 
cèdent, quel  est  le  théorème  général  auquel  aboutissent  les 
deux  théorèmes  précédents  et  comment  on  peut  faire  sa 
démonstration. 

On  imagine  n  droites,  deux  à  deux  concourantes,  et  à 
chacun  des  sommets  S  de  ce  polygone  complet  on  place 
i  .  2  .  3  . . .  (n  —  2)  masses  égales.  Chaque  sommet  S 
appartient  à  (n —  2)  polygones  complets  d'ordre  (n—  i),  et 
l'on  peut  partager  les  i  .  2  . . .  (n  —  2)  forces  appliquées 
en  S  en  (n  —  2)  groupes  de  i  .  2  . . .  (n  —  3)  forces  F.  En 
combinant  ces  i  .  2  . . .  (n  —  3)  forces  appliquées  aux 
sommets  du  polygone  i,  2,  . .  (n  —  i),  on  obtient  un  point 
Gi.2...»--i  précédemment  défini.  Si  l'on  joint  ce  point  au 
centre   de  gravité  y  n  des  (n —  i)  autres  points  analogues, 
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on  sait  que  les  n  droites  ainsi  obtenues  concourent  et  se 
partagent  mutuellement  dans  le  rapport  de  i  à(n —  i).  Le 
théorème  général  qui  résulte  de  ces  considérations  peut  donc 
s'énoncer  ainsi: 

Thëorôxne.  —  Considérons  n  droites^  deux  à  deux  con- 
courantes ;  elles  définissent  n  polygones  complets  d'ordre  (n  —  i  ) 
obtenus  en  faisant  successivement  abstraction  de  lune  délies,  et, 
à  chacun  de  ces  polygones  correspond  un  centre  de  gravité, 
point  défini  précédemment.  Si  Von  joint  Vun  de  ces  points  au 
centre  de  gravité  des  (n —  i)  autres  poijits  analogues,  les  n 
droites  ainsi  obtenues  ôoncourent  au  mém^  point,  centre  de 
gravité  du  polygone  complet  proposé,  et  s* y  partagent  mutuelle-- 
ment  dans  le  rapport  de  i  à  n.  (A  suivre.) 


SUR  UN  POINT  DE  LA  DISCUSSION 

DU   SECOND  DEGRÉ 
Par  M.  P*  Barrien»  professeor  au  Lycée  de  Mont-de-Marsan. 


La  plupart  des  traités  d'algèbre  élémentaire  donnent  la 
démonstration  des  deux  théorèmes  suiyants  : 

Théorème  I.  —  Si  deux  nombres  a  et  p,  substitués  à 
X  dans  réquation  du  second  degré,  donnent  au  premier  membre 
des  valeurs  de  signes  contraires,  d  et  ^  comprennent  entre  eux 
une  racine  et  n'en  comprennent  qu'une. 

Théorème  II.  —  Si  les  deux  nombres  a  et  p,  substitués  à 
X  dans  V équation  du  second  degré,  donnent  au  premier  membre 
des  valeurs  de  même  signe,  cl  et  ^  comprennent  entre  eux  les 
deux  racines,  ou  n'en  comprennent  aucune» 

Nous  nous  proposons,  dans  le  cas  particulier  oîi  a  et  p 
sont  des  nombres  égaux  et  de  signes  contraires,  de  com- 
pléter renoncé  de  ces  deux  théorèmes  et  d'en  modifier  la 
forme  de  manière  à  pouvoir  les  introduire  utilement  dans 
les  discussions  du  second  degré.  Nous  ferons  remarquer  que 
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le  cas  particulier  dont  il  s'agit  est  assez  fréquent;  il  se 
prcsente  notamment  dans  un  certain  nombre  de  problèmes 
sur  le  cercle  el  la  sphère,  et  dans  les  équations  du  second 
degré  qui  ont  pour  inconnue  un  sinus  ou  un  cosinus. 

Voici  les  deux  théorèmes  que  nous  proposons,  et  qui  mo- 
difient légèrement  ceux  que  nous  avons  rappelés  : 

Théorème  I.  —  Si  deux  nombres  égaux  et  de  signes  con- 
trairesy  —  a  e/  +  a,  substitués  à  x  dans  Véquation  du  second 
degré,  donnent  au  premier  membre  des  valeurs  dont  le  produit 
soit  négatif,  —  a  e^  +  *  comprennent  entre  eux  une  racine  et 
n'en  comprennent  qu'une;  la  racine  comprise  est  celle  qui  a 
la  plus  petite  valeur  absolue. 

Théorème  II.  —  Si  deux  nombres  égaux  et  de  signes 
contraires,  —  a  e^  +  a,  substitués  à  x  dans  l'équation  du 
second  degré,  donnent  au  premier  membre  des  valeurs  dont  le 
produit  soit  positif,  et  si,  de  plus,  le  produit  des  carrés  des 
racines  est  moindre  que  a*,  les  deux  racines,  si  elles  sont  réelles 
sont  comprises  entre  —  a  e/  +  a. 

Démonstration. —  Soit  P  le  produit  des  facteurs  obtenus 
en  remplaçant  successivement  x  par  —  a  et  +  «  dans  le 
premier  membre  de  Téquation  du  second  degré  : 

P  =  (aa«  —  6a  +  C)  (aa«  +  6a  +  c), 
nous  aurons  deux  cas  à  distinguer  : 

1®  P  •<  0.  Les  deux  facteurs  de  P  sont  de  signes  contraires, 
donc  —  a  et  +  a  comprennent  entre  eux  une  racine. 

La  racine  comprise  entre  — a  et  +  a  est  en  valeur  absolue 
moindre  que  a,  la  racine  extérieure  est  au  contraire  en 
valeur  absolue  plus  grande  que  a  ;  donc  la  racine  comprise 
est  celle  qui  a  la  plus  petite  valeur  absolue,  et  le  théorème  I 
est  démontré. 

2®  P  >  G.  Les  deux  facteurs  de  P  sont  de  môme  signe  ; 
donc  —  a  et  -f-  a  comprennent  entre  eux  les  deux  racines 
ou  n'en  comprennent  aucune. 

Si  les  deux  racines  sont  comprises  entre  —  a  et  +  a,  cha- 
cune d'elles  est  en  valeur  absolue  moindre  que  a,  et  le  pro- 
duit de  leurs  carrés  est  moindre  que  a*. 
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Si,  au  contraire,  les  deux  racines  sont  extérieures  a 

et  +  a,  chacune  d'elles  est  en  valeur  absolue  plus  grande 
que  a,  et  le  produit  de  leurs  carrés  est  plus  grand  que  a*. 

Donc,  pour  que  les  deux  racines  soient  comprises  entre 
—  a  et  4~  <^9  i^  f^u^  ^^  il  suffit  que  Ton  ait  en  même  temps  : 

P>o 

La  deuxième  condition  peut  s'écrire 


c* 


a- 
ou  (c  —  ad*)  (c  +  aa')  «<  o. 

Pour  le  cas  particulier  oîi  a  =  i  cette  condition  devient 

(c  —  o)  (c  +  û)  <  o. 
Nous  allons    maintenant    appliquer  ces  théorèmes   à  la 
discussion  des  problèmes  du  second  degré. 

Problème  I.  —  Discuter  Véqualion   du  second   degré  en 
sin  X. 

(m  —  i)  sin*  X  —  2  {m  -{-  i)  sin  x-^  2m  —  i  =  o, 

(Rebière,  Trigonométrie^  p.  7S,) 
Pour  simplifier  l'écriture,  nous  poserons  sin  x  =  j/.  L'équa- 
tion devient  alors 

(m  —  i)  j/*  —  2  (m  +  i)  j/  -f-  2m  —  1=0;  (1) 

Discussion.  —  Les  racines  doivent  être  réelles  et  com- 
prises entre  —  i  et  -f-  i« 

La  condition  de  réalité  est 

(m  +  i)'  —  (m  —  i)  (2m  —  i)  >  o 
d'où  —  m*  -j-  5m  > 

m  (m  —  5)  <  o 

o<m<5.  (2) 

Soit  P  le  produit  des  facteurs  obtenus  en  remplaçant  suc- 
cessivement 1/ par —  I  et  -f-  I  dans  le  premier  membre  de 
Tcquation  (1),  nous  avons 
P=jm — i4-2(w+i)  +  2Wi — 1} jw-  I  — 2(m+i)  +  2m — ij 

=  5m  (m  —  4). 

Donc  P  est  néi^atif  pour  toutes  les  valeurs  de  m  comprises 
entre  o  et  4,  positif  pour  toutes  les  autres. 

La  condition  J/'V  *  <^  ^  devient 
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(c_a)(c  +  o)<o  .   (Th.  IL) 

ou,  en  remplaçant  a  et  c  par  leurs  valeurs, 

m  {3m  —  2)<  0, 

d'oîi  o<m<^,  (3) 

Le  produit  des  racines  est  de  même  signe  que 

{m  —  i)(2m  —  i)  =  2  (m  —  i)  (m j. 

Les  racines  seront  donc  de  signes  contraires  pour  toutes 

les  valeurs  de  m  comprises  entre  — et  i,   de  même  signe 

pour  toutes  les  autres. 

La  somme  des  racines  est  de  même  signe  que 

(w+  i)(m  —  i). 

Elle  est  donc  négative  pour  toutes  les  valeurs  de  m  com- 
prises entre —  i  et  +   i,  positive  pour  toutes  les  autres. 

Nous  pouvons  résumer  tous  ces  résultats  dans  les  deax 
tableaux  suivants  : 

P  <  o  P  >  o 


y  Y'  <  I  y  Y*  >  i 


y  +y'  <o        y  +y'  >  o 

Il  est  inutile  de  considérer  les  valeurs  de  m  autres  que 
celles  comprises  entre  o  et  5,  puisque  les  racines  corres- 
pondantes seraient  imaginaires. 

Cela  posé,  nous  avons  deux  cas  à  considérer  : 

Premier  cas.  o  <  m  <  4. 

On  a  P  <  o.  Une  seule  racine  est  comprise  entre  —  i  et 
-f-  T.  (Th.  I.)  Il  y  a  donc  une  seule  solution.  Pour  distinguer 
la  racine  qui  convient,  il  suffît  de  rechercher  au  deuxième 
tableau  celle  qui  a  la  plus  petite  valeur  absolue.  (Th.  1.) 

JOURNAL  DB  MATH.  iLÉM.  1883.  4. 
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1**.       o  <  m  «<  — .  Les  deux  racines  sont  négatives.  Il 

faudra  donc  prendre  celle  qui  a  la  plus  petite  valeur  absolue, 
c*est-à-dire  la  plus  grande  racine  en  valeur  relative.  Donc  : 
une  solution  négative. 

2®,       — •  <  m  <  I .  Les  deux  racines  sont  de  signes  con- 

2 

traires  et  la  racine  positive  est  la  plus  petite  en  valeur 
absolue.  Donc  :  une  solution  positive. 

3®.       I  <  m  <  4.   Les  deux  racines  sont  positives;  on 
prendra  la  plus  petite.  Donc:  une  solution  positive. 

Deuxième  cas.        4  <  m  <  5. 

On  a  :  P  >•  0  et  j/'*!/"*  >  i .  Il  n'y  a  donc  aucune  racine 
comprise  entre  —  i  et  +  i  •  (Th.  II.j  Donc  :  pas  de  solution, 

(A  suivre.) 


EXAMENS  ORAUX  POUR  SAINT-CYR 


Alfl^èbre. 

Étudier  les  variations  du  trinôme  3cc*  -\-  2X  —  i  lorsque  x 
varie  de  —  00  à  +  «>  - 

—  On  donne  l'équation  œ*  +  pa?  -f-  g  =  o,  former  l'équa- 
tion admettant  les  racines  x'  A r  et  ce"  H ?• 

X  X 

—  05"  —  a"  est- il  toujours  divisible  par  x*  —  a*. 

—  Résoudre  x^  —  1=0.  Combien  cette  équation  a-t-elle 
de  solutions  ? 

—  Étudier  la  fonction  y  =  x^  —  Sx*  -f-  7* 

Y 

—  Étudier  la  fonction  y  =  —5 7-  lorsque  x  varie  de 

—  00  à  +  00 .  Courbe  représentative. 

—  Étudier  la  fonction  y  =  aj*  —  2x  +  7;  courbe. 

—  Discuter  les  racines  de  Téquation 

mx*  —  (2»»  -f-  0  ^  +  3m  —  1=0, 
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quand  m  prend  toutes  les  valeurs  possibles.  Condition 
de  réalité  des  racines.  Que  faut-il  pour  que  les  racines 
soient  positives  ? 

—  Variations  de  la  fonction  y  =  3x*  —  Sa?  +  4  quand  x 
varie  de  —  00.  à  +  <»  • 

—  Que  faut-il  pour  que  les  racines  de  aœ*  -j-  bx 
-j-  c  —  2a  =  o  étant  réelles  soient  toutes  deux  plus  grandes 
que  2. 

^ ,  x*  —  2X  —  I 

—  Résoudre  ■ >•  o. 

X —  I 

—  Résoudre         x^  —  i2X  +  35  >  o. 

fiC*  —  505  -|-  7 


—  Maximum  et  minimum  de 


X*  —  50?  4-  6  ' 

—  Résoudre  3x  +  W^  =  û. 

—  Résoudre  X'{-y  =  a;' 

05'  +  y'  =  *'• 

—  Étudier   les   variations    de  la  fonction  y  =  ac*  —  8x* 
lorsqpie  x  varie  de  —  00  à  +  <»  • 

—  Résoudre 1-  ac  =  6. 

X —  a 

Discuter.  Que    faut-il  pour  que  les  deux  racines  soient 
supérieures  à  10  a? 

—  Variation  du  trinôme  8x*  —  5aî  +  2. 

—  Résoudre — ; =  A. 

a;*  —  6*         X*  —  a» 

—  Résoudre  xy  =:  (x  ; 

{x  +  a)^  +  {y  +  a)^=m\ 

Trigonométrie. 

—  Résoudre    cos  x  =  migx.    Discuter. 

—  Résoudre  sin  20;  =  tg  x. 

—  Résoudre        3  1  g  a?  -f-  5  cotg  x  =  4. 

—  Résoudre  a  tg  x  +  6  cotg  x  =  c.  Condition  de  réalité. 
Rendre  calculable  par  log.  la  valeur  de    tgx. 

—  Résoudre    sin  2X  —  cos*  x  =  m.    Discuter. 

I  •■— ■  tfiT  X 

—  Trouver  la  valeur  de quand  x  tend  vers  45. 

I  —  colg  X  ^ 
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—  Résoudre    cotg  x  -f-  sec  2X  =  m.    Discuter, 

^  Résoudre  igill±^  =  L 

Igx 

—  Résoudre      sin  x  +  sin  (60  —  x)  =  n. 

sin  X 

—  Résoudre  -: — ■: ^,  =.tn. 

sm  (a  —  X) 

—  Résoudre  tg'  x  +  cotg*  ac  =  m*. 

—  Résoudre 

soc'  X  +  cosec'  X  =  2  (Ig*  x  -\-  cotg*  x). 

—  Résoudre      sin*  r  +  cos*  a;  =  — . 

2 

—  Résoudre  cos2X'  =  sin3a;. 

—  Résoudre        sec'  x  -|-  cosec*  x  =  i. 

—  Résoudre  et  discuter 

(m  —  i)  tg*  £c  —  2  (m  —  2)  ig  X'\-  3  {m  —  3)  =n  o. 

sin  (x  "~~"  3o) 

—  Voir  ce  que  devient  la  fraction     ^ -. ■•     quand 

^  I  —  2  sin  a? 

X  tend  vers  3o®. 

—  Résoudre  el  discuter 

tg*  X  —  (m  —  i)  tg  ce  +  (w  —  2)  =  o, 
X  devant  varier  entre  o  el  90**. 

—  Résoudre  et  discuter 

m  tg*  ce  —  2  (m  —  î)  tg'  X  -f-  wi  —  2  =  0. 

—  Résoudre  et  discuter 

3  sin'  X  -{-b  =  sin  x  cos  a. 
— •  Résoudre        2  sin  x  +  cos  2x  =  m, 

—  Résoudre 

m  sin*  X  —  (m  —  2)  sin  o?  +  3  =  o. 

Applications  diverses. 

On  donne  ua  cercle.  On  mène  la  corde  AC  et  la  corde 
symétrique  AD;  on  joint  CD  ;  mener  AC  tel  que  AC  +  AD' 
+  CD'  =  4m'. 

—  On  donne  un  demi-cercle  AB.  Mener  une  corde  PQ  per- 
pendiculaire à  AB  telle  qu'on  ait  AP  -f-  PQ  =  m;  discuter. 

—  On  dpnne  une  circonférence  O  et  un  point  A  sur  le 
diamètre  BG  prolongé.  Mener  unesécante  APQ  telle  que  Tangle 
QOP  soit  quadruple  de  l'angle  PAO, 
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—  Calculer  les  diagonales  d'un  quadrilatère  inscriptible 
en  fonclion  des  côtés.  Expression  de  la  surface. 

—  Étant  donné  un  demi-cercle  AB,  trouver  sur  AB  un  point 
C  tel  que  si  de  ce  point  on  mène  une  perpendiculaire  jusqu'à 
la  rencontre  d*une  droite  indéfinie  menée  par  le  point  A  et 
faisant  avec  AB  un  angle  a,  on  ail  CF*  +  CD*  =  m'.  Cas  oîi 
a  >  45®;  a  <C  45°.  Conditions  de  possibilité  du  problème. 

—  On  donne  un  cercle  et  un  diamètre  AB.  Mener  une  corde 
CD  perpendiculaire  à  AB  et  telle  qu  on  ait  AC*  +  CD*  =  m*. 

—  Couper  une  sphère  par  un  plan  tel  que  le  cône  qui  a 
pour  base  la'section  et  pour  sommet  le  centre  de  la  sphère 
ait  une  surface  égale  à  celle  de  la  calotte  qui  a  pour  base  la 
section. 

—  On  donne  une  sphère.  On  la  coupe  par  un  plan  de 
manière  à  en  détacher  un  segment  à  une  base.  Mener  ce  plan 
,    ^  vol.  serment  BAM 

^«'««"'^«""       V.  secteur  BOM     =  ^: 

—  On  donne  un  demi-cercle  AB  et  une  corde  A  G.  Déter- 
miner sur  le  demi-cercle  un  point  M  tel  que  si  de  ce  point 
on  abaisse  MP  perpendiculaire  sur  AB  et  du  pied  P  de  cette 
perpendiculaire  une  perpendiculaire  PQ  sur  AC,  on  ait 

MP»  +  PQ«  =  mK 

—  Somme  des  carrés  des  diagonales  dans  un  trapèze. 

—  On  donne  un  demi-cercle  AB  et  on  même  une  tangente 
en  B.  Placer  une  corde  PQ  telle  que  le  rapport  des  volumes 
engendrés  par  le  demi-cercle  et  le  triangle  PBQ  soit  égal  à  w. 

Mécanique. 

Un  nageur  voudrait  aller  de  A  en  C  pour  traverser  une 
rivière  dont  les  bords  sont  supposés  rectilignes  et  parallèles 
et  qui  coule  dans  un  sens  déterminé.  Dans  quelle  direction 
doit-il  nager?  On  connaît  la  vitesse  v  de  la  rivière,  celle  du 
nageur  h,  et  on  suppose  que  les  deux  mouvements  sont 
uniformes.  —  Discussion. 

—  La  barre  AB  du  poids  de  200  kil.,  de  longueur  i'",20, 
supporte  en  A  et  en  B  des  poids  de  60  et  80  kil.  Oîi  doit 
être  placé  le  point  0  d'appui  pour  qu'il  y  ait  équilibre? 

—  Un  pendule  pesant  25  gr.   est  écarté  de  la  position  ver- 
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ticale  d'un  angle  do  6o°.  Trouver  la  yaleur  de  la  force 
horizontale  (une  source  d'électricité)  qui  maintient  le  pen- 
dule en  B\ 

—  Quelles  sont  les  valeurs  de  deux  forces  fet  f  à  appliquer 
en  A  et  B  extrémités  d'une  barre  AB  pour  qu'elles  soient 
composantes  d'une  force  verticale  de  60  k.  appliquée  en  G 
tel  que  AG  =  i5  c.  m.  et  BG  =  25  c.  m. 

—  Si  d'un  point  M  de  la  résultante  R  de  deux  forces 

concourantes  P  et  Q  on  abaisse  deux  perpendiculaires  MN, 

MI         P 
MI,  démontrer  qu'on  a  la  relation  -rrrr  =  -tt» 

^  MN         Q 

—  Aux  points  A  et  B  d'une  droite  rigide  AB  sont  appliquées 
deux  forces  F  et  P  faisant  avec  AB  des  angles  de  1 2o<*  et  1 5o^ 
et  telles  que  P  =  2F.  Démontrer  qu'il  y  a  une  résultante  ; 
en  trouver  la  valeur  et  le  point  d'application  sur  AB  • 

—  Une  poutre  AB  pesant  400  k.  repose  en  AB  sur  deux 
points  fixes  et  supporte  au  tiers  de  sa  longueur  un  poids  de 
5oo  k.  Trouver  la  pression  sur  les  points  d'appui. 

—  On  suppose  matérielles  et  pesantes  les  lignes  de  la 
figure  dite  pont-aux-ânes  et  si  la  figure  peut  tourner  autour 
de  l'axe  perpendiculaire  à  son  plan  par  le  point  M,  milieu 
de  BG,  il  y  a  équilibre. 

—  Dans  un  triangle  on  donne  un  point  quelconque  0 
intérieur;  on  le  joint  aux  trois  sommets  ;  on  suppose  que  trois 
forces  sont  dirigées  suivant  OA,  OB,  OG;  on  demande  leur 
résultante.  Prouver  qu'elle  passe  par  le  centre  de  gravité  G 
du  triangle.  Valeur  de  la  résultante  par  rapport  à  OG. 

—  Une  barre  AB  de  i°*,5o  de  long  pèse  80  k.  Quelle  force 
faut-il  appliquer  en  B  pourque  AB  reste  horizontale,  la  barre 
pouvant  tourner  librement  autour  du  point  C  tel  que  AG 
=  0,80? 
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QUESTION  44 

•olvilon  par  M.  Georges  Bbrthblot,  ex-élève  da  Lycée  de  ChAteaaroox, 

Répétiteur  au  Lycée  de  Bourges. 


On  considère  un  cercle  et  un  diamètre  AB  ;  d^un  point  M  pris 
sur  la  circonférence 9  on  abaisse  une  perpendiculaire  MP  sur  AB. 
Soit  G  le  milieu  de  PB.  Prenons  enfin  entre  A,  et  B  un  point  D 

PB 

tel  que  AD  = .  Les  droites  MG  et  MD  rencontrent  le  cercle 

4 
en  des  points  G'  et  D\  Démontrer  que  Von  a  , 

arc  MB  =  2Ba  +  AD'.   * 


Je  Tais  d'abord  démontrer  que  MD  =  DC. 
En  effet,  dans  le  triangle  DMG,  on  a 

MD*  =  H(?  +  DG^  —  2DG  X  PG. 
Or  dans  le  triangle  MPG  on  a 

MC^  =  PM*  +  PG*. 
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Et  dans  le  triangle  rectangle  AMB  on  a 
MP*  =  AP  X  PB  =  (^  -f-  dp)  2PC  =  pU*  +  aPC  X  DP. 

Donc     MD*  =  3PG*  +  D(?  -f  2PC  X  DP  —  2DC  X  PC. 
Et  comme  DG  =  DP  +  PC,  on  a 

MD^  =  DÏ?; 
d'où  MD  =  DC 
et  par  suite  angle  DCM  =  angle  DMC. 
De  plus  on  a 

AM  +  MB  =  BC  -h  D'C  +  AD' 

MB  =  BC  +  D'C  -f  AD'  —  AM 
Or,  D'C  =  AM  +  BC  . 

donc  MB  =  BC  4-  AM  +  BC  +  AD'  —  AM 

MB  =  2BC  +  AD'. 

Nota.  —  La  même  question  à  été  résolue  par  MM.  Puig,  à  Montpellier; 
Deville,  à  Lorient. 

QUESTION  46 

Solatloii  par  M.  E.  Mobnat,  à  Thiers. 


On  donne  l'axe  Ox,  le  sommet  0,  et  un  point  M  d'une  para- 
bole; on  propose  de  construire  cette  courbe  point  par  point  au 
moyen  d'une  équerre,  (G.L.) 

Joignons  OM  ;  menons  par  le  point  0  e  perpendicu- 
laire à  OM  et  par  le  point  M  une  parallèle  à  Ox\  ces  deux 
droites  se  coupent  en  un  point  I  ;  de  ce  point,  abaissons  une 
perpendiculaire  sur  Ox  ;  soit  A  le  pied  de  cette  perpendicu- 
laire et  B  le  pied  de  Tordonnée  du  point  M* 

Les  deux  triangles  rectangles  0MB,  lAO  sont  semblables 

,  ,  ,  MB         AO 

et  donnent  -7r^  =  -=7- 

ou  comme         lA  =  MB  ;    MB*  =  OB  .  AO  ; 

mais  quelle  que  soit  la  position  du  point  M  sur  la  parabole. 

MB* 
on  a  =  const. 

UB 
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Donc  AO  =  const. 

ce  qui  prouve  que  le  lieu  du  point  I,  quand  on  fait  varier  la 
position  du  point  M  sur  la  parabole,  est  une  perpendiculaire 

M' 


à  Taxe  Ox  de  la  parabole  menée,  à  une  distance  du  sommet 

MB» 


égale  au  rapport 


OB 


',  c'est-à-dire  au  double  du  paramètre. 


Il  est  alors  facile  de  construire  la  parabole;  puisqu'on 
connaît  un  point  M,  on  peut  déterminer  la  perpendiculaire 
lA. 

On  mènera  alors,  par  le  point  0,  une  droite  qui  coupera 
la  perpendiculaire  lA  en  T,  et  une  perpendiculaire  OM'  à 
cette  droite.  Par  le  point  I  on  mènera  une  parallèle  à  Ox 
qui  coupera  la  perpendiculaire  OM'  en  M',  le  point  M'  appar- 
tient à  la  parabole. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  i*ésolue  par  MM.  Yail,  à  Arcueil;  La  Ches- 
nais,  aa  lycée  Saint-Louis,  k  Paris  ;  Besson,  à  Nantes  ;  Deville,  à  Lorient  ; 
H.  Bourget,  à  Aix. 


QUESTION  50 

iliolatloii  par  M.  Detille,  brigadier  d'artillerie  de  Marine,  à  Lorient. 


On  considère  un  angle  droit  AOB,  et  sur  OB  un  point  fixe  M.  On 
trace  une  droite  rencontrant  OB  aa  point  Q,  OA  au  poinî  P  et 
telle  que  si  du  point  M  on  abaisse  une  peiyendiculaire  MH  sur 
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PQ,  on  ait  toujours  la  relation 

Démontrer  que  la  droite  PQ  passe  par  un  point  fixe. 

La  relation  considérée  peut  s'écrire 

PH«  M  H* 


0P« 
ou 
PH«  —  OP* 


OQ* 
OQ* 


OP» 
Or  on  a 
PH«  =  PM»  —  MH* 

et 

V    \     PM«  =  0P*  +  OM«. 
Donc 

PH»  —  0P«  =  0M« 
—  MH«. 


Par  suite,  la  relation  peut  s'écrire 

0M«  —  MH*  _  MH»  _        0M« 
0P« 
On  lire  de  là 


OQ»  ~  0P«  +  OQ» 
MH.PQ 


OM' 
PQ»  • 


0M  = 


OQ 


Menons  ME,  parallèle  à  OP,  et  rencontrant  PQ  en  K; 
nous  aurons,  par  la  similitude  des  triangles  MHK,  OPQ  : 

MH^ 
^^  -       OQ       • 
Donc  MK  =  OM. 

Par  suite,  le  point  K  est  le  sommet  du  carré  construit  sur 
les  axes  OA  et  OB,  avec  OM  comme  côté.  Donc  la  droite 
PQ  passe  par  un  point  fixe  K. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Mosnat,  à  Ttiiers. 
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QUESTION  53 


On  considère  Vexpression 


et  on  propose  de  la  transformer  en  un  produit  de  detix  facteurs 

de  la  forme  \/  a  -f  y/  y  •  Démontrer  que  la  transformation  n'est 
possible  que  si  a*d  =  bc,   et  quelle  n'est  avantageuse  que  si 
a*  —  b  et  q}  —  c  sont  des  carrés  parfaits. 
L'égalité 

\/«  4-  s/T+V'^V'd  =  (/"^  +  v/7)  W^  +  \/'i) 

donne»  en  élevant  au  carré 

a  +  V^7-f- V^ c -|-  \/  d=  {x-\'y-\-2\/ xy)  (ti  +  ^+2 v^tiv). 
Ou  satisfait  à  cette  égalité  en  posant 

az=(x  +  y){u  +  v) 

6  =  4  (a;  +  î/)*  wv 

0  =  4  {u  -\-  vY  xy 

d  =  i6  ocyuv. 
Ces  équations  sont  incompatibles,  si  rpnn'a  pas  a*d  =  6c. 
Lorsque  cette  condition  est  remplie,  le  système  est  indé- 
terminé; en  effet,  on  a,  quel  que  soit  y,  l'identité 


X 


(Kt  +  U). 


On  peut  profiter  de  cette  indétermination  pour  prendre 
entre  deux  des  quantités  une  relation  quelconque.  Posons 
par  exemple  a?  +  !/  =  i> 

On  déterminera  alors  facilement  u  et  v,  puis  x  et  y.  On 
tire,  en  effet,  des  deux  premières  équations 

w  = 1 \/  a^  —  b\ 


2 


t;= \/  a*  —  0 

2  2 

En  portant  ces  valeurs  dans   la  troisièmoi   on  a  xy,  e\ 
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d'après  la  relation  qui  donne  x  -}-  y»  on  trouve 


I  I 


x= 1 \/  a^  —  c] 

2         2a 

V  = i/  û*  —  c, 

^2  2a  ^ 

On  voit  que  si  o'  —  6  et  a^  —  c  sont  dos  carrés  parfaits, 
as  et  1/  sont  rationnels,  et  que»  par  conséquent,  la  formule 
est  avantageuse,  puisque  Ton  a  un  produit  de  facteurs  qui 
sont  des  sommes  de  radicaux  simples. 

Soit  par  exemple 


TJ-f 
On  a  ici  : 

a  = 

la  condition  a 

!>         3                 8.6 
I  ;    b  —  —-;    c  —  -— ;    d ; 

4                 9                 9 

*d  z=  bc  est  remplie  et  Ton  a 

a»       6—     ' 

4 

o*  —  c  —  —  . 
9 

Donc 

I 
x= 

2 

,12                             III 

+    6           3    '    '*'  ~    3           6           3    ' 

puis 
Donc 

1,1           3 

tt= =  —     ; 

2*4          4 

I           I            I 
244 

(v/2    +,){v/3  +  3) 
~                     6 

QUESTION  56 

fiolatlon  par  M.  Saools,  élève  au  Lycée  de  Toulouse. 


On  considère  un  cercle  C  de  centre  0;  soit  AB  un  diamètre 
fùce  de  ce  cercle  ;  par  le  point  0.  on  mène  une  circonférence  C 
tangente  à  AB;  puis  on  mène  une  tangente  commune  aux  cercles 
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C  et  G  ;  on  propose  de  trouver  le  lieu  des  points  de  contact  de 
cette  dernière  droite  avec  G\ 

Soit  MD  la  tangente  commune,  D  élant  le  point  de  con- 
tact avec  G,  et  M  le  point 
de  contact  avec  la  cir- 
conférence C  de  centre  0', 
Menons  MO',  DO  et  joi- 
gnons M  au  point  G  où 
00'  rencontre  G.  Les 
angles  O'MO  etO'OM  sont 
égaux,  de  môme  O'MO  et 
MOD'  puisque  OD.  O'M 
sontparallMes,doncO'OM 
=  MOD,^  Les  triangles 
MOG,  MOD  sont  donc 
égaux,  et  l'angle  MGO 
étant  droit,  le  point  M 
e3t  sur  la  tangente  au  point  G  au  cercle  G. 

Réciproquement  tout  point  M  de  la  droite  appartient  au 
lieu;  en  effet,  menons  par  M  la  tangente  à  G  autre  que  GM, 
joignons  Oà  D  et  menons  en  M  la  parallèle  à  DO  qui  coupe 
OG  en  0'.  Menons  MO  qui  est  la  bissectrice  de  DOG.  Les 
angles  OMO'  et  DOM  sont  égaux,  donc  OMO'  =  MOO';  par 
suite  00  =  O'M  et  le  cercle  de  centre  0 et  de  rayon 00'  est 
tangent  à  AB  en  0,  et  a  MD  au  point  M. 

Le  lieu  du  point  M  se  compose  donc  des  deux  tangentes 
à  G  parallèles  à  AB. 


QUESTION  62 

llk»lati«ii  par  M.  Mascart,  élève  au  Lycée  Henri  IV. 


On  donne  un  cercle  0  et  deux  diamèti^es  rectangulaires  A3, 
GB.  A  partir  de  A,  on  prend  un  arc  AQ  et  dans  Vautre  sens  un 
arc  AP  tel  que  arc  AP  =  2  .  arc  AQ. 

Soir  Q'  le  symétrique  de  Q  par  rapport  à  CD.  On  demande 
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le  lieu  géométrique  décrit  par  le  point  I,  commun  aux  droites 
PQ'  etBQ.  (G.  L.) 


Les  arcs  QQ'  et  BP,  égaux  à  1 80^  —  2ÂQ,  sont  égaux, 

d'oii  il  résulte         arc  QQ'B  =  arc  Q'BP 

et  QB  =Q'P.  Donc  01  est  bissectrice  de  l'angle  de  ces  cordes 

et  passe  par  le  milieu  de  Tare  Q'B«  Alors  lOB  =  IBO  comme 

AQ 
ayant  même  mesure .    Le  point  I  est  sur  la  perpendi- 

ji 

culaire  au  milieu  de  OB. 

Le  point  Q  décrivant  la  circonférence  0,  la  droite  BQ  pas- 
sera par  tous  les  points  de  la  perpendiculaire  considérée  : 
donc  celle-ci  est  le  lieu  cherché. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Corne,  à  Nice  ;  Très* 
selle,  à  Angers;  Guignard,  à  Angouléme;  H.  S.,  à  Toulouse;  Savonnet,  â 
Salins  ;  Zoloaga,  à  Paris  ;  Despianques,  à  Condé  ;  Bablon,  à  Èpliial. 
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QUESTION  67 

Solution  par  M.  âubrt,  élève  au  Lycée  de  Gharleville. 


On  considère  un  rectangle  dont  les  sommets  sont  les  points 
0,P,Q,R.  Par  les  points  PQ  on  fait  passer  une  infinité  de  cercles; 
soit  A  Vun  d'entre  eux.  Ce  cercle  A  coupe  QR  en  un  point  M  et 
la  droite  OM  coupe  à  son  tour  le  cercle  A  en  un  point  I  ;  démontra* 
que  le  lieu  du  point  l  est  une  circonférence. 


Tirons  IP  et  PM,  qui  passe  évidemment  par  le  centre  du 
cercle  A.  L'augle  PIM  étant  droit,  il  en  sera  de  même  de  l'an- 
gle OIP.  Le  lieu  du  point  I  est  donc  la  circonférence  décrite 
sur  OP  comme  diamètre. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Vialard,  à  Cluny;  Chapron 
à  Yincennes;  Bougarel,  à  Toulon;  Taratte,'à  Evreux;  Bordier,  à  fibnzac;de, 
Kerdrel,  à  Keruzoret. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


81.  —  Dans  un  triangle  on  connaît  la  base  et  l'angle  au 
sommet.  Trouver  le  lieu  du  centre  du  cercle  des  neuf 
points. 


96        JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES  ÉLÉMENTAIRES 

82.  —  Dans  un  triangle  on  connaît  la  bissectrice  de 
l'angle  au  sommet,  le  rectangle  des  deux  côtés  qui  com- 
prennent cet  angle  et  la  différence  des  angles  à  la  base  ;  on 
demande  de  construire  ce  triangle. 

83.  — Trois  nombres  entiers  sont  en  proportion  géomé- 
trique ;  si  le  second  augmente  de  8,  la  progression  devient 
arithmétique  ;  mais  si,  alors,  le  dernier  terme  augmente  de 
64,  elle  redevient  géométrique.  Trouver  les  trois  nombres. 

84.  —  Démontrer  géométriquement  que  Ton  a 

—  z=  arc  tg"^  4-arctg  '      ,       . 

8S  —  Par  un  point  pris  sur  la  bissectrice  d'un  angle 
mener  une  droite  qui  forme  avec  les  côtés  de  Tangle  un 
triangle  de  surface  donnée. 

86.  —  On  considère  deux  droites  rectangulaires  A  et  A', 
et  sur  A  on  prend  un  point  fixe  P.  Par  ce  point  P  on  fait 
passer  une  transversale  mobile  8,  qui  forme  avec  A  et  A'  un 
triangle  rectangle.  Imaginons  maintenant  le  cercle  inscrit, 
et  soit  A  le  point  de  contact  de  ce  cercle  avec  A,  et  B  son 
point  de  contact  avec  8.  Démontrer  que  la  droite  AB  passe 
par  un  point  fixe.  (G,  L.) 

87.  —  On  considère  une  parabole  P,  et  une  droite  A  per- 
pendiculaire à  Taxe  de  cette  parabole  et  située  à  une  dislance 
du  sommet  S  égale  au  double  du  paramètre;  une  parallèle  à 
Taxe  rencontre  P  au  point  A  et  A  au  point  B.  Trouver  le 
lieu  du  centre  des  cercles  circonscrits  au  triangle  SAB  quand 
cette  parallèle  se  déplace.  On  suppose,  pour  bien  fixer  la 
position  de  la  droite  A,  que  cette  droite  rencontre  réelle- 
ment la  parabole.  (G.  L.) 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.  VAZEILLE. 
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LE  CINQUIÈME  LIVRE 

Par  M.  Lauvbrnat,  professeur  au  collège  RoUin. 
(.Suite,  voir  p.  73.) 


LEÇON  II 

DU   QUADRILATÈRE   GAUCHE 

Théorème  I.  —  Deux  droites  quelconques  sont  coupées  par 
trois  plans  parallèles  en  segments  proportionnels  (fig.  9). 

Soient  A,  B,  G  les  points  de  rencontre  de  la  première  droite 
avec  chacun  des  trois  plany;  D,  E,  F  ceux  de  la  seconde  droite 


avec  ces  mêmes  plans  ;   menons  par  A  la  parallèle  AB'C  à 
la   droite  DEF.  Les  intersections  du  plan    CAC  avec  les 
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plans  parallèles  BB'E,  GG'F  étant  parallèles,  ou  a  : 

AB  AB' 

BG  "~  B'C" 
Or  AB'  =  DE  et  B'C  =  EF,  comme  parallèles  compcises 
entre  plans  parallèles  ;  donc  à  l'égalité  précédente  ou  peut 

AB  DE 

substituer  la  suivante  :      ^  —  ■^^ 

Définition.  —On  appelle  quadrilatère  gauche  tout  quadrila- 
tère ADFG  dont  les  quatre  côtés  ne  sont  pas  dans  un  même 
plan.  Si  Von  remarque  que,  dans  le  théorème  précédent  le  plan 
BB'E  est  parallèle  aux  deux  côtés  opposes  AD,  GF  du  qua- 
drilatère -auche,  ce  théorème  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Tout  pian  parallèle  à  deux  côtés  opposés  d'un  quadrilatère 
qauche,  partage  proportionnellement  Us  deux  autres  côtes. 

Réciproquement.  -  Toute  droite  BE  qui  divise  proporlu>n- 
nellement  deux  côtés  opposés  d'un  quadrilatère  gauche,  est  dans 
«n  plan  parallèle  à  la  fois  aux  deux  autres  cMés. 

En  effet,  par  AD  menons  le  plan  parallèle  à  GF,  et  par  CF 
menons  le  plan  parallèle  à  AD;  ces  deux  plans  sont  paral- 
lèles entre  eux,  et  si  par  le  point  B  on  mène  le  plan  paral- 
lèle à  ceux-ci,  il  rencontre  DF  en  un  point  E'  tel  que 

AB    _    DE' 
BG    ~    EF  ' 

AB   _    DE_ 
or  par  hypothèse  -^  —  -gjT 

DE'    _   DE 
et  par  comparaison       -  ^.^   —  -g|r  > 

donc  les  deux  points  E,  E'  coïncident,  c'est-à-dire  que  BE 
est  dans  un  plan  parallèle  aux  deux  côtés  opposés  AD,  CI- . 

Théorème  II.  —Si  unedroite  BE  est  assujettie  à  rencontrer 
deux  droites  fixes  ABG,  DEF  en  restant  constamment  parallèk 
à  un  plan  donné,  le  lieu  du  point  M  de  cette  droite  divisant  le 
segment  BE  dans  un  rapport  constant  K,  est  une  droite  sUuée 
dans  un  plan  parallèle  aux  deux  droites  fixes  (fig.  10). 

Soient  AD,  GF  deux  positions  de  la  droite  mobile  et  i*,  ji 
les  points  de  ces  droites  tels  que 


Afx 
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=  K; 


la  droite  (xj/,  qui,  d'après  la  réciproque  précédente,  est  dans 
un  plan  parallèle  aux  deux  côtés  opposés  ÂG,  DF,  est  le  lieu 
do  M. 

En  effet,  BË,  étant  parallèle  à  un  plan  fixe,  qui  lui-môme 
est  parallèle  aux 
deux  droites  AD, 
GF,  divise  les  côtés 
opposés  AG,  DF  en 
segments  propor- 
tionnels, c'est-à- 
dire  que 

BG    _    EF 

BA  ~  ED  '. 
Soit  H  le  point 
de  rencontre  des 
droites  B{x,  GD  ; 
d'après  le  théorème 
des  transversales 
on  a 

Afx.DH.BG  _ 
Dfx.GH.BA  ~"  ^' 

relation  qui  peut 
être  remplacée  par 
la  suivante  : 
LV'  .  DH  .  EF  _ 
ly .  CH  .  ED  ~  ' 
d'après  les  égalités 
précédentes;  donc 
les  trois  points  \l\  E,  H  sont  en  ligne  droite  ;  les  deux  droites 
B;x,  E{x'  étant  dans  un  même  plan,  les  deux  autres  droites 
ul;x\  BE  de  ce  plan  se  rencontrent  en  un  point  M,  et  qui  est 

tel  que 

BM  _  Afx 

ME  ""  |/.D 


=  ^^=K. 


Donc  le  lieu  de  M  est  la  dioite  [xfA', 
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Corollaire  I.  —  Si  une  première  droite  ;x[i.'  partage  pro- 
portionnelletnenl  deux  côtés  opposés  d*un  quadrilatère^  gauche  et 
qu'une  seconde  droite  BE  partage  aussi  proportionnellement  les 
deux  autres  côtés  opposés,  ces  deux' droites  sont  dam  un  même 
plan  et  chacune  déciles  est  partagée  par  l'autre  en  deux  segments 
proportionnels  aux  segments  des  côtés  qu'elle  ne  rencontre  pas. 

Corollaire  II.  —  Dans  tout  quadrilatère  gauche,  les  trois 
droites  joignant  les  points  milieux  des  côtés  opposés  et  les  milieux 
des  deux  diagonales  concourent  en  un  point  qui  est  le  milieu  di 
chacune  d^  elles , 
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DROITES  ET  PLANS   PERPENDICULAIRES 

Définition.  —  Imaginons  deux  droites  M,  N  dans  l'es- 
pace, et  sur  chacune  d'elles  une  direction  adoptée  comme 
direction  positive  ;  si  par  un  point  0  arbitrairement  choisi  dans 
l'espace  on  mène  à  ces  deux  directions  deux  demi-droiles 
parallèles  OM',  ON',  on  peut  rabattre  la  demi-droite  OM'  sur 
ON'  par  deux  rotations,  et  ces  rotations  sont  mesurées  par 
deux  angles  dont  la  somme  est  égale  à  4  droits.  L'un  d'eux 
a  est  donc  plus  petit  que  deux  droits,  et  c'est  cet  angle  a, 
unique  et  bien  déterminé,  qu'on  nomme  l'angle  des  deux  di- 
rections données.  On  a  vu,  en  effet,  que  tous  les  angles  M'ON' 
qu'on  pouvait  ainsi  former  étaient  égaux.  Si  a  est  égal  à 
zéro  ou  à  tt,  les  deux  droites  sont  parallèles;  parallèles  et 
de  même  direction  si  a  =  o;  parallèles  et  de  directions  op- 

posées  si  a=  :r;  enfin  si  a  ==  — ,   les   directions    données 

sont  dites  rectangulaires. 

On  nomme  faisceau  de  plans  la  figure  formée  par  plusieurs 
plans  passant  par  une  même  droite,  qu'on  appelle  axe  du 
faisceau. 

Lemme.  — Si  Von  fait  tourner  un  faisceau  autour  de  Vaxe 
de  façon  que  l'un  des  plans  se  superpose  à  son  prolongement,  cha- 
cun des  autres  plans  se  superposera  à  sonprolongemefit. 

11  suffît  de  démontrer  cette  proposition  pour  un  faisceau  de 
deux  plans  P  et  Q  (frg.  14). 
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Menons  dans  chacun  de  ces  plans  OA, .  OB  perpendicu- 
laires à  l'axe  OS,  et  soit  M  le  plan  de  ces  deux  droites;  fai- 
sons tourner  le  faisceau 
autour  ^e  Taxe  OS  de  façon 
que  la  portion  de  plan  SOA 
Tienne  sur  son  prolonge- 
ment: la  droite  OA,  située 
dans  le  plan  P  et  perpendi- 
culaire à  OS,  coïncidera  avec 
OA'  perpendiculaire  à  OS, 
c'est-à-dire  avec  son  pro- 
longement, et  OB  avec  OB'; 
car  si  la  portion  SOB  du 
plan  Q  ne  venait  pas  sur 
son  prolongement,  elle  vien- 
drait en  SOBi  tel  que  Tangle 
BOB|  égale  deux  droits, 
puisque  cet  angle  est  dans 
les  mêmes  conditions  que 
l'angle  AOA'  qui  vaut  deux 
droits,  et  on  aurait  deux 
droites  OB^,  OB',  prolon- 
gements de  la  même  droite 
OB,  ce  qui  est  impossible.  Fig,  4L 

Théorème  I .  —  Le  lieu  des  perpendiculaires  menées  d'un 
point  0  d*une  droite  OS  sur  cette  droite  est  un  plan  (fig.  12). 

Par  la  droite  OS  menons  deux  plans  quelconques,  et  dans 
chacun  d'eux  élevons  les  perpendiculaires  AOA',  BOB' sur  OS; 
soit  P  le  plan  de  ces  deux  perpendiculaires.  Par  OS  menons 
arbitrairement  un  troisième  plan  Q,  qui  rencontre  le  plan  P 
suivant  la  droite  GOC  ;  dans  le  plan  Q  il  existe  une  seule 
droite  perpendiculaire  à  OS  et  passant  par  0,  qui  est  GOC. 

En  effet,  faisons  tourner  le  faisceau  des  trois  plans,  pas- 
sant par  OS,  jusqu'à  ce  que  la  portion  SOA  du  premier  plan 
s'applique  sur  son  prolongement;  la  droite  OA  de  ce  plan 
viendra  sur  son  prolongement  OA';  de  même  OB  coïncidera 
avec  OB';  par  conséquent,  après  la  rotation,  le  plan  P  des 
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deux  droites  OA,  OB  est  superposé  à  lui-même;  donc  la 
droite  OG  située  dans  le  plan  P  sera  encore  dans  ce  plan, 
et  comme  elle  est  en  même  temps  sur  le  prolongement  du 
plan  Q,  elle  coïncidera  avec  OC  ;  or  OC  est  le  prolonge- 
ment de  OG;  par  suite,  les  angles  adjacents  SOG,  SOC  coïn- 
cidents sont  égaux,  et  leurs  côtés  non  communs  étant  en 
ligne  droite,  SO  est  perpendiculaire  sur  COC. 


Fig,  n. 

D'autre  paît,  toute  droite  OD,  extérieure  au  plan  P,  ne 
peut  être  perpendiculaire  à  SO,  car  le  plan  SOD  rencontrant 
le  plan  P  suivant  une  droite  OG  perpendiculaire  à  SO,  on 
aurait  dans  un  même  plan  SOD  deux  perpendiculaires 
passant  par  le  point  0  sur  une  même  droite  OS.  Donc  le 
plan  P  constitue  à  lui  seul  le  lieu  de  toutes  les  perpendi- 
culaires menées  par  0  sur  la  droite  OS. 

Corollaire  I.  —  Toute  droite  OS  perpendiculaire  à  deux 
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droites  OA,  OB  d'un  plan  est  perpendiculaire  à  une  droite  quel- 
conque EF  de  ce  plan. 

Car,  si  par  le  point  0  on  mène  la  parallèle  OC  a  EF, 
celte  droite  située  dans  le  plan  P  est  perpendiculaire  à  SO. 

Définition.  —  Une  droite  et  un  plan  sont  dits  perpendicu- 
lairesy  lorsque  cette  droite  est  perpendiculaire  à  toutes  les 
droites  de  ce  plan. 

Corollaire  II.  —  Par  un  point  d'une  droite  on  peut  mener 
un  plan  perpendiculaire  à  celle-ci  et  un  seul. 

Corollaire  III.  —  Le  lieu  des  points  équidistants  des 
eœlrémités  d'une  droite  est  le  plan  élevé  perpendiculairement 
à  cette  droite  par  son  milieu. 

Théorème  II.  —  Le  lieu  des  perpendiculaires  menées  dun 
point  E  extérieur  à  une  droite  Sfi^  sur  cette  droite  est  un  plan. 

Menons  par  le  point  0  de  la  droite  SO  le  plan  P  (perpen- 
diculaire à  celle-ci,  et  transportons  cette  figure  de  manière 
que  la  droite  SO  coïncide  avec  la  direction  SiO^  et  faisons- 
la  glisser,  SO  restant  en  coïncidence  avec  SjO^,  jusqu'à  ce 
que  le  plan  P  passe  par  le  point  E  ;  ce  plan  occupe  alors 
une  position  P^  qui  est  perpendiculaire  à  la  droite  SiO^; 
d'après  le  corollaire  I,  toute  droite  EF  menée  dans  ce  plan 
Pi  est  perpendiculaire  à  S^O^  ;  d'autre  part  toute  droite  ED 
extérieure  à  ce  plan  est  oblique  par  rapport  à  SiO^:  car  sa 
parallèle  O^D^,  qui  est  également  intérieure  à  ce  plan,  est 
oblique  par  rapport  à  SiO^.  Donc  ce  plan  P,  constitue  à 
lai  seul  le  lieu  de  toutes  les  perpendiculaires  que  Ton  peut 
mener  par  le  point  E  sur  S^Oi. 

Corollaire  I.  —  Par  un  point  E,  extérieur  à  une  droite,  on 
peut  mener  un  plan  perpendiculaire  à  cette  droite  et  un  seul. 

Corollaire  II.  — Deux  plans  perpendiculaires  à  une  même 
droite  sont  parallèles  et  réciproquement. 

Corollaire  III.  —  Toute  droite  OS  perpendiculaire  à  deux 
droites  quelconques  EF,  EG  qui  se  coupent  dans  un  plan  est 
perpendiculaire  à  ce  plan  (^).  ^ 

(*)  Pour  abréger  ce  travail,  nous  omettrons  les  démonstrations  de  quelques 
propositions  très  simples  et  auxquelles  ne  touche  pas  particulièrement  Texpo- 
sition  que  nous  faisons  ici  des  théorèmes  du  V'  livre. 
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Si  les  deux  droites  étaient  parallèles,  la  propriété  précé- 
dente n'aurait  généralement  pas  lieu. 

Il  résulte  de  ce  corollaire  que  pour  démontrer  la  perpen- 
dicularité  entre  une  droite  et  un  plan,  il  suffit  d'élablir  que 
la  droite  est  perpendiculaire  à  deux  droites  qui  se  coupent 
situées  dans  ce  plan,  ou  encore  qu'elle  est  perpendiculaire 
à  une  droite  quelconque  de  ce  plan. 


Théorème  III.  — 


Fig.  43, 

Par  un  point  donné  0,  on  peut  mener 


Fig.  44. 


une  droite  perpendiculaire  à  un  plan  P-  et  une  seule  (fis   13 
et  14).  ^" 
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Gomme  précédemment,  construisons  le  plan  P  perpendi* 
culaire  à  la  droite  SO;  transportons  cette  figure  de  façon 
que  les  deux  plans  P  et  P^  coïncident,  et  faisons  glisser  P 
sur  Pj  jusqu'à  ce  que  SO  passe  par  le  point  O^;  cette  droite 
SO  occupe  alors  une  position  Sfi^  perpendiculaire  au  plan 
Pi  et  c'est  la  seule;  car  s'il  en  existait  une  seconde  0|S^  le 
plan  Q  de  ces  deux  droites  rencontrerait  P|^  suivant  une 
droite  DE,  à  laquelle  on  pourrait  mener  dans  ce  même  plan 
Q  d'un  môme  point  0|  deux  perpendiculaires  ce  qui  est 
impossible. 

Définition.  —  Toute  droite  non  perpendiculaire  et  non 
parallèle  à  un  plan  est  dite  oblique  à  ce  plan. 

Théorème  IV.  —  Le  lieu  des  points  équidistants  de  trois 
autres  est  une  droite  perpendiculaire  au  plan  de  ces  trois  points. 

Soit  0  le  point  du  plan  P  des  trois  points  A,  B,  C  (fig.  45) 
également  distant  de  ceux-ci; 
par  0  élevons  la  perpendicu- 
laire OS  au  plan  P;  tout  point 
S  de  cette  droite  appartient  au 
lieu ,  car  les  triangles  rectangles 
SOA,  SOB,  SOU  sont  égaux, 
comme  ayant  les  côtés  de  l'an- 
gle droit  égaux;  donc  SA  =  SB 
=  se.  D'ailleurs  tout  point  M 
extérieur  à  celte  droite  ne  peut 
faire  partie  du  lieu,  car  si  Ton 
avait 

MA  =  MB  =  MG, 
le  plan   MOS  serait  à  la    fois 
perpendiculaire   sur   les    trois 
droites  AB,  BG,  GA  et  en  leurs  milieux  (corollaire  III  du  théo- 
rème I),  ce  qui  est  impossible. 

Théorème  V.  —  Si  l'on  a  trois  obliques  égales  SA,  SB,  SG 
s'écarlant  également  d^une  droite  SO,  la  droite  SO  est  perpen- 
diculaire au  plan  ABG. 

SoitO  le  point  de  rencontre  du  plan  ABG  avec  SO,  les  trois 
triangles  OSA,  OSB,  OSG,  ayant  un  angle  égal  (savoir  les 
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angles  en  S)  coûipris  entre  un  côté  commun  SO  el  les  côtés 
égaux  SA,  SB,  SC  par  hypothèse,  sont  égaux  ;  donc 

OA  =  OB  =  OC. 
Les  deux  points  S  et  0  étant. également  distants  des  trois 
points  A,  B,  G,  la  droite  qui  les  joint  est  le  lieu  des  points 
également  distants  de  A,  B  et*C  ;  donc,  d'après  te  théorème 
précédent,  celte  droite  SO  est  perpendiculaire  au  plan  des 
trois  points  A,  B,  G. 

'  Corollaire.  —  Le  lieu  des  points  dun  plan  situes  à  égale 
distance  dun  point  S  est  une  circonférence  ayant  pour  centre  le 
pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sw^  le  plan. 

THÉORÈME   DES  TROIS  PERPENDICULAIRES. 

l^héorèno  VI.  —  Si  du  pied  0  delà  perpendiculaire  à  un 
flan  If f  on  abaisse  laperpendiculaireOk  sur  une  droite  quelcon-- 
que  AB  du  plan  toute  droite  joignant  le  pied  A  de  cette  seconde 
pe)*pendiculaire  à  un  point  S  de  la  première  est  perpendiculaire 
sur  la  droite  AS  du  plan  (tig.  16). 
En  effet,  la  droite  AB,  étant  siluée  dans  le  plan  P  pcr- 
^  pendiculaire  à  SO,   est 

perpendiculaire  sur  SO 
et  sur  OA  par  hypo- 
thèse, par  suite  au  plan 
SOA  de  ces  deux  droites 
et  par  conséquent  sur 
la  droite  AS  de  ce  plan. 

Corollaire.    —    8/ 

d*un  point  S  extérieur  à 
un  plan,  on  abaisse  la 
perpendiculaii^e  SA  sur 
une  droite  quelconque  AB 


Fig.  46. 


dfi  ce  plan,  la  droite  qui  joint  le  pied  A  aupiedO  delà  perpendicu- 
taire  abaissée deS  sur  le  plan  est  perpendiculaire  sur  la  droite 
AB  du  plan. 

Théorème  VII.  —  Si  une  droite  est  perpendiculaire  à  un 
plany  toute  parallèle  L  à  ce  plan  est  perpendiculaire  à  la  droite^  el 
RÉCIPROQUEMENT  toutepeiyendiculairc  à  cette  droite  est  parallèle 
au  plan. 
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Tar  le  pied  0  de  la  perpendiculaire  OS  au  plan,  menons 
la  parallèle  OC  à  la  droite  L;  cette  droite  *0G  est  située  dans 
le  plan,  puisque  celui-ci  est  parallèle  à  L  ;  donc  OC  élant 
perpendiculaire  sur  OS,  0a  parallèle  h  est  aussi  perpendi- 
culaire sur  OS,  Réciproquement,  soit  la  droite  L  perpendi- 
culaire à  OS;  menons  le  plan  passant  par  L  et  le  pied  0,  il 
coupe  le  premier  suivant  une  droite  OC  perpendiculaire  à 
OS;  donc  les  deux  droites  L  et  OC,  situées  dans  un  môme 
plan  différent  du  premier  et  perpendiculaires  »ur  la  mémo 
droite  OS  sont  parallèles  ;  donc  L  est  parallèle  au  premier 
plan. 

Théorème  VIII.  —  Si  une  droite  est  payendiculairc  à  un 
plan^  toute  parallèle  à  cette  droite  est  perpendiculaire  du  platii 
et  RÉCIPROQUEMENT  dcux  droitcs  perpendiculaires  à  un  même 
plan  sont  parallèles. 

Soit  OS  perpendiculaire  au  plan  P,  par  conséquent  à  une 
droite  quelcon- 
que ËF  de  ce  plan 
(fiy.  47}^  sa  paral- 
lèle O'S'  est  aussi 
perpendiculaire  à 
EF,  par  consé- 
quent au  plan  P. 

Réciproque- 
ment, les  deux 
droites  OS,  O'S' 
perpendiculaires 
au  même  plan  P 


Fig.  47. 


sont  parallèles:  car  s'il  en  était  autrement,  0oit  O'T  la  parai* 
lèle  à  OS,  d'après  le  théorème  direct,  O'T  serait  perpendi- 
culaire au  plan  P,  et  on  aurait  au  point  0'  deux  porpen* 
diculaires  OS',  O'T  à  un  même  plan  P,  ce  qui  est  iorpossibie. 

(A  suivre») 
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NOTE 

8UU   LA  RÉSOLUTION    DES   ÉQUATIONS   SYMKTHIyUES 
P«r  M.  I*.  Bnrrlea,  professeur  au  Lycée  de  Hont-de^Marsan. 


Ou  sait  que,  si  Ton  désigne  par  Si^  S,,  S,  • . .  les  sommes 
des  puissances  semblables  des  racines  de  Téquaiion 

œ*  -}■  P^  *t"  9  =o, 
011  a  84=  —  p 

S,  =  p*  —  2q 
S,  =  —  p»  4-  3pq 
S,  =  p*  —  4p*ç  +  29» 
S5  =  -  P' +  5p»ç  -  5pî*. 
Dans  ses  Questions  d'algèbre  M.  Desboves    a  appliqué  ces 
formules  à  I9  résolution  des  systèmes  de  la  forme 

ûc  +  y  =  0 

/J5»»  _|.  i^m  --.  5 

Nous  nous  proposons  d'élcndre  cette  mélhode  à  des  cas 
autres  que  ceux  traités  dans  cet  excellent  ouvrage,  et  de 
montrer  par  quelques  exemples  l'emploi  qu'on  en  peut  faire 
pour  la  résolution  des  équations  symétriques. 

M.  Lauvernay,  dans  son  Traité  d'algèbre^  a  bien  indique, 
d'une  manière  générale,  la  solution  d'un  système  de  deux 
équations  symétriques  dont  l'une  donne  S|,  et  l'autre  S^; 
il  a  prouvé  qu'on  pouvait  traiter  élémentairement  la  ques- 
tion, dans  le  cas  oîi  m  ne  dépasse  pas  5.  Nous  nous  propo* 
sons  en  outre  de  montrer  comment  on  peut  arriver  à  résoudre 
des  systèmes  de  trois  équations  symétriques  au  moyen  de 
cette  méthode. 

I.  —  Résoudre  le  système 

.x  +  y  =  a 

(  X»  +  mx«y  +mxy  «  -f  y«  =  b 

(Vacquant,  Leçons  d'Algèbre,  p.  330). 
Le  système  peut  s'écrire 

ix  +  y  =  a 

(  a;'  +  y'  +  fnxy  (x  +y)  =  6 
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Il  est  évident  que  x  et  y  peuvent  être  considérés  comme 
racines  de  l'équation 

X«  +  pX  +  g  =  o,  (1) 

à  la  condiiion  de  déterminer  p  et^  de  telle  sorte   que  ces 
racines  satisfassent  aux  relations 

S»  =  «  (2) 

S,  +  mqS,  =  b  (3) 

On  aura  donc,  pour  déterminer  p  et  q,  \es  relations 

—  p=a  (4) 

—  p'  +  3pq  —  mpq  =  b  (5) 
L'équation  (4)  donne 

p  =  -a  (6) 

et  en  portant  cette  valeur  dans  l'équation  (5)  on  a 

a'  —  3aq  +  ^<^  =  b  ; 

dou  q  =  —^ -..     .  (/) 

Un  a  donc  pour  déterminer  x  ei  y  l'équation 

a»  — 6 

X«  —  aX  + =  o . 

a{3  —  m) 

II.  —  Résoudre  le  système 

X  +  y  =  mz 

x*-|-y*  =  nz* 

x'+y'  =•  a'  —  z^ 
(Bacalauréat  es  sciences.  Montpellier  1880») 
En  considérant  a;  et  i^  comme  racines  de  l'équation 

x«  +  /)X4-(/=o,  (1) 

ou  a,  pour  déterminer  p,  q  et  z,  les  trois  relations 

—  p  =mz 
p»  —  2ç  =  na* 
— p'  +  3pqf  =  a*  —  3'. 
Les  deux  premières  donnent 

p  =  —  »u,  ('i) 

w'z'  —  2ç  =  ns*, 

,,  ,  (w*  —  n)  J3» 

d  ou  g  = ,  (ô) 

^  2 

cl.  en  portant  ces  valeurs  dans  la  troisième,  on  a 

3m(m*  —  n)      ,         ,         . 
wV  —  — ^^ —  3»  =  a'  —  5', 

3 
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d'oïl  (2  -f-  ^^^  —  m'^)z^  =  2tt^.  ii) 

%  étanl  fourni  par  cette  équation,  on  aura  x  cl  y  par  Té- 

qualiou  \*  —  »uX  + =  o. 

III.  —  Trouver  les  trots  côtés  d'un  triangle  rectangle  connamanl 
son  périmètre  2p,  et  sachant  que  la  somme  des  surfaces  engen- 
drées par  les  deua:  côtés  de  Uangle  droit  en  tournant  autour  de 
Fhypoténusc  est  équivalente  à  Vaire  d'un  cercle  de  rayon  a. 

(Bos,  Éléments  d' Algèbre ,  p.  342.) 
Les  équations  du  problème  sont 

x-^  y  +  3  =2p 

En  considérant  x  ei  y  comme  racines  de  Téqualion  : 

X«  +  PX  4-Q  =  o,  (\) 

nous  aurons  pour  déterminer  P^  Q  et  s  les  relations 

—  PQ  =  a'z  (t) 

—  P  +  3  =  2p  (3) 
P«  —  2Q  =  3»                             (♦) 

L'équation  (3)  donne 

P  =  3  —  2p.  {0} 

Cette  valeur  portée  dans  Téquation  (4)  donne 

(Z  —   2p)*   —   2Q  =  Z\ 

d'Où  Q=  (^-^P)'-^'    =2p(j^-z).    (6) 

Enfin  en  portant  ces  valeurs  de  P  et  Q  dans  Téquation  {i) 
on  a,  pour  déterminer  z, 

2p.{2p  —  il)  (p  —  jl)  =  a'3, 

d'où  2p3«  —  {6p^  +  a*)  J3  +  4P»  =  o;  (7) 

z  étant  ainsi  déterminé  parTéquation  (7),  on  aura,  pour  dé- 
terminer X  et  y,  l'équation 

X*  4-  (5  —  2p)X  -f-    2p(p  z)  =0. 

IV.  —  Résoudre  le  système 

X  +y  +  z  =  7 
X*  4"  y*  +  z*  =  2 1 

xy  4-  xz  -f  yz  =  —  2 

(Lauvernay,  Algèbre^  p.  417.) 
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En  considérant  y  oi  z  comme  los  racines  de  Téquation 

U*  +  pU  +  g  =  o, 
les  coefficients  p  et  9  devront  satisfaire  aux  équations 

x—p=  7, 

îT*  +  P*  —  2q  =  21, 
•     ■  px  -{-  q  =z  2. 

Eu  climicantp  eiq  entre  ces  trois  équations,  nous  déter- 
minerons x;  or  nous  éliminons  immédiatement  q  en  dou- 
blant la  troisième  équation  et  rajoutant  à  la  seconde;  nous 
avons  ainsi  (x  -)- j>)*  =  25, 

(Voii  px  +  p  ==  =t  5; 

d'autre  part  x  —  p  =  7- 

Donc  nous  avons  les  deux  systèmes  de  valeurs 

X  =  6y    p  =  —  1; 
X  =  i,    p  =  —  6. 

Nous  en  tirons  toujours 

9  =  8. 

Donc  y  et  z  seront  les  racines  do  Tune  ou  l'autre  des 
équations  U*  —  U  -}-  8  =  o, 

U«  —  6U  4-  8  =  o. 
La  première  donne  des  valeurs  imaginaires  pour  y  et  3; 
la  seconde  donne  les  valeurs  4  et  2,  qui  seules  sont  accep- 
tables. 
V.  —  Éliminer  x  entre 

sin  X  -|-  co*  X  =  ni,  (f) 

sin^  X  -(-  oos^  X  =  n,  (2) 

Nous  joindrons  à  ces  deux  relations  la  relation 

sin'  oî  +  cos*  £D.=  I,  (3) 

Cela  étant,  si  l'on  considère  sin  x  et  cos  x  comme  racines 
de  réquation  X*  +  pX  +  ç  =  o,  (4) 

on  aura,  entre  p,  q,  m,  n,  les  trois  relations 

—  p  =  m 

p»  —  2Ç  =  I 

—  p'  +  3pî  =  n 
Les  deux  premières  donnent 

p  =  — wi, 

q  =  —— 
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cl,  eu  purlaul  ces  valeurs  dans  la  troisième,  on  a 

3m(fn*  —  i) 
m' ^ =  n  ; 

2 

iroîi  I»'  —  3m  +  2n  =  o. 

(Test  la  relation  demandée. 

Ces  exemples  suffiront  à  bien  faire  comprendre  la  méthode. 
Elle  consiste  dans  la  substitution  des  inconnues  p  et  9  aux 
inconnues  x  et  y.  Son  principal  avantage  réside  dans 
rabaissement  immédiat  du  degré  par  rapport  à  g,  ce  qui 
simplifie  notablement  les  équations  et  permet  d'éviter  les 
artifices  de  calcul  exigés  par  la  méthode  ordinaire. 


QUESTION  2 

ft^olatloM  par  M.  L.  Germain,  élève  au  Collège  ecclésiastique  de  Belie\, 


Démontrer  que  le  polynôme 

A  =  nx  "+<   —  (i  +  np)  ^°  +  (P  —  0  xn-^ 
+  (p  —    i)  xn-2+...+(p_,)  x  + p 
est  exactement  divisible  par  x*  —  (P  "}-  0  ^  "h  P« 

(G.  de  Longchamps.j 

Je  remarque  d'abord  que  le  polynôme  donné  peut  se 
mettre  sous  forme  finie.  En  effet,  on  peut  écrire 

A=  {nx^-^^  — (i  +  np) £0» 4"  (p —  0^  (a;"-«  +aî'»-3 

+  ...  4-  0  +  p.  (i) 

Or  (x'»-2  +  ^""*  +  •  •  •  +  ')  ii'étant  autre  chose  que  le 
quotient  de  ac«^'  —  i  par  x —  i,  Tégalité  ci-dessus  devient 

A  =  nx''+'  —  (i  +  np)  X»  +  (p  —  i)  x—- — ; — \-p.{i) 

Je  remarque,  en  second  lieu,  que  le  diviseur  donné 
x»  —  (p  +  1  )  35  +  P  ®st  le  produit  de  (x  —  p)  par  (x  —  i), 
p  et  I  étant  les  racines  du  trinôme  x*  —  (p  +  i)  x  +  P 
égalé  à  zéro. 

Ceci  posé,  le  polynôme  A,   mis    sous  la    forme  (2),   est 
divisible  par  x  —  p,  puisqu'il  s'annule  pour  a;  =  p.  Rempla 
oant  en  effet  x  par  p,  on  a 
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A  =  „pn+.  _  (,  +  np)p'^+    (p-.)p(p'>--»  -.)   ^  ^ 

OU  A  =  np"+<  —  np^-^^    —  p^  -\-  p^  —  p  +  p  =  o. 
Le  polynôme  A,  mis  soas  la  forme  (1),  est  divisible  par 
œ  —  I ,  puisqu'il  s'annule  pour  a?  =  i . 
Remplaçant  en  effet  x  par  i.  on  a 

A  =  n  —  I  —  np  'l-  (p  —  i)  (tï  —  i)  -)-  p  =  G. 
Le  polynôme  A,  étant  divisible  parac —  p  et  a; —  i,  est 
divisible  par  leur    produit    (a; —  p)     (x  —  i),  c'est-à-dire 

par  le  trinôme  x*  —  (P  +  0  •'^  4"  P  • 

c.  q.  f.  d. 

Nota.  —  \jï  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Bourget,  à  Aix;  Masse- 
rond,  &  Pass>  ;  BlesseL  à  Paris  ;  Godefroy,  à  Lyon  ;  Euverte,  au  lycée  Louis- 
le-Grand.  à  Paris  ;  Berthelot,  à  Ghàteauroux. 


QUESTION  II 

.^lation  |)ar  M.  Sarrazin,  k  l'Institution  Sainte-Marie,  à  Besancon 


Démontrer  que  si  réquation 

X*  4"  P^  "}"  q  =  o 
a  ses  racims  réellesy  Véq^iation 

X*  +  px  +  q  +  (x  +  a)(2x  +  p)  =  o 

a  aussi  ses  racines  réelles, quel  que  soit  a. 

L'équation  .x*  -j-  pa?  +  ç  =  o 

p   -f-  l/p*    AQ 

donne  x  =. ^  —  ^  ^ -^^i— 

2 

Puisque  les  racines  de  cette  équation  sont  réelles,  on  a 

P*  >  49»  (^) 

L'équation 

.T^  -f  paî  -I-  7  +  {x  +  a)(2X  +  p) 
donne       ^  ^  -  (P  +  a)  ± /p^^-«P  +  a' -  3g,^ 

équation  qui  donnera  pour  x  des  valeurs  réelles  si 

p*  —  ap  -{-a^  —  3g  >  a.  {n) 

De  l'inégalité  (m)  on  tire  pour  valeur  maximum  de   q  : 
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(7=-^-—,  valeur  essentiellement  positive  ;  si  donc,  en  rem- 

4 

p* 
plaçant  q  par  -^--  dans    l'inégalité  (n),   celte  inégalité  est 

4 
satisfaite,    il  sera   a  foi^tiori  vrai  de  dire,  quelle   que  soil 

d'ailleurs  la  valeur  de  g,  que 

pi  —  ap  -{-a^  —  Zq  >  o, 

c'est-à-dire  que  Téquation  proposée  a  ses  valeurs  réelles 

Kn  remplaçant  q  par  -i--  dans  l'inégalité  (n)  elle  devient 

4 
p*  —  4ap  -|-  4a*  >  o 

ou  (p  —  2a)*  >  o, 

inégalité    qui  est  toujours   satisfaite,  puisqu'un   carré   est 

toujours  positif. 

Par  suite  l'inégalité 

p»  —  ap  -|_  a«  —  3ç  >  o 

est  toujours  satisfaite;  donc  l'équation  proposée  a  ses  racines 
réelles,  quelle  que  soit  la  valeur  de  a. 

Nota.  —  Ln  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Millischer  (Institution 
Saintt^Marie),  à  Besançon;  Puig,  à  Montpellier;  Savey,  à  Belley;  Godefroy.  à 
Lyon  ;  Bourget  à  Aix;  Fiévet  à  Lille;  Euverte.  au  lycée  Louis-le-^mnd.  à 
Paris;  Vazon,  au  collège  Rollin, 


QUESTION  9 

SolatloB  par  M.  Puig,  élève  au  Lycée  de  Montpellier. 


Construire  géométriquement  un  triangle  dont  on  connaît  la 
base,  la  hauteur,  et  sachant  que  Vun  des  angles  à  la  base  est 
double  de  Vautre, 

Supposons]  le  problème  résolu,  et  soit  ABC  le  triangle 
dont  on  connaît  la  base  6G,  la  hauteur  AH,  et  dont  l'angle 
ACB  est  double  de  l'angle  ABC. 

Le  sommet  A  du  triangle  est  situé  sur  une  parallèle  MN 
à  BG;  menée  à  une  distance  AH;  l'angle  NAG  est  égal  au 
double  de  l'angle  MAB;  donc  le  problème  est  ramené  au 
problème  connu  suivant  : 


—  un  - 

Étant  donnés  une  drotïcMN  et  deux  points  B  G  du  même  côté, 
trouver  sur  cette  droite  un  point  A  tel  que  Vangle  NAC  soit  te 
double  de  Vangle  MAB. 

Pour  cela,  on  prend  le  point  B'  symétrique  du  point  B 
par  rapport  à  MN;  et  de  ce   point  comme  centre,  avec  BK 


comme  rayon,  on  décrit  une  circonférence  à  laquelle  on 
mène  une  tangente  par  le  point  G  ;  le  point  A  où  elle  coupe 
MN  est  le  point  qui  répond  à  la  question. 

Donc  en  joignant  les  points  B  et  G  au  point  A  on  a  le 
triangle  ABC. 

Par  le  point  G  on  peut  mener  une  autre  tangente  qui 
coupe  MN  au  point  I;  le  point  I  répond  aussi  à  la  question 
proposée  dans  le  problème  auxiliaire,  mais  ne  répond  pas 
à  la  condition  exigée  par  le  triangle. 

Il  n'y  a  donc  qu'une  solution. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Deville,  à  Lorient. 


QUESTION  16 

Molatlon  par  M.  H.  Bourget,  à  Aix. 


On  considère  un  cercle  D  ;  soient  AB  un  diamètre^  AG  la  tan- 
gente au  point  A;  par  le  centre  0  de  D,  on  mène  une  infinité 
de  cercles  A  tangents  à  AC;  soit  M  un  des  points  communs  à 
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D  et  ^;  la  tangente  en  M  au  cercle  D  rencontre  A  ^nizn  point  I 

dont  on  demande  le  lieu  géométrique.  (G.  L.) 

Tirons   01;   cette  ligne  passe   évidemment  au   point  0', 

puisque  le  triangle  OIM 
est  rectangle;  des  points 
O'etI  abaissons  sur  AC 
des  perpendiculaires;  soi  l 
C  le  pied  de  la  perpen- 
diculaire abaissée  du 
point  0'.  Menons  OC  et 
prolongeons  cette  ligne 
jusqu'en  F  à  la  rencontre 
de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  I. 

Il  est  aisé  de  voir  que 
les  triangles  OO'C,  OIE 
sont  semblables  :  or 

00  =  00'; 
donc    01  =  El  =  200'. 
Par  suite  le  lieu  géo- 
métrique du  point  I  est 
une  parabole  ayant  pour 

directrice  une  parallèle  à  AG  men6e  par  E  et  pour  foyer  le 

point  0. 
On  voit  que  le  sommet  est  en  A  et  que  le  demi-paramclrc 

FO  =  2AO. 

Remarques.  —  i"Le  lieu  du  centre  0  est  une  parabole  con- 
focale  à  la  première. 

2^  Si,  au  lieu  de  M,  on  avait  pris  M',  le  second  point  d'inler 
section,  le  lieu  eût  été  la  môme  parabole. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Finat,  à  Moulins;  Gei^ 
main,  à  Beiley;  R.  et  P.  Oodefroy,  À  Lyon;  Puig,  à  Montpellier;  Pigeaud.  à 
Châteaumux  ;  Quintaitl,  à  Arbois. 
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DIPLOME  D'ETUDES  DES  REALSCHULEN 


1.  La  soininc  dos  tenues  d'une  proportion  continue  est  39;  la  sonuiie 
«le  leurs  carrés  est  741.  Quelle  est  la  proportion  ? 

^.  De  quel  |)oint  de  l'hypoténuse  d'un  triangle  rectangle  faut-il  abaisser  des 
]icrj)cndlculaires  sur  les  deux  autres  côtés  pour  que  le  rectangle  ainsi  formé 
donne,  en  tournant  autour  d'un  des  côtés  du  triangle,  le  cylindre  du  plus 
grand  volume  i>ossible? 

3.  Dans  une  ellipse  a^  =  36^;  deux  diamètres  conjugués  se  rencontrent 
sous  un  angle  de  120".  Quels  angles  forment-ils  avec  le  grand  axe? 

4.  Quelle  est  l'inclinaison  d'un  plan,  si  une  sphère  met  quatre  fois  plus  de 
temps  à  le  parcourir  qu'elle  n'en  mettrait  à  tomber  de  sa  hauteur  h1 

(Berlin,  1876.) 

—  1.  Partager  le  nombre  23  en  trois  parties,  de  telle  façon  que  3  fois  la 
première,  8  fois  la  deuxième  et  11  fois  la  troisième  fassent  une  somme  égale 
à  200. 

2.  Circonscrire  à  un  cône  droit  ayant  le  rayon  r,  et  la  hauteur  hy  un  autre 
rône,  de  telle  façon  que  le  sommet  du  premier  soit  le  centre  de  la  base  du 
deuxième,  U  base  du  premier  une  section  circulaire  du  deuxième,  et  le  volume 
du  second  un  minimum.  Quel  est  ce  volume? 

3.  Une  pyramide  régulière  à  base  hexagonale  a  un  volume  v  =  2400  ;  l'arête 
latérale  s  =  22;  calculer  la  hauteur  et  l'arête  de  base. 

4.  Résoudre  le  s)  stème 

j?  4-  j/  =  9U 
x^  +  y^=  82W 
X-'  -h  1/3=  378U 

5.  Trouver  le  centre  de  gravité  d'un  segment  de  cercle,  également  pesant 
(^n  tous  ses  {toints,  dont  le    rayon   et  l'angle    au  centre  sont  res|)eclivement 

r  =  12,       *  =  6o*. 

6.  Résoudre  les  équations 

X  +  y  =  ^;  tt4-t;  =  io;a;^-hw'=  i3o;  y^v^  =  34. 

7.  La  surface   d'un  triangle  isoscèle    est  42  ;    le  rayon  du  cercle    inscrit 

est  — ^;  calculer  la  valeur  de  chaque  côté. 

8.  On  donne  un  triangle  isoscèle.  Une  parabole  est  située  dans  son  plan  de 
telle  façon  que  son  axe  est  sur  la  médiane  relative  à  la  base,  qu'elle  paâse 
\mr  les  extrémités  de  la  base,  et  qu'elle  partage  le  triangle  en  deux  parties 
égales.  Où  se  trouve  le  sommet,  et  quel  est  le  paramètre  de  cette  courbe? 
Quelle  est  l'équation  d'une  tangente  à  la  courbe  passant  par  un  sommet  du 
triangle  ? 

9.  Une  pyramide  régulière  à  base  carrée  est  circonscrite  à  une  sphère  de 
rayon  r  ;  la  hauteur  de  la  pyramide  est  égale  à  la  circonférence  d'un  grand  cercle 
delà  sphère.  Trouver  le  volume  et  la  surface  de  la  pyramide,  ainsi  que  l'angle 
dièdre  de  deux  faces  latérales. 

10.  On  superpose  les  plans  de  deux  ellipsas  égales,  de  façon  que  le  centre  do 
chacune  d'elles  tombe  sur  l'un  des  foyers  de  l'autre.  Déterminer  l'angle  sous 
lequel  elles  se  coupent.  Appliquer  la  formule  à  deux  cercles. 
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11  De  combien  de  minutes  le  dernier  rayon  du  soleil  couchant  sous  U 
latitude  géographique  y  disparall-il  plus  Urd  au  sommet  d'une  monlagi»e 
dont  l'altitude  est  h,  qu'il  ne  le  fait  au  pied  de  cette  montagne  sur  le  rivage  et 
au  niveau  de  la  mer?  On  supposera  quj  le  jour  de  l'expérience  la  décUnai-^n 
(lu  soleil  est  d  et  son  rayon  apparent  p.  Appliquer  la  formule  trouvée  au  cas  ou 
A=37iom.,  ?=28-7',  «  =23-27',P  =  V  54*. 

li.  Quel  doit  être,  dans  un  ellipsoïde  de  évolution,  le  rapport  de  laie  au 
diamètre  équalorial,  pour  que  le  cyliadre  inscrit  dont  la  section  nièridiennt- 
est  un  carré,  soit  la  plus  grande  partie  possible  du  volume  de  l'ellipsoïde. 

13.  La  spirale  d'Archimède  est  engendrée  par  un  point  qui  pendsiot  que 
le  rayon  r  tourne  d'une  vitesse  angulaire  uniforme,  s'avance  uniformément 
sur  ce  rayon,  en  i^rlanl  du  centre,  de  sorte  que  le  premier  tour  achevé,  il 
arrive  à  l'extrémité  de  r,  et  continue  ensuite  à  s'avancer  uniformément  sur 
le  prolongement  de  ce  rayon. 

!•  Quelle  est  l'étendue  de  la  sm-face  comprise  entre  la  première  spire  et  la 
|K)sition  primitive  du  rayon  r? 
i«  Quelle  Oit  l'étendue  de  la  surface  qui  s'ajoute  au  second  tour? 
3»  Quelle  est  la  longueur  de  la  (fc  -f  i)«  spire? 

14.  On  corps  parcourt  un  plan  incliné  d'une  lougueui*  a  =  o",8  et  d'une 
inclinaison  «=  lo',  puis  il  parcourt  encore  une  distance  s  =  i",32,  î»ui- 
un  plan  horizontal  de  même  matière  et  de  même  nature,  jusqu'à  ce  que  le 
frottement  arrête  son  mouvement.  Déterminer  le  coefficient  de  froltemenl. 

(Berlin,  4880., 
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Énoncer    et    démontrer   la  règle  à  suivre  pour  extraire  la  racine  m*  d'un 

polynôme. 
Application.  —  Extraction  de  la  racine  cubique  de 

Sa^  —  48o*6+  i2oa^6^—  iSoa^b^  +  i2oa^6*  —  ^Sab"  -f  86«. 

—  Calculer  les  côtés  d'un  triangle  rectangle,  connaissant  le  périmètre  2p  et 

la  surface  m^ 

—  Les  quotients  d  un  nombre  N  par  o,  6,  c,  sont  premiers  entre  eux:  dé* 
montrer  que  N  est  le  plus  petit  commun  multip'e  de  a,  6.  c. 

—  Déterminer  l'angle  G  d'un  triangle  sphérique  à  l'aide  des  formules. 

^      sin  (C  -h  ?) 
cotga  sin  b  = ^^ cotg  A  ; 

cos  b 

tg?= 


cotg  A 
si  a=  50-48' 20',  b=  ii6-44'48'j   A  =  59«5i'22\ 

—  Dans  le  plan  d'une  hyperbole  donnée  se  meut  une  droite  qui  i-esle  aune 
distante  constante  du  centre.  —  Des  points  d'intersection  de  la  droite  et  delà 
courbe  on  mène  à  cette  courbe  des  tangentes  qui  se  coupent  en  M.  Lieu  des 
points  M. 

—  Résoudre  sin  a?  4-  sin  20?  4-  2  sin  Sx  -f  sin  42)  4-  sin  5a?  =  o. 
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1882. 

Deux  trains  voQt  en  sens  inverse  l'an  de  l'autre,  le  premier  avec  une  vi- 
tesse de  i8  kilom.  à  l'heure,  l'autre  avec  une  vitesse  de  24  kilom.  Un  volti- 
geur placé  dans  le  premier  observe  qu'il  a  fallu  1 3"  au  second  pour  passer. 
Quelle  était  la  longueur  du  train. 

—  Deux  courriers  partent  d'un  même  point:  lepremierquiaa  jours  d'avance 
iiiurche  avec  une  vitesse  V,  l'autre  marche  avec  une  vitesse  V  le  premier  jour, 
V  —  r  le  second  jour,  V  —  2r  le  troisième  jour  ...  Après  combien  de  temps 
vont-ils  se  rencontrer?  Discussion. 

—  Trouver  les  arcs  satisfaisant  à 

tg  X  COtg  2.x  =  tg  9X  cotg  X. 

—  Mesure  de  la  surface  d'un  triangle,  d'un  polygone  sphérique. 

—  On  donne  un  cercle  dans  lequel  on  mène  deux  cordes  parallèles  AB,  CD  : 
l'une  AB  égale  au  côté  du  triangle  équilatéral  inscrit,  l'autre  CD  égale  au  coté 
de  l'hexagone.  Exprimer  la  surface  de  cercle  comprise  entre  ces  droites  AB,  CD. 


QUESTIONS    PROPOSÉES 


33.  —  Trouver  les  côtés  d'un  triangle,  sachant  qu'ils 
sont  exprimés  par  des  nombres  entiers  en  progression  arith- 
métique ;  que  si  Ton  augmente  chaque  côté  de  5o  mètres, 
le  rayon  du  cercle  inscrit  augmente  de  17  mètres,  et  que  si 
chaque  côté  croit  de  60  mètres,  le  rayon  du  cercle  inscrit 
augmente  de  20  mètres.  (The  Educat,  Times.) 

34.  —  Par  un  point  P,  pris  sur  le  prolongement  de  la 
base  BC  d'un  triangle  ABC,  mener  une  sécante  rencontrant 
AG  en  Q  et  AB  en  R,  de  telle  façon  que  le  produit  AR  X  CQ 
soit  minimum.  (The  Educat,  Times,) 

35*  —  Soit  K  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  d'un 
triangle,  P  un  point  du  cercle  circonscrit  ;  la  ligne  PK  ren- 
contre en  Q  la  droite  de  Simson  relative  au  point  P;  démon- 
Irer  que  si  le  point  P  se  déplace  sur  la  circonférence,  le 
lieu  du  point  Q  est  le  cercle  des  neufs  points  du  triangle. 

(The  Educat.  Times,) 

36.  —  On  considère  deux  droites  rectangulaires  AB,  AC^ 
et  au  point  A  on  mène  un  cercle  A  tangent  à  la  droite  AB. 
Soit  D  le  second  point  de  rencontre  de  A  avec  AC;  si,  par 
un  point  ûxe  P  de  AB,  on  mène  une  tangente  à  A,  cette 
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droile  rcucoutre  la  parallèle  à  AB,  menée  par  le  point  l), 
en  un  point  I  dont  on  demande  le  lieu  géométrique  quand 
on  fait  varier  le  cercle  A.  (G.  L.) 

37.  —  On  considère  une  droite  AB,  et  par  deux  points 
fixes  A  et  B  pris  sur  cette  droite,  on  mène  des  cercles  tan- 
gents à  cette  droite  et  tangents  entre  eux.  A  ces  cercles,  on 
mène  une  tangente  commune  extérieure;  trouver  le  lieu 
géométrique  décrit  par  le  milieu  de  cette  tangente  commune. 

(G.  L.) 

38.  —  On  considère  un  cercle  de  centre  0,  et  deux  dia- 
mètres rectangulaires  AB,  CD;  soit  A  la  tangente  au  point  A 
et  M  un  point  quelconque  de  A,  supposé  mobile  sur  cette 
droile;  de  ce  point  M  on  peut  mener  au  cercle  proposé  une 
seconde  tangente  MQ.  Ayant  projeté  le  point  M  en  P  sur  le 
diamètre  CD,  on  joint  P  au  point  de  contact  Q,  et  d'un  point 
fixe  S,  pris  dans  Tespace,  on  abaisse  une  perpendiculaire 
sur  PQ.  Démontrer  que  le  lieu  des  pieds  de  ces  perpendicu- 
laires est  un  cercle.  {G.  L.) 


AVIS 


Nous  rappeloa-s  à  nos  lecleurd  que  la  solution  de  chaque  question  doit  rtrc 
mise  sur  une  feuille  à  part  portant  le  numéro  de  la  question,  le  nom  de  l'auteur 
de  la  solution,  rétablissement  auquel  il  ap])artient  et  l'énoncé  complet  de  U 
question.  Les  ligures,  s'il  y  a  lieu,  doivent  être  faites  à  part,  avec  beaucoup  de 
soin  ;  enfin,  nous  prions  nos  correspondants  de  soigner  la  rédaction  et  l'écritun* 
de  leurs  solutions. 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E,  VAZEILLE. 


PARIS    —   IMPRIMERIE  CHAIX,20,   RUX  BIROKRI,  PRBS  DU  BOULBVARD  MORTMaRTRK.  —  9ii9-i, 
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LE  CINQUIÈME  LIVRE 

Par  M.  Ijaaveraajr,  professeur  au  Collège  Rollin. 

(Suite,  Toir  p.  97.) 


DES  PROJECTIONS  —  PLUS  COURTE  DISTA?iGE   DE    DEUX  DROITES 

Définition.  — On  appelle  projection  d'un  point  A  sur  un 
plan  le  pied  a  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur 
le  plan,  et  distance  du  point  A  au  plan  la   longueur  Aa  de 


Fig.  48. 

cette  perpendiculaire.  Cette  distance  est  plus  petite  que  toute 
longueur  comptée  à  partir  de  A  sur  une  droite  quelconque 
limitée  au  plan. 

On  appelle />rq;«c//on  d'une  ligne  quelconque  ABC...  sur 
un  plan  le  lieu  des  or  éjec- 
tions a,  b,  c...  des  points  de 
cette  ligne  (fig.  48). 

Théorème  I.  —  La  pro- 
jection d'une  droite  sur  un 
plan  est  une  droite. 

Soient  a,  6  (fig.  49)  les 
projections  de  deux  points 
A,  B  de  la  droite  ;  menons 
la  droite  ab;  si  par  C  on 
mène  la  parallèle  Ce  à  B6, 


Fig.  49 


cette  droite  est  située  dans .  le  plan  dé3  deux  parallèles 
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Aa,  B6  et  est  perpendiculaire  au  plan  P  comme  parallèle  à  Bî. 

Donc  c  est  la  projection  de  C. 
Théorème  II.  —  Les  projections  des  deux  droites  paral- 

lèks  sur  un  méiH 
plan  sontparalUU^ 
(fig.  20). 

En  effet,  les  an- 
gles Biia,  DCc 
ayant  leurs  côtés 
parallèles,  sayoir 
AB  et  CD  par  hy- 
pothèse, et  Aa,B^ 
comme  perpen- 
diculaires   au 

Fig.to.  r*""^    ?**"'    «»' 

leurs    plans    pa- 
rallèles ;  donc  leurs  intersections  ab,  cd  avec  un  même  plan 
sont  parallèles. 
La  réciproque  n'a  pas  liée. 
Théorème  III.  —  Si  les  projections  de  deux  droites  sur 


l'ig,  tl. 


deux  plans  qui  se  coupent  sont   rupectiiiemefU  pièraHéleê,  cês 
dùugo  droites  sont  paralMes  (flg.  ii). 
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Soient  ab  cdy  projections  des  deux  droites  AB,  CD  sur  le 
plaa  P,  parallèles  entre  elles,  de  même  a'6',  c'd' parallèles  ; 
les  deux  angles  feV A,  d'c'C,  ayant  leurs  côtés  parallèles, 
ont  leurs  plans  parallèles  ;donc  les  droites  d'intersection  CD, 
EF  de  ces  plans  avec  un  troisième  CDdc  sont  parallèles  ;  on 
démontrerait  de  même  que  AB  et  EF  sont  parallèles  :  donc 
les  deux  droites  AB^  GB  parallèles  à  une  troisième  EF  sont 
parallèles  entre  elles. 

Théorème  IV  —  Si  une  droite  AB  est  perpendiculaire  à 
un  plan  P,  sa  projeclian  ab  sur  un  plan  quelconque  Q  est  per- 
pendicuiaire  à  V intersection  CD  des  deux  plans  (fig  23). 

En  efFei  CD  étant  dans  le  plan  P  est  perpendiculaire  à 
AB;  étant  dans 
le  plan  Q,  elle 
est  aussi  per- 
pendiculaire à 
Bb,  projetante 
du  point  B  ; 
donc  CD  est 
perpendicu- 
laire au  plan 
ASMe  ces  deux 
droites,  et  par 
suite  à  ladroite 
ab  de  ce  plan. 

La    récipro- 


Fig.  ««. 


que  n'a  pas  lieu,  car  toute  droite  telle  que  AE  menée  dans 
le  plan  AB&a  a  même  projection  ab  que  AB  et  ne  saurait 
être  perpendiculaire  au  plan  P. 

Théorème  V.  —  Si  les  projections  d*une  droite  sur  deux 
plans  qui  se  coupent  sont  respectivement  perpendiculaires  aux 
intersections  de  ceux'ci  avec  un  troisième  plan,  cette  droite  est 
perpendiculaire  à  ce  troisième  plan. 

Soit  ab,  projection  de  AB,  perpendiculaire  à  CD,  inter^ 
section  du  plan  P  avec  le  plan  CDD'  (fig,  23)f  de  même 
ab'  perpendiculaire  à  CD' ;  CD  étant  perpendiculaire  sur  ab 
par  hypothèse  et  sur  ka  par   construction^   est   perpendi- 
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culaire  au  plan   kab  de  ces  deux  droites,  par  conséquent 
sur  AB  qui  est  dans  ce  plan;  ainsi  AB  est  perpendiculaire 

sur  CD  ;  on  démontrerait  de 
même  que  AB  est  perpendi- 
culaire à  CD';  donc  AB,  per- 
pendiculaire à  deux  droites 
CD,  CD' d'un  plan,  est  perpen- 
diculaire à  ce  plan. 

Théorème  VI.  —  Sim^ 

droite  est  oblique  à  un  plan  P, 
Vangle  aigu  qu'elle  forme  avtc 
sa  projectix)n  sur  le  plan  e»/ 
le  plus  petit  des  angles  queilt 
fait  avec  toute  autre  droile pas- 
sant par  son  pied  dans  k  p/tf« 
(fig.  24). 


Fig.  «5, 


En  effet,  soit  Ba  la  projection  de  BA;  prenons  sur  ladroiie 
quelconque  BC,  située  dans  le  plan  P,  la  longueur  BG  =Bti 

et  menons  AC  ;  les  Jeux 
triangles  ABa,  ABConi 
deux  côtés  égaux  et  les 
troisièmes  côtés  iné- 
gaux ;  or  la  perpendi- 
culaire Aa  est  moind.'e 
que  l'oblique  AC,  don' 
l'angle  ABa  est  moin- 
dre que  l'angle  ABC. 

Fig-  ^'  Définition.  -  Cet 

angle  minimum  que  fait  une  droite  avec  sa  projection  sur  on 
plan  est  appelé  Vangle  de  la  droite  et  du  plan. 

Théorème  VII.  —  /m  droite  d'un  plan  qui  fait  lepl^' 
grand  angle  possible  avec  un  second  plan  est  perpendiculaif^^ 
Vintersection  des  deux  plans. 

Soit  BC  l'intersection  de  deux  plans  P  et  Q  (fig-  '^"' 
menons  dans  le  second  plan  AB  perpendiculaire  à  l'iût^r* 
section  et  une  droite  quelconque  AC,  puis  la  perpendiculaire 
Aa  au  plan  P  ;  aB  est  perpendiculaire  sur  BC,   d'après  l« 
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iroUaire  du  théorème  des  trois  perpendiculaires;  donc  elle 
e^st  moindre  que  l'oblique  aC.  Faisons  tourner  le  triangle 


Fig.  95. 

rectangle  ÂaC  autour  de  Aa  pour  l'amener  dans  le  plan  du 
triangle  rectangle  AaB  ;  aC  prendra  la  direclion  de  aB  et 
G  viendra  en  un  point  G'  situé  au  delà  de  B  par  rapport  au 
point  ff,  puisque  aG  >  aB  ;  or  l'angle  aBA  extérieur  au 
triangle  ABG'  est  égal  à  la  somme  des  deux  angles  BG'A, 
BAG';  donc  l'angle  a  BAest  supérieur  à  l'angle  G'  ou  à  son 
égal  aGA. 

Définition.  —  La  droite  AB  perpendiculaire  à  BG,  est 
appelée  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  Q  par  rapport  au 
plan  P. 

Théorème  Vni.  —  Étant  données  deux  droites  AB^  GD  non 
situées  dans  le  même 
plan,  ilexisteune  droite 
et  une  seule  rencon'^ 
irant  chacune  d'elles 
à  angle  droit  et  qui  e6t 
la  plus  courte  distance 
de  ces  deux  droites  (fig. 
26). 

Par  l'une  des  droi- 
tes GD,  menons  le  plan 
parallèle  à  AB  ;  soit  P 


Fig.  te. 


ce  plan;  d'un  point  quelconque  A  de  la  première  abais- 
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sons  la  perpendicalaire  ka  sur  ce  plan  et  par  a  menons  Is 
'parallële  ab  k  AB.  Cette  droite  est  située  dans  le  plan  P 
et  rencontre  CD   en    un  point   6,    par  lequel  on  mène  1. 
parallèle  6B  à  «A.  Cctle  droite  6B,  qui   rencontre  les  deux 
premières,  est  en  outre  perpendiculaire   à  chacune  d'elle?. 
comme  parallèle  à  ak  perpendiculaire  au  plan  P,  par  suiî' 
à  CD  et  ah   ou  à  sa  parallèle  AB.  Toute  autre  droite  AB 
rencontrant  les  deux  premières  ne  peut  être  perpendiculaiie 
au  plan  P,  et  par  suite  aux  droites  CD,  AB,  puisqu'elle  esl 
distincte  de  B6  ou  de  ka  ;  et  d'autre  part  Toblique  AD  esl 
supérieure  à  Aa  ou  à  son  égale  B6. 

Définition.  — Cette  droite  Bb  perpendiculaire  à  chacune 
des  droites  proposées,  les  rencontrant  et  qui  est  celle  de 
longueur  minima  parmi  toutes  celles  que  Ton  peut  mener 
entre  ces  deux  droites,  est  appelée  la  perpendicuhiire  commwv 
aux  deux  droites,  et  sa  longueur  représente  la  plus  conrte 
distance  des  deux  droites*. 

Corollaire.  —  Lorsqu'une  droite  kB  est  parallèle  àunphvi, 
la  plus  courte  distance  de  cette  droite  à  toutes  les  droites  dn 
plan  P  qui  ne  lui  sont  pas  parallèles  est  constante  et  repré- 
sentée par  la  distance  Aa  d*un  point  quelconque  de  cette  rfro»/' 
au  plan  P. 

ANGLES  DIÈDRES 

Définitions. —  On  appelle  angk  dièdre  la  figure  formée  par 
deux  plans  limités  à  leur  intersection  00)  ces  deux  pla"' 
sont  appelés  les  faces  du  dièdre  et  leur  intersection  00  aréU 
de  Tangle  dièdre. 

Pour  désigner  un  dièdre  isolé,  il  suffit  d'indiquer  aon 
arête;  mais  si  plusieurs  dièdres  ont  même  arête,  pour  dési- 
gner chaque  dièdre,  on  emploie  au  moins  quatre  lettres 
savoir  :  une  lettre  pour  chaque  face  et  deux  pour  Tarêie. 
en  ayant  soin  dénoncer  ces  dernières  entre  les  deux  autres. 

On  nomme  dièdres  adjacents  deux  angles  dièdres  tels  qt'^ 
AOCD,  BOCD  qui  ont  même  arête  OC,  une  faee  commune 
COD  et  les  deux  autres  faces  situées  de  {lart  et  d'autre  àe 
a  fàoe  commune. 


Dtnic  dièdres  toni  dite  qppofé^  par  furlld  lorsque  les  fac  39 
de  l'un  ioni  lee  prolongements  des  faoes  de  l'Éutre, 

Théorème  I.  —  Par  F  arête  éPun  dièdre,  on  peut  mener  un 
plan  et  un  seul  formant  deux  angles  diMres  adjacents  égaux 

Boll  le  ièdre  AOQfi;  imaginons  un  plan  passent  par 
Vafête  OC  qui,  superposé  d'abord  à  la  face  AOCA',  tourne 
autour  de  OC  dans  le  sens  de  la  flèche  jusqu'à  ce  qu'il  se 
superpose  à  la  face  BOGB'  ;  ce  plan  engendre  ainsi  deux 
séries  de  dièdres,  tels  que  AOGD,  BOCD;  les  diëdres  de  la 
première  série  vont  constamment  en  croissant  de  zéro   au 


Fig.  «7. 


Fig.  28. 


dièdre  AOGBi  tandis  que  ceux  de  la  seconde  série  yont 
constamment  en  décroissant  du  dièdre  BOGA  à  zéro,  par 
conséquent  entre  les  mêmes  limites;  donc  pour  une  certaine 
position  de  ce  plan  et  une  seule  les  deux  dièdres  adjacents 
formés  avec  les  faces  du  premier  sont  égaux. 

Déflnitipii.  —  t^e  plan  qui,  mené  par  l'arête  d'un  dièdre, 
diyi3fi  celui-ci  en  deux  autres  égaux  entre  eux,  est  appelé 
plan  bissecteur  du  dièdre. 

Corollaire.  —  Par  une  droite  OG  d'un  plan  on  peut  mener 
un  plan  et  un  seul  fermant  deux  angles  dièdres  adjacents  AOCD, 
BOCa)  itaux  (fig.  18). 

PélUlitiomit  — >  Un  plan  OGD  est  dit  perpendiculaire  sur 
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un  autre  ABC  lorsque  les  deux  angles  adjacents  AOGD, 
BOGD  qu'il  forme  avec  celui-ci  sont  égaux;  si  ces  deux 
angles  adjacents  sont  inégaux,  les  deux  plans  sont  dits 
obliques  l'un  par  rapport  à  l'autre. 

On  nomme  dièdre  droit  tout  dièdre  AOGD  dont  une  face 
est  perpendiculaire  sur  l'autre.  Un  dièdre  est  dit  aigu  ou 
obtiLs  suivant  qu'il  est  inférieur  ou  supérieur  à  un  dièdre 
droit* 

Deux  dièdres  dont  la  somme  est  un  dièdre  droit  sont 
dits  complémentaires,  et  deux  dièdres  dont  la  somme  vaut 
deux  dièdres  droits  sont  dits  supplémentaires. 

Les  théorèmes  qui  suivent,  analogues  à  ceux  de  la  géo- 
métrie plane,  se  démontrent  de  la  même  manière  que 
ceux-ci. 

Tous  les  angles  dièdres  droits  sont  égaux. 

Tout  plan  qui  en  rencontre  un  autre  form£  avec  celui-^deux 
dièdres  adjacents  supplémentaires^  et  réciproquement,  si  deu,T 
dièdres  adjacents  sont  supplémentaires,  les  faces  non  communes 
sont  dans  le  prolongement  Vune  de  Vautrée. 

Deux  dièdres  opposés  par  Varéte  sont  égaux.  Les  plans  bis- 
secteurs de  deux  dièdres  supplémentaires  sont  perpendiculaires 
entre  eux. 

Théorème  II.  —  Deux  plans  parallèles  rencontrent  un 
dièdre  suivant  des  angles  reciilignes  égaux. 

En  effet,  ces  angles  rectilignes  sont  égaux  comme  ayant 
leurs  côtés  parallèles  et  de  même  sens,  d'après  ce  théorème 
que  les  intersections  de  deux  plans  parallèles  par  un  troi- 
sième sont  parallèles. 

Théorème  III.  —  Langle  déterminé  par  un  plan  perpen 
diculaire  à  Varéte  d'un  dièdre  est  le  plus  gi'and  parmi  tous 
angles  rectilignes   déter-minés  par  les  plans  sécants  rencontrant 
les  deux  faces  du  dièdre  du  même  côté  par  rapport  à  ce  phn 
perpendiculaire  à  l'arête. 

On  distingue  deux  cas,  suivant  que  le  plan  perpendiculaire 
à  l'arête  détermine  un  augle  ohtus  ou  aigu, 

1°  Soit  aOb  l'angle  obtus  déterminé  dans  le  dièdre  CD 
(fig.[_29)  par  un  plan  perpendiculaire  à  l'arête,  et  AOB  celui 
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délerminé  par  un  plan  quelconque  tel  que  les  deux  inter- 
sections OA,  OB  soient  situées  du  même  côté  par  rapport 
au  plan  aob.  Menons  par  un  point 
quelconque  A  de  OA  le  plan  paral- 
lèle ^aob,  qui  rencontre  le  côtéOB 
en  B,  et  menons  les  perpendiculaires 
Aa,  B6  sur  Oa,  06;  enfin  de  0- 
abaissons  la  perpendiculaire  Od  sur 
ab,  son  pied  d  est  nécessairement 
situé  entre  a  et  b,  puisque  Tangle 
aob  est  obtus  ;  par  d  menons  la  pa- 
rallèle dD  à  Oc  ;  a6,  étant  perpendi- 
culaire à  Od  et  dD  (comme  perpen- 
diculaire à  Oc),  est  perpendiculaire 
au  plan  de  ces  deux  droites  et  par  ^^^S'  ^• 

suite  à  OD,  située  dans  ce  .plan  ;  donc  AB,  parallèle  à  aby 
est  perpendiculaire  à  OD  ;  or  Toblique  OD  par  rapport  à 
Dd  est  supérieure  à  la  perpendiculaire  Od;  alors  si  l'on  trans- 
porte le  triangle  AOB  dans  le 
plan  du  triangle  aob^  de  ma- 
nière que  les  bases  AB,  ab 
coïncident,  D  s'appliquera  sur 
d  et  le  sommet  0  du  triangle 
AOB  sera  l'extérieur  du 
triangle  aob;  donc  l'angle  aob 
est  supérieur  à  l'angle  AOB. 

i9  L'angle  aOb  est  aigu; 
la  démonstration  précédente 
s'applique,  si  le  pied  de  la 
perpendiculaire  menée  de  0 
sur  ab  est  entre  a  et  b.  S*il 
en  est  autrement,  prenons 
OA  =  OB  (fig.  SO)  et  menons 
les  parallèles  Aa,  Bb,  jusqu'à 


Fig.  80. 


leur  rencontre  avec  le  plan  de  l'angle  aOb  perpendiculaire 
à  l'arête  OC,  l'angle  OAS  étant  obtus,  puisque  le  triangle 
AOB  est  isoscèle,  on  a 
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OAS  <  OaS  ou  90»  -\ 

<  1 8o«  —  Oab, 

de  même 

OBS'  <  06S"  ou  90«  +  — - 

<  i8o«  — 06a; 

ajoutant,  on  a             ï8o°  +  AOB 

<  i8o«  +  i8o<> 

—  {Oab  -f  06a) 
ou  AOB  <  a06. 

Remarques.  —  1^  Si  AB  était  parallèle  à  aby  le  pied  de  la 
perpendiculaire  menée  de  0  sur  ab  serait  au  milieu  de 
cette  droite  ;  par  conséquent  d'après  le  premier  cas,  la  pro- 
priété a  encore  lieu. 

2^  Le  théorème  a  encore  lieu,  si  OA  coïncide  avec  Oa. 

Corollaire.  —  Si  F  on  mène  un  plan  sécant  de  façon  que 
les  deux  droites  d'intei* section  avec  les  faces  du  dièdre  soient  de 
part  et  d'autre  du  plan  aOb,  Vangle  ainsi  déterminé  est  supérieur 
à  Vangle  aOb.. 

Définition.  —  L'angle  maximum  déterminé  dans  un 
dièdre  par  un  plan  perpendiculaire  à  Tarète  parmi  tous  ceux 
déterminés  par  des  plans  sécants  remplissant  la  condition 
indiquée  par  le  théorème  III,  est  appelé  Vangle  plan  corres- 
pondant au  dièdre.  On  sait  d'ailleurs,  d'après  le  théorème  II, 
que  la  grandeur  de  cet  angle  est  constante,  quelle  que  soit 
la  position  du  plan  sécant,  perpendiculaire  à  l'arête. 

Pour  construire  cet  angle  plan,  il  suffit  évidemment  d'élever 
dans  chacune  des  faces  du  dièdre,  par  un  point  quelconqueO 
de  son  arête,  les  perpendiculaires  à  cette  arête. 

Théorème  IV.  —  Si  deux  dièdres  sont  égaux j  leurs  angles 
plans  correspondants  sont  égaux,  et  réciproquement,  si  les  angles 
plans  correspondants  à  deux  dièdres  sont  égaux,  ceux-ci  sont 
égaUfX. 

Théorème  Y.  —  Le  rapport  de  deux  dièdres  est  égal  au 
rapport  de  leurs  angles  plans. 

Soient  D,  D'  deux  dièdres  ;  a,  a  les  angles  plans  corres- 
pondants ;  d'après  le  dernier  théorème,  on  a  l'égalité  de 

D  a 

rapports  W  ~  ~' 


-m- 

c'est- ^-dire  que  si  l'on  prend  pour  unité  d'ang)e  4i^dre  le 
second  dièdre  D' et  pour  unité  d'i^ngle  plan,  l'angle  9  corres- 
pondant à  ce  dièdre,  le  nombre  r=rr  qui  mesure  le  premier  diè- 

dre,  est  le  même  que  le  nombre  -^mesurant  son  angle  plan 

correspondant;  d'où  le  corollaire  suivant  seryt^ntà  piesurer 
les  dièdres  : 

Tout  dièdre  a  même  mesure  que  l'angle  plan  correspondant; 
en  prenant  pour  unilé  d'angle  dièdre  celui  auquel  correspond 
Pangle  plan  choisi  pour  unité  d^angle  plan  ;  ce  qu'on  énonce 
souvent  ainsi  d'une  manière  abrégée,  mais  incorrecte  :  Tout 
dièdre  a  pour  mesure  son  angle  plan. 

On  a  pris  pour  unité  d'angle  plan  l'angle  droit,  le  dièdre 
correspondant  est  pris  pour  unité  de  dièdre,  et  est  appelé 
dièdre  droit  d'après  le  théorème  suivant,  qui  établit  que  la 
construction  du  dièdre  formé  par  deux  plans  perpendiculaires 
entre  eux  donne  lieu  identiquement  à  la  même  flguFe  que 
celle  du  dièdre  déterminé  par  la  condition  que  son  angle  plan 
correspondant  soit  droit. 

Théorème  VI.  —  Le  dièdre  formé  par  deux  plans  pei*^ 
pendiculaires  entre  eux 
a  son  angle  plan  cor- 
respondant    droit,     et 

RÉCIPROQUEMENT    si    Un 

dièdre  a  son  angle  plan 
correspondant  droity  ses 
deux  faces  sont  per- 
pendiculaires entre 
elles. 

En  effet,  si  les  deux 
plans  P  et  Q  (fig.  84} 
Bont  perpendiculaires 
entre  eux,  c'est-à-dire 


B 


0 

si  les  deux  dièdres  adjacents  AOGD,  BOCD  sont  égâux^  \^^ 
angles  plans  corresponds^nts  AOD,  BOD,  déterminés  par  le 
plan  ABD  perpendiculaire  à  Tarète  OG,  sont  aussi  égaux  • 
or  ces  deux  angles  adjacents  égaux  ont  leurs  côtés  non  com- 
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niuns  OA,  Ofi  en  ligne  droite;  donc  ils  sont  droits,  donc  les 
deux  dièdres  correspondants  sont  droits. 

Réciproquement,  soit  le  dièdre  AOGD  dont  l'angle  plau 
correspondant  AOD  est  droit,  prolongeons  la  face  AOG  au 
delà  de  Tarête,  on  formera  un  nouveau  dièdre  BOCD  également 
droit;  or,  ces  deux  dièdres  égaux  sont  adjacents  et  leurs  faces 
non  communes  sont  ]e  prolongement  Tune  de  l'autre;  donc 
la  face  commune  OGD  est  perpendiculaire  au  plan  ABC. 

Théorème  VII.  —  Si  deux  plans  sont  perpendiculaire  entre 
euXy  toute  droite  menée  dans  Vun  perpendiculaire  à  leur  inter- 
section,  est  perpendiculaire  à  Vautre  plan. 

Théorème  VIII.  —  Si  une  droite  est  perpendiculaire  à  un 
plan,  tout  plan  qui  passe  par  cette  droite  ou  qui  lui  est  parai- 
lèle,  est  perpendiculaire  au  premier,  et  réciproquement  si  deux 
plans  sont  perpendiculaires  entre  eux,  toute  droite  perpendiculaire 
au  premier  est  située  dans  Vautre  ou  lui  est  parallèle. 

Théorème  IX.  —  L intersection  de  deux  plans  perpendicu^ 
laires  à  un  troisième  est  perpendiculaire  à  ce  troisième. 

(A  suivre.) 

QUESTIONS  D'EXAMEN 


Étant  donnée  la  fraction  du  second  degré 

X*  +  px  -f-  a 
x«+p'x  +  b' 
dans  laquelle  aet  b  sont  supposés  connus,  on  demande  de  déter- 
miner p  et  p'  de  telle  façon  que  cette  fraction  devienne  ma Jtima 
pour  X  =z  OL,  et  minima  pour  x  =  p. 

On  sait  que  la  recherche  du  maximum  et  du  minimum 
de  la  fraction  du  second  degré  revient  à  la  détermination 
des  valeurs  qu'il  faut  donner  à  l'indéterminée  y  dans  Téqua- 
lion  x^  +  px  +  a   ^ 

x^  +  px-^-b        ^  ^^ 

pour  que   celte  équation  ait  deux  racines   égales;    lorsque 
ces  valeurs  de  y  sont  déterminées,  on   obtient   les  valeurs 
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de  X  correspoudanles,  par  l'équation 

- p  —  p'y 

2U— J/) 

dans  laquelle  ou  remplace  y  par  Tuue  des  valeurs  précé- 
demment trouvées. 

Inversement,  de  réquation   que   nous    venons     d^écrire, 
nous  pouvons  déduire  pour  y  la  valeur 

^  2JC  +  P  ^  ^ 

el,  si  nous  remplaçons  dans  Téqualion  (1),  ou  dansTéqua- 
tion  (2);  X  par  la  valeur  qui  donne  à  la  fraction  ses  valeurs 
limites,  nous  devons  trouver  pour  y  deux  nombres  égaux  ; 
donc  les  valeurs  de  x  qui  font  passer  la  fraction  par  un 
maximum  ou  un  minimum  sont  les  racines  de  Téquation 
obtenue  en  égalant  les  deux  valeurs  de  y  précédemment 
écrites,  c'est-à-dire  de  l'équation 

g?'  +  pg;  +  g  _  2X  +  p 

ce"  +  P^  +  ^         2x-\-p 
ou  x'  (p  —  p)  '\-  20? (a  —  6)  +  ap  —  6p  =  o.         (4) 

D'après  Ténoncé,  celte  équation  doit  avoir  pour  racines 
a  et  p  ;  nous  aurons  donc 


P— P 

ap  —  bp 


(S) 


=  ap. 


p— p 

Ces  deux  équations  nous  détermineront  p  et  p. 

La  seconde  devient      p  (a  -}-  a?)  =  p  (&  +  a,8), 

P                 p'             p  —^  p' 
ce  qui  donne    — f — r-  =  -r—; — r  = r-  • 

Donc,  en  vertu  delà  première  de  ces  équations,  nousavon 

—  2(a  +  ap) 

_  -  2  (6  +  «fi) 

»-  a  +  fi         • 

Exemple.  — Soit  la  fraction 

oj'  +  pas  +  5 
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cherchoDs  les  valeurs  à  donner  à  p  ei  p  pour  que  les  yalem^ 
limites  correspondent,  Tune  à  x  =  2,  Taulre  à  a;  =  —  3  ; 

on  trouve  a4-P=  —  ï*        »?  =  —  ^ 

et  par  suite  p  =  —  2  ;         p  =  —  6  ; 

la  fraction  est  donc        — ^ — r- ^  ; 

x^  —  b.r  +  3 

il  est  facile  de  vérifier  que,  efTeclivement,  ses  valeurs  limites 
correspondent  bien  aux  valeurs  de  x  indiquées  dans  l'énoncé. 
Dans  le  calcul  précédent,  nous  avons  admis  que  b  était 
différent  de  a.  Si  nous  examinons  Thypothèse  de  a  =  6, 
l'équation  qui  détermine  x  devient 

(x»  —  à){p  —  p)  =  G. 
Si  alors   les  valeurs  données  pour  x  ne  sont   pas   les 
racines  de  l'équation  x*  —  a  =  o,  nous  trouvons  forcément 
p  =  p;  dans  ce  cas,  la  fraction  devient 

x'^  -{-  px  -\-  a 
x^  '\-  px  '{'  a 
et,  comme  elle   a  pour  valeur  Tunité,  quel  que  soit  x,  nous 
n'avons  donc  pas  une  fonction  véritable. 
Si  les  valeurs  correspondant  aux  limites  sont  précisément 

+  Va  et  —  Va7  nous  trouvons  pour  p  et  p  des  valeurs 
indéterminées;  en  effet,  considérons  la  fraction 

X*  +  px  -f-  ^  

x«  -\-px  +  a  ^^' 
les  valeurs  du  maximum  et  du  minimum  sont  données  par 
les  racines  de  l'équation 

(P  — P'î/)*  — 4a('  —  î/)"  =  o; 
la  valeur  correspondante  de  x  est 

2(1— y) 

et  cela,  quels  que  soient  p  et  p.  On  comprend  donc  bien 
«comment  les  formules  que  nous  avons  obtenues  nous 
donnent  dés  valeurs  indéterminées  pour  ces  deux  inconnues. 


Ètanl  donnée  la  fraction 

3^'  4-  P^^  +  g . 
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déterminer  p,  q,  p',  q'  de  façon  que  pour  x  =  hl  la  fraction 
prenne  la  valeur  maxima  a ,  et  que  pour  x  =  [^  elle  prenne 
la  valeur  minima  ^\ 

Nous  ayons,  comme  précédemment,  entre  les  coefficients, 
les  deux  équations    — 7^  =  a  -f-  p, 

p—p 

de  plus,  la  valeur  limite  y  correspondant  k  x  =  %  devant 

être  a ,  nous  avons  a    :=  f— ~  , 

2a  +  p 

et  de  même  6'  =     '^  ,     , . 

^        ^?+P 
Ces  deux  dernières  équations  donneront  facilement  p  et  p; 

en  chassant  les  dénominateurs,  nous  obtenons  en  effet  les 

deux  équations  trës  simples 

p  —  pV  =  2a(a'  —  i), 

p-p'p'  =  2KP'-i);  (6) 

lorsque  p  et  p  sont  ainsi  déterminées,  nous  pourrons  très 

facilement  obtenir  q  ei  q  ;  en  effet,  en  divisant  membre  à 

membre  les  deux  premières  relations,  nous  avons  l'équation 

2(7  —q)        ct  +  p 
homogène  --^ — -^  =  — i-^  ; 

qp  —  pq  ap 

cette  relation  donne  facilement 

2ap  +  p'(a  +  P)         2aP  +  p  (a  +  p)  {p-p)(A-^.p)  2 

donc 

_        2a^+p(A  +  p)  2ap-f-p(A  +  P)       ,7. 

Exemple.  —  Proposons-nous  de  déterminer  les  coefficients 

de  la  fraction  — r—, — -, — ; — r 

x^  -f-  px  -f-  q 

de  façon   que   pour  a;  =  3  elle  atteigne  un   maximum  4, 

et    que  pour  ce  =  i    elle   atteigne  un   minimum  5;  nous 

aurons  ici  â  =  3,        a  =  4; 

p=i,        f  =  5; 

et  les  équations  (6)  deviennent 


—  136  — 

p  —  4p'=  i8. 
p  —  5p=S\ 
nous  eu  tirons  facilement 

p  =  10,        p  =  58; 
puis,  les  équations  (7)  nous  donnent,  tout  calcul  fait, 

q  =  —iigi        ç=  — 23, 
et  la  fraction  cherchée  est 

.T*+58x —  I  iq 

X*  +  lOOÎ  —  23 

il  sera  facile  de  reconnaître  que  d'abord  les  valeurs  x  et  V 
sont  bien  égales,  respectivement  à  4  et  à  5,  et  que  les 
valeurs  correspondantes  de  x  sont  3  et  i  ;  la  fraction  répond 
donc  bien  à  Ténoncé. 


QUESTION   10 


Conslruirc  un  triangle  dont  on  connaît  la  base,  un  angle  à  la 
base,  et  la  somme  du  côté  opposé  et  de  la  hauteur  du  triangle, 

(Hallowell.) 

Supposons  le  problème  résolu  ;  soit  ABC  le  triangle 
demandé,  dans  lequel  nous  connaissons  la  base  BC,  Tangle 
en  B,  et  la  somme  de  la  hauteur  AD  du  côté  CA  el  opposé  à 
Tangle  B. 

Prolongeons  DA,  au  delà  du  point  A,  d'une  longueur  AE 
égale  à  AC  ;  alors  DE  est  égalàla  somme  donnée.  Par  le  point 
E,  menons  EF  parallèle  à  BG,  jusqu'au  point  F  où  EF  ren- 
contre BA. 

Les  triangles  semblables  AEF,  ABD,  donnent 

AF   _  AE 
AB    ""  AD  ' 

AF    .     AE 
et  par  suite  _-  =  ._. 

Joignons  le  point  F  au  point  G,  et  par  le  point  B 
menons  BH  parallèle  à  AG  jusqu'à  la  rencontre  en  H  avec 
FG;  les  triangles  semblables  FAG,  FBH  donnent 
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donc 


AF 
FB 
AG 
BH 


AG 
BH 
AE 
ED 


et  comme  AG  =  AE,  il  en  résulle  que  BH  =  ED, 

Nous  en  d(^duisons  la  construclion 
suivante  : 

Nous  menons  une  parallèle  EF  à  BG, 
distante  de  BG  d'une  longueur  égale  à 
la  somme  donnée  de  la  hauteur  et  du 
côté  AG,  jusqu'au  point  F  oîi  elle  ren- 
contre le  côté  BA,  connu  de  direction. 
Noos  joignons  le  point  F  au  point  G; 
de  B  comme  centre  avec  un  rayon 
égal  à  la  somme  donnée,  nous  décri- 
vons un  arc  de  cercle  qui  rencontre 
FG  en  un  point  H;  par  le  point  G  nous 
menons  une  parallèle  a  BH;  cette  pa- 
rallèle rencontre  BF  au  point  A;  le 
triangle  ABG  est  le  triangle  demandé. 

Si,  au  lieu  de  la  somme,  on  avait 
la  différence,  il  suffirait  de  prendre  la 
longueur  AE  au-dessus  du  point  A;  on 
continuerait  la  construction  de  la  môme  manière. 

Nota.  —  La  question  a  été  résolue  parMM.  PaulGoderroy,  àLyon;Plgeaud, 
à  Chriteauroux. 


QUESTION  1 1 

^la^ion  par  M.  G.  Pigbaud,  élève  au  Lycée  de  Cbâteauroux. 


Construire  géométriquement  un  triangle,  connaissant  un  angle, 
Vun  des  côtés  adjacents  et  l'angle  que  fait  le  côté  opposé  à 
l'angle  donné  avec  la  médiane. 

Soit  AB  le  côté  donné.  En  A  faisons  un  angle  égal  k 
Tangle  donné  du    triangle.  L'angle   de   la   médiane    et   du 
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troisième  côté  ayant  pour  extrémités  A  et  B,  a  son  sommet 

sur  le  aegment  capable  de  cet  an- 
gle décrit  sur  AB  comme  corde. 
D'autre  part,  cet  angle  0e 
trouve  sur  la  parallèle  à  AC  me- 
née par  le  milieu  D  de  AB.  Il  est 
en  B.  Joignant  BË  et  prolon- 
geant, on  a  en  ABC  le  Irlauglo 
cherché. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  qaesUon  :  MM.  Sarrazin,  intitation  Sainte- 
Marie,  Besançon';  Paul  et  René  (kdefroy,  â  Lyon;  Derille,  canonnîer  au  régi- 
ment d'artillerie  de  marine  à  Lorievt;  6.  Berthalot,  aa  lyeôa  de  GbAtMnrout  ; 
Puig,  au  lycée  de  Montpellier;  Ifauerand,  Broutin,  pensioqiiat  de  P^flsy,  Vail) 
Lenoir,  érole  Alberl-le-Grand  (Arcuell). 


QUESTION  12 

Molvtlon  par  Druomb,  élère  au  lyoôe  de  Yaleneieniies. 


Construire  un  triangh  dont  on  cannait  la  baie,  la  différence 
des  angles  à  la  base  et  la  somme  des  deux  autres  cUtés^ 

Soit  ABC  le  triangle  cherohé,  BC  la  base,  B  —  C  £=  a  la 

différenoe  dof  angles  à  la  bfme, 
Prolongeona  ÀG  d'une  longueur 
AD  =  ABj  alora  CD  représente 
la  somme  des  côtés  AB  et  AC. 

Le  triangle  ABD    étant   isos- 
cMe,    ABD  =  ADB.   Or 

A-f-B+C  =  i8o^ 
o1  B  —  C  =  a;  on  en  déduit 
«     .     A.  ,     a 

B     +_==poO  +  -_; 

et    comme    GA9    est  extérieur    au    triangle    ABD,    on   a 

—  =  ABÎ). 


Dotio 


Qflî)  is=  B  4-  ABD  :t=  go*  + 
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De  là  1q  construction  suivante  :  sur  la  base  donnée,  en  B 

faire  un  angle  égal  à  i^^-j ;  do  C  comme  centre  avec  la 

somme  donnée  d^criro  un  arc  de  cercle  qui  coupera  BD  en  D, 
et  sur  le  milieu  E  de  BD  élever  une  perpendiculaire  qui 
rencontre  CD  en  A.  ABC  est  le  triangle  cherché. 

Nota.  —  Oui  râaolu  la  mémo  qoestion  :  MM.  PatriMMabonjPoiiii  an  Ljrcée 
de  Montpellier, 


QUESTION  13 

ilolli||#ii  par  MM.  Paui*  et  René  Godrfrot,  élères  au  Lyoéede  Lyon. 


\ 


ConsU'uire  géoméiriquement  un  tnangU  connaissant  la  base^ 
un  angle  à  la  base  et  le  point  de  la  base  par  lequel  passe  le  dia-- 
tnéire  du  cercle  circonscrit» 

Hoit  AB(J  le  triangle  cherché,  AE  le  diamètre  du  cercle 
circonscrit  passant  par  le  point 
donné  D,  BG  la  base  donnée,  B  Tan- 
gle  à  la  base  également  donné. 
Joignons  BB.  L'angle  EBC  est  égal 
à  Tangle  CAD  comme  ayant  même» 
mesure,  et  cet  angle  étant  complé- 
mentaire de  Tangle  donné  est 
connu.  Donc  le  sommet  A  se  trou-  ® 
vera  à  Tintersection  de  la  droite  BA 
et  du  segment  capable  de  90  —  B 
décrit  sur  CD  comme  corde. 

Ce  segment  coupera  généralement  BA  en  doux  points 
A  et  A'  qui  répondront  a  la  question. 

Nota.  — Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Deromenu  lycée  de  Vnlenciennes  ; 
Lenoir,  Vail,  école  d'Arrueil. 


/ 
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01  GESTION  17 

.%ol«tioH  pAi*  M.  Ti.  riRRMAiN,  élève  au  Collège  ecclésiastique  de  Beltey 


On  considère  un  cercle  A  et  deux  diamètres  rectangulaires  Ak\ 
BB';  par  le  point  A,  on  mène  une  transversale  8,  qui  rencontre 
la  tangente  en  M  au  point  D,  et  le  diamètre  BB'  au  point  E. 
Par  le  point  D  on  peut  mener  au  cercleune  seconde  tangente  DKy 
touchant  le  cercle  au  point  K;  la  droite  AK  rencontre  BB' en  un 
point  F.  Trouver  le  lieu  de  Vintersection  de  l  et  de  A'F  quand 
0  loiime  autour  de  A.  (G.  L.) 

Soit  I  le  point   d'intersection .  Je  joins  OD,   OK;  la  droite 

OD  bissectrice  de  Tangle 
A'OK  divise  l'arc  A'K  en 
deux  parties  A'H,HKégales; 
les  triangles  rectangles 
OA'D,  AOF  sont  donc  égaux, 
puisque  AO  =  OA'  et  que 
l'angle  A'OD,  qui  a  pour 
mesure  A'H,  égale  l'angle 
OAF.  qui  a  pour  mesure  la 
moitié  de  l'arc  A'K  ;  donc 
OF  =  AD. 

Mais  les  triangles  sem- 
blables AOE,  AA'D  don- 
nent 

AD 

donc  EF  =  OE  = • 


OE 
AD 


AO 
AA' 


I 

2 


_Les  triangles  semblables  EIF,  DIA'  donnent  aussi 

IM  _  ^  __  j_ 
"ÏÏT  ""AD""    2  • 
Le  point  I  est  donc  à  une  distance  du  diamètre  BB'  égale 
au  tiers  du  rayon  du  cercle  A. 

Donc  le  lieu  géométrique  des  points  I  est  une  droite  RS, 
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menée  parallèlement  à  BB'  et  à  une  distance  de  ce  diamètre 
égale  au  tiers  du  rayon  du  cercle. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Puig,  à  Montpellier; 
Devilie,  à Lorient ;  Cbaillot,  à  Nantes; 


QUESTION  19 

ft^lutioii  i)ar  M.  PuiG,  élève  au  Lycée  de  Montpellier. 


On  considère  un  cercle  de  centre  0  el  un  diamètre  A\'  ;  soit 
M  un  point  mobile  sur  la  circonférence:  on  fait  passer  par  }10k 
un  cercle  A,  et  par  MO  A'  un  cercle  A'. 

Démontrer  : 

1®  Que  ces  cercles  se  coupent  orthogonalement  ; 

^  QtLe  r,  T  étant  leurs  rayons,  R  le  rayon  du  cercle  donné, 

'  '    —JL. 


on  a 


+  -r^  = 


r*  r 

3**  Que  la  projection  de  la  tangente  commune  sur  la  ligne  des 
centres  a  une  longueur  constante  et  égale  à  R. 

Soient  E,  E'  les  centres  des  deux  cercles  MOA,  MOA'. 

1«  Il  faut  prouver  que 
l'angle  E'MK  est  droit  : 

L'angle  E'OK  est  droit 
comme  formé  par  deux 
droites  OE',OE,bissectrices 
de  deux  angles  supplémen- 
taires. Or,  les  deux  trian- 
gles ME'K,  OK'K  sont 
égaux  comme  ayant  les 
trois  côtés  égaux;  donc 
l'angle  E'MK,  égal  à  Tangle 
EOE',  est  droit;  et  les 
deux  cercles  se  coupent 
orthogonalement. 


.'» 


4_ 
R» 


Le  triangle  KMK  éiaui  leolougle,  où  a 

MeooDS  KG  parullèle  au  diamètre  AA'  : 
Le  triangle  rectangle  KGK'  donne 

KK'»=KG*  +  K'G». 
Or  KG  =  OC  +  OC  =  R  ; 


KG  =  K'C  —  KG  =  y  r«  -  -      —  V r«  —  —  ; 

f  4  r  4 


donc  on  aura 


et  en  élevant  au  carré 

R*  /  R*  RM 

OU  4r'*r«  =s  R*(r*  +  r'«) 

et  en  divisant  les  deux  n^embres  par  R*r*  r'*,  on  a 

R«'"r«  "^  /*• 
S^   Soit  PR  la  tangente    commune  aux   deux  circonfé- 
rences; sa  projection  sur  la  ligne  des  centres  EK'  est  KD. 

Le  triangle  rectangle  KIK'  donne 
KD=  ^^'  ^  KK«—  Kl'  _  r^-]-r*^{r—ry_     ^rr 
KK'  KK'  y/y.«  .J_ ,.'«  y^|««-j.y««' 

En  élevant  les  deux  membres  de  cette  égalité  au  carre, 

on  aura  KD»  =  <    .    , 

4           I      1      ^ 
ou  — i— = . 

KD«       7'*    ^  r'« 
Si  on  compare  cette  égalité  à  l'égalité 

Rr  =  7r+7r 

on  voit  oue  — i—  =  -^ 

^  KD»        R» 

ou  KD  =  R. 
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Donc  la  projection  de  la  tangente  commune  aux  deux  cir- 
conférences est  ooQsUnte  %i  égal^  »  8. 

MoTA.  —La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Depierres,  à  PoDlarlier; 
Deville,  à  Lorient;  Pigeaud,  à  Châteaaroux  ;  Vazoo,  au  collège  RoUin ,  ChaiUot) 
à  Nantes. 


rll8   tf  "     .  ..Jr'l."  .W^ 


QUESTION  28 

Ii9l«tl9»  par  M.  lÀcauBWT,  teoi^  4'Arcu(Ml. 


Déterminer  x  et  y  diaprés  les  équations 
x(i  +  sin*  Ô  —  co«  6)  —  y  sin  6(i  -f-  co5  e)  =  c(i  -f~  cos  6j 
y{i  -+"  eo8^  ê)  —  X  sin  ê  cm  0  »=  c  rfn  • 
eé  éliminer  %  entre  œs  deux  équaiions,         (Woistenholme.) 

La  seconde  équation  donne 

sin  e  cos  d  ^^' 

SiilMitiittaiii  danii  la  pMttilèr*  et  réduisant^  il  vient 

y(  i  -^  eo0  •)  «p  0  »in  •, 

1,  ^  c  sin  6 

dou  y  =  r« 

Portant  cette  valeur  de  y  dans  la  relalîon  (A)  ou  a  après 

réductions  X  ::=:  c . 

I  —  cos  ô 

ei  i>  I  -f-  aos  6  1  .   • 

51  1  on  remarque  que r-  ==  cotg'  -b^ 

*      ^  I  —  eoa  i  "2 

sinô  ,      Ô 

et  que  ' —  =  cotg  — , 

^  I  —  cos  6  ®    :» 

e 

on  a  X  =  c  cotg*  — 

y  =  c  cotg  — ; 
il  suit  de  là  que       y*  —  ex*  =  o. 

Nota.  -*  À  rèMlu  la  même    question  :   M.  Varnier,    élève  au  Ijrcée  de 
Bar-le-Duc. 
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QUESTIONS  PROPOSEES 


30.  —  On  donne  deux  droites  rectangulaires  OA,  OB,  el 
deux  autres  droites  A,  A',  parallèles  à  OA.  Soit  M  un  point  pris 
sur  A,  et  supposé  mobile  sur  cette  droite;  élevons  au  point  M, 
à  OM,  une  perpendiculaire  qui  rencontre  OA  au  point  A  ; 
joignons  celui-ci  au  point  G,  point  de  rencontre  de  A'  el  de 
OM,  et  sur  cette  droite  AG  abaissons  de  0  une  perpendicu- 
laire 01.  Démontrer  que  le  lieu  du  point  I  est  une  circonfé- 
rence. (G.  L.) 

40.  —  Trouver  le  lieu  des  points  tels  que  si  de  ces  points 
on  mène  des  tangentes  à  une  parabole,  elles  forment  ayec  une 
droite  fixe  un  triangle  isoscële.  (G.  L.) 

41.  —  On  considère  une  parabole  P,  et  par  un  point  M, 
pris  sur  cette  courbe,  on  mène  une  normale  qui  rencontre 
Taxe  au  point  Q.  SurMQ  comme  diamètre,  on  décrit  un  cercle 
G,  et  Ton  demande  le  lieu  géométrique  décrit  par  le  point 
de  concours  de  la  normale  MQ  avec  la  polaire  du  sommet  de 
la  parabole  [par  rapport  à  G.  (G.  L.) 

42.  —  On  considère  une  parabole  P;  d'un  point  M,  mobile 
sur  cette  courbe,  on  abaisse  une  perpendiculaire  MA  sur  son 
axe.  0  étant  le  sommet  de  la  courbe,  on  imagine  une  ellipse 
ayant  pour  axes,  en  grandeur  et  en  position,  OA  et  MA. 
Trouver  le  lieu  des  foyers  de  cette  ellipse.  (G.  L.) 

43.  —  Trouver  le  maximum  du  produit  x*"  j/**,  sachant  que 
les  variables  positives  ce  et  y  sont  liées  par  la  relation 

Û5P  j/«  +  x^'  j/«'  =  K. 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.  YAZEILLE. 


m» 


PAIIB.  —  IIIPIIIBRIB  CBÀlX,SOf  BUBMEOBRI,  PRB8  DU  BOUUVAKD  «OaTaAKTKB.  -^  U7S4-2. 
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LE  CINQUIÈME  LIVRE 

Par  H.  liavfernay,  professeur  au  Collège  Rollin. 
[Suite  et  fin,  voir  p.  121.) 


Fig.  Si. 


ANGLES  POLYÈDAES 

Définitions.  —  On  appelle  angle  polyèdre  la  figure  formée 
par  plusieurs  plans  passant  par  un  même  point  S  et  limités 
à  leurs  intersections  successives  SA,  SB, ...  (fig.  Si).  Le  point 
S  est  le  «omm^/,  les  droites  SA,  SB, ...  sont 
les  arêtes f  les  angles  ASB,  BSC,  ...  for- 
més par  deux  arêtes  consécutives,  sont 
appelées  faces  et  les  plans  de  deux  faces 
consécutives  forment  les  dièdres  de  V angle 
polyèdre.  —  Le  plus  simple  des  angles 
polyèdres  est  celui  formé  par  trois  plans  ; 
on  l'appelle  angle  trièdre.  Un  trièdre  est 
dit  rectangle  y  birectangle  ou  trirectangle 
selon  qu'il  a  un,  deux  ou  trois  dièdres 
droits. 

On  dit  qu'un  angle  polyèdre  est  convexe^  lorsqu'il  est 
situé  tout  entier  d'un  même  côté  du  plan  indéfini  de  Tune 
quelconque  de  ses  faces  ;  il  est  concave  dans  le  cas  contraire. 
—  Dans  tout  ce  qui  suit,  il  ne  sera  question  que  d'angles 
polyèdres  convexes. 

La  section  d'un  angle  polyèdre  convexe  par  un  plan  ren-^ 
contrant  toutes  les  arêtes  d'un  même  côté  du  sommet  est 
un  polygone  convexe. 

Si  l'on  prolonge  au  delà  du  sommet  toutes  les  arêtes  d'un 
angle  polyèdre,  on  forme  un  second  angle  polyèdre,  appelé 
symétrique  du  premier,  dont  les  faces  sont  égales  à  celles  du 
premier,  et  les  dièdres  égaux  à  ceux  du  premier,  comme 
opposés  par  l'arête  ;  mais  ces  deux  angles  polyèdres  ne  sont 
pas  superposables.  Pour  le  montrer,  il  suffit  de  considérer 
deux  trièdres  symétriques  (fig.  33). 

JODBNAL  DB  MATH.  ilAu.  1882.  7 
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Pour  fixer  les  idées,   supposons  la  face  ASB  située  dans 
le  plan  du  tableau  et  Tarôte  SGen  avant,  son  prolongement 

se  sera  en  arrière.  Si  les  deux 
triëdres  étaient  superposa- 
bles,  nécessairement  les  deux 
faces  égales  ASB,  A'SB' coïn- 
cideront; or  il  n'y  a  que  deux 
moyens  de  superposer  deux 
angles  plans  égaux ,  soit  en 
mettant  SA  sur  SA'  et  SB  sur 
SB",  soit  SA  sur  SB'  et  SB  sur 
SA'. 

Dans  le  premier  cas,  faisons 
tourner  le  trièdre  SA'B'C  de 
i8o<*  autour  de  la  perpendi- 
culaire menée  par  S  au  plan 
de  la  face  ASB  ;  A'SB'  coïn- 
cidera avec  ASC,  mais  Tarète 
se  qui  fait  un  angle  obtu^ 
avec  la  partie  antérieure  de 
Taxe  de  rotation  ne  peut  coïncider  avec  SC,  qui  fait  néces- 
sairement un  angle  aigu  avec  cette  même  partie  de  l'axe. 
Dans  le  second  cas,  faisons  tourner  le  triëdre  SA'B'CT  de 
i8o«  autour  de  la  bissectrice  SX  de  l'angle  BSA,  l'angle 
B'SA'  coïncidera  avec  son  égal  ASB  ;  mais  l'arête  SC  qui 
fait,  par  exemple,  un  angle  obtus  avec  la  portion  SX  de  l'axe 
ne  pourra  coïncider  avec  SC  qui  fait  au  contraire  avec  SX 
un  angle  aigu. 

Remarqus.  —  La  superposition  aurait  lieu  si  le  trièdre  avait 
deux  dièdres  égaux  ;  car,  dans  le  second  mode  de  rotation, 
le  dièdre  SB'  étant  égal  au  dièdre  SB,  si  on  suppose  ce  der- 
nier égal  au  dièdre  SA,  la  face  G'SB'  viendra  dans  le  plan  do 
la  face  ASC,  par  conséquent  SC  sera  quelque  part  dans  la 
face  ASC  par  la  même  raison,  elle  sera  aussi  dans  la  face 
BSC;  donc  SG'sera  à  leur  intersection,  c'estrà-dire  sur  SC. 
Si  on  appelle  trièdre  isoscèle  tout  trièdre  qui  possède  deux 
dièdres  égaux,  la  remarque  précédente  démontre  le  théorème 
suivant  : 


3. 
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Dans  tout  trièdre  isoscèlef  les  faces  opposées  auœ  dièdres  égaux 
aont  égales. 

Car  dans  la  euperposition  précédente,  on  voit  que  l'on  a 

B'SC  =  ASC  ; 
or  B'SC  =  BSC, 

donc  ASC  =BSC. 

Réciproquement.  —  Si  dans  un  triédre,  deux  faces  sont 
égales^  celui-ci  est  isoscèk. 

Soit  ASC  =  BSC,  plaçons  le  trièdre  SA'B'C  de  façon  que 
la  face  B'SC  coïncide  avec  son  égale  ASG,  les  dièdres  SG',SC 
étant  égaux,  le  plan  A'SG'  coïncide  avec  BSG,  et  dans  ces 
plans  SA'  avec  SB,  puisque  A'SG'  =  ASG  =  BSG  ;  donc  les 
deux  trièdres  coïncident;  SB'  étant  sur  SA,  ce  dièdre  SA  est 
égal  au  dièdre  SB. 

Théorème  I.  -—  Dans  tout  trièdre,  la  somme  des  trois 
dièdres  est  comprise  entre  six  droits  et  deux  droits. 

La  première  partie  est  évidente,  puisque  chaque  dièdre 
est  inférieur  à  deux  droits. 

Sur  les  trois   arêtes  prenons  les  longueurs  SA,  SB,  SG, 
égales  entre  elle»  (fig.  84)  et 
joignons  AB,  BG,  CA;  les  an- 
gles SAB,  SAC  sont  nécessai- 
rement  aigus,   le»   triangles 
ASB,  ASG  étant  isoscèles;  par 
conséquent  le  plan  mené  par 
A  perpendiculairement  à  Ta- 
rête  SA  laisse  du  même  côté 
les  deux  droites  AB,  AG  ;  donc 
l'angle  dièdre  A  est  supérieur 
à  l'angle  BAC    (th.  III,  diè- 
dres).  Gomme   il   en  est  de 
même  pour  les  deux  autres 
dièdres,  la  somme  des  trois 
dièdres    est   supérieure  à    la 
somme  des  angles  du  triangle 
ABGjC* est-à-dire  à  deux  droits. 


Fiff.  84. 


'.haque  diédrê  augmenté 
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de  deux  droits  donne  une  somme  supérieure  à  celle  des  deux 
autres. 

Considérons  le  trièdre  SA'BG  dont  l'arête  SA'  est  le  pro- 
longement de  Tarète  SA  du  triëdre  SABC  ;  par  conséquent 
les  deux  dièdres  SA,  SA'  de  ces  triëdres  sont  égaux  ;  d'après 
le  théorème  précédent  appliqué  au  trièdre  SA'fiC  on  a 

dièdre  SA'  +  A'SBG  +  A'SGB  >  2  dr 
ou       dièdre  SA  +  2  dr.—  ASBG  +  2  dr  —  ASGB  >  2  dr 
et  par  transposition  SA  +  2  dr  +  ASBG  -}-  ASGB. 

Théorème  III.  —  Dans  tout  angle  polyèdre,  la  somme  des 

dièdres  est  supérieure  à 
autant  de  fois  deux  droits 
qu'il  y  a  de  faces  moins 
deux. 

Menons  le  plan  ABCD 
(fig.  35)  rencontrant 
toutes  les  arêtes  d'un 
même  côté  du  sommet, 
et  par  l'arête  SA  et 
chacune  des  arêtes  non 
situées  dans  les  faces 
adjacentes  menons  des 
plans  qui  décomposent 
l'angle  polyèdre  en 
n  —  2  trièdres,  si  l'an- 


Fig.  35, 


gle  polyèdre  possède  n  faces;  or  si  on  considère  ces  trié- 

dres,  on  a  les  n  —  2  inégalités 

GSAB  +  ASBG  +  BSGA  >  2  dr 
DSAG  +  ASCD  +  GSDA  >  2  dr 


ajoutant  on  a  : 
Somme  des  dièdres  de  l'angle  polyèdre  >  2  dr  (u  —  2) 

Théorème  IV.  —  Dans  tout  trièdre  la  somme  des  irais 
faces  est  inférieure  à  quatre  droits. 

Prenons  SA  =  SB  =  SG  (fig,  36)  et  soit  0  le  point  de  con- 
cours des  perpendiculaires  menées  par  les  milieux  a,  p,  7 


¥ig,  36. 
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des  côtés  du  triangle  ABC  sur  ces  côtés  ;  les  droites  Sa, 
Sp,  Sy  sont  respectivement  perpendiculaires  à  BG,  AC,  BA, 
car  SO  est  perpendiculaire 
au  plan  ABC  (th.  V,  dr.  et 
plans  perp.).  Les  triangles 
BGO,  BCS  ayant  même 
base  BG  et  la  hauteur  aO 
étant  inférieure  à  aS,  obli- 
que par  rapport  à  OS,  on  a 

BSG  <  BOG 
de  même  GSA  <  GOA 
ASB  <  AOB 
ajoutant  membre  à  mem- 
bre ces  inégalités,  on  voit 
que  la   somme  des   trois 
faces  est  inférieure  à  la 
somme  des  angles  formés 
autour  du  point  0,  c'est-à-dire  à  quatre  droits. 

Si  le  point  0  était  à  l'extérieur,  la  même  inégalité  a  lieu 
à  fortiori,  puisque  la  somme  des  deux  angles  AOB,  BOG 
est  représentée  par  le  troisième  AOG,  qui  est  évidemment 
inférieur  à  deux  droits. 

Théorème  V.  —  Dans  tout  tnèdre,  une  face  quelconque 
est  moindre  que  la  somme  des  deux  autres. 

Soit  SA'  le  prolongement  de  AS,  d'après  le  théorème  pré- 
cédent appliqué  au  trièdre  SA'BG  on  a 

A'SB  +  A'SG  +  BSG  <  4^'  ; 
or  2d  =  A'SB  -f  ASB, 

2^  =  A'SG  +  ASG. 
ajoutant  cette  inégalité  et  ces  égalités  membre  à  membre, 
on  a,  après  réductions  :  BSG  <  ASB  +  ASG. 

Théorème  VI.  —  La  somme  des  faces  d'un  angle  polyèdre 
est  moindre  que  quatre  droits. 

Menons  le  plan  ABG  (fig.  85)  rencontrant  toutes  les  arêtes 
d'un  même  côté  du  sommet;  si  n  est  le  nombre  des  faces  de 
l'angle  polyèdre,  nous  formons  ainsi  n  trièdres  ayant  leurs 
sommets  en  A,B,G...,  et  d'après  le  théorème  précédent  on  a 


les  n  inégfftlitéfl 
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BAF  <  BAS  +  FAS 
ABC  <  ABS  -j-  CBS 


EFA  <  EFS  +  AFS 
et  identiquement 

Somme  des  angles  en  S  =  somme  des  angles  en  S. 

Ajoutant  ces  inégalités  et  l'égalité  membre  à  membre,  on 

a,  en  observant  que  le  second  membre  contient  la  somme  des 

trois  angles  des  n  triangles  ayant  leur  sommet  commun  en  S  ; 

Somme  des    angles   du  polygone  ABC  ...-}-    somme  des 

angles  en  S  <  2n*', 
ou  271**  —  4*  +  somme  des  angles  en  S  <  2n* 

d'où  par  transposition  : 

somme  des  angles  en  S  <  4*' . 

Irïèdres  supplémentaires, 

Lemme.  -^  5t,  par  un  point  de  Varéte  d'un  dièdre^  on 
élàoe  les  perpendiculaires  à  chacune  des  faceê  en  dirigeant  celles- 
ci  du  côté  de 
Vautre  face,  Taw- 
gle  de  ces  deuœ 
droites  est  sup- 
plémentaire de 
l'angle  plan  cor- 
respondant du 
dièdre. 

Soit  le  plan  P 
perpendiculaire 
à  l'arête  SC  du 
dièdre  (fig.  37)^ 
rintersection  de 
ce  plan  ayec  le 
dièdre  détermi- 
ne l'angle  plan 


Fig.  37. 


A8B  •  correspondant,  et  contient  les  perpendiculaires  SA, 
SB'  à  chacune  des  faces  ;  ces  droites  sont  toutes  deux  dans 
l'intérteur,  ou  à  l'extérieur  de  l'angle  ASB,  selon  que  celui- 
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ci  est  obtus  ou  aigu;  or  on  a  évidemment. 

i^  =  ASB'  +  BSA' 
et  par  construction 

I*  =  B'SB. 
Ajoutant,  il  vient 

2*  =  ASB'  +  B'SB  +  B'SA'  =  ASB  +  B'SA . 

Théorème.  —  Si  par  le  sommet  d*un  trièdre,  an  mène  la 
perpendiculaire  à  chacune  des  faces,  en  dirigeant  celle-ci  du 
côté  de  la  troinèm^  arête,  on  forme  un  second  trièdre  dont  les 
faces  et  les  dièdres  sont  supplémentaires  des  dièdres  et  des  faces 
du  premier. 

En  effet,  l'arête  SA',  perpendiculaire  à  la  face  BSC,  élant 
dirigée  du  côté  de  SA,  est  dirigée  du  côté  de  là  face  CSA  ;  de 
môme  SB',  perpendiculaire  à  la  face  CSA,  est  dirigée  du 
côté  de  la  première  face  BSC  ;  donc,  d'après  le  lemme,rangle 
A'SB'  est  supplémentaire  du  dièdre  SC  formé  par  ces  deux 
faces  BSC,  CSA. 

Pour  démontrer  que  les  dièdres  du  second  sont  supplé- 
mentaires des  faces  du  premier,  il  revient  au  même  de  prou- 
ver qu'en  opérant  sur  le  second  trièdre  comme  on  vient  de 
de  faire  sur  le  premier  on  retrouve  celui-ci;  en  d'autres 
termes  que  SA,  par  exemple,  est  perpendiculaire  à  la  face 
BSC  du  même  côté  de  ce  plan  que  SA'. 

En  effet  SB'  est  perpendiculaire  à  la  face  ASC,  par  con- 
séquent sur  SA  ;  de  même  SC  perpendiculaire  à  la  face  ASB 
est  perpendiculaire  sur  SA  ;  donc  la  droite  SA  perpendicu- 
laire aux  deux  droites  SB',  SC  est  perpendiculaire  à  leur 
plan. 

D'ailleurs  SA  est  du  même  côté  que  SA',  puisque  SA'  a 
été  menée  du  côté  de  SA. 

Définition.  —  Les  deux  trièdres  qui  jouissent  de  la 
propriété  d'être  réciproques  l'un  de  l'autre,  sont  appelés 
supplémentaires . 

Cette  propriété  permet  de  déduire  les  théorèmes  4,8,6  des 
théorèmes  1,  2,  3,  ou  inversement. 
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ÉGALITÉS  DES  TRIÈDRES 

Définition.  —  Si  on  considère  plusieurs  dièdres  ayant 
une  face  commune  P  et  une  arête  commune  AB  (fig.  S8)y 
chacun  de  ces  plans  Q  forme  avec  le  plan  P  deux  drièdres 
supplémentaires;  pour  définir  le  dièdre  que  l'on  veut  consi- 
dérer parmi  les  deux,  on  conviendra  de  prendre  pour  angle 
correspondant  au  dièdre  celui  formé  par  la  perpendiculaire 


Fig.  88. 

AG  menée  de  A  sur  Tarôte  BG  avec  la  perpendiculaire  Go 
menée  dans  le  plan  P  sur  cette  même  arête,  cette  dernière 
droite  Ga  étant  toujours  menée  delà  gauche  vers  la  droite 
pour  un  spectateur  placé  suivant  la  perpendiculaire  ka  et 
regardant  AB.  Ainsi  les  dièdres  formés  par  Q,  Q'  Q'  avec  le 
plan  P  sont  respectivement  mesurés  par  AGa,  AG'a,  AG^'x. 

Lemme.  —  Par  une  droite  AB  oblique  à  un  plan  P  on 
peut  mener  généralement  un  plan  et  un  seul  formant  avec  le 
premier  un  angle  donnée  (fig.  39). 

Soit  aB  la  projection  de  AB  sur  le  plan  P,  menons  AC 
formant  avec  aB  Tangle  donné  y^et  du  point  a  comme  centre, 
avec  le  rayon  aG,  décrivons  la  circonférence  ;  si  par  B  on 
mène  les  tangentes  à  cette  circonférence,  Tune  d'elles  BC 


—  las- 
sera telle  que  Tangle  ACa  égal  à  y  sera  formé  dans  le  sens 
indiqué  par  la  définition  précédente;  or  le  plan  Q  conduit 


Fig.  39. 

par  AB  et  BG  fait  avec  le  plan  P  un  dièdre  mesuré  par  y, 
d'après  le  théorème  des  trois  perpendiculaires. 

Remarque.  —  Pour  que  le  plan  Q  existe,  il  est  nécessaire 
que  Tangle  donné  y  soit  supérieur  à  Tan^le  de  AB  avec  le 
plan  P,  si  ce  dernier  angle  est  aigu  et  soit  au  contraire 
inférieur  à  ce  môme  angle  supposé  obtus.  Ceci  résulte  du 
théorème  sur  la  ligne  de  plus  grande  pente. 

Théorème.  —  Deux  trièdres  sont  égaux ^  s'ils  ontj  soit . 

1<*  Les  trois  dièdres  égaux  chacun  à  chacun  ; 

^  Deux  dièdres  éyaux  chacun  à  chacun  et  les  faces  com- 
prises entre  ces  dièdres  égales  entre  elles  ; 

3®  Un  dièdre  égal  adjacent  à  deux  faces  égales  chacwie  à 
chacune  ; 

4®  Les  trois  faces  égales  chacune  à  chacune. 

Cet  énoncé  suppose  en  outre  que  les  éléments  égaux  sont 
disposés  dans  le  même  ordre  ;  s'il  en  était  autrement,  les 
deux  trièdres  seraient  symétriques. 

Premier  cas.  —  Soient  les  deux  trièdres  SABC,  S'A'B'C 
(fig.  40)  dont  les  trois  dièdres  sont  égaux  chacun  à  chacun' 
et  disposés  de  la  môme  manière  ;  le  théorème,  s'il  y  a  deux 
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difedres  droits,  n'est  autre  que  celui  du  théorème  lV(p.  148. 
Mais  supposons  qu'il  y  ait  au  moins  deux  dièdres  SB,  SC 
non  droits.  Dans  le  premier  trièdre,  menons  le  plan  BAC 
perpendiculaire  à  l'arête  SA  et  dans  le  secondleplan  BAC 
perpendiculaire  à  S'A',  et  supposons  A'B'  =  AB.  Transpor- 
tons ce  second  trièdi;e  sur  le  premier  de,  manière  que  les 
deux  dièdres  égaux  S'A',  SA  coïncident,  AB'  étant  sur  AB  : 


Fig,  40. 

ces  deux  trièdres  ont  déjà  deux  faces  superposées  en  direc- 
tion ;  je  dis  que  leurs  troisièmes  faces  B'S'C,  BSC  coïnci- 
dent; car,  s'il  en  était  autrement,  ces  deux  faces  ayant  le 
point  commun  B  se  couperaient  suivaat  une  droite  située 
dans  le  plan  ASB,  ou  oblique  par  rapport  à  ce  i)lan.  Dans  la 
première  hypothèse,  celte  droite  d'intersectiou  ue  serait  autre 
que  BS,  oblique  par  rapport  au  plan  ASC,  puisque  les 
dièdres  SB,  SC  ne  sont  pas  droits  ;  donc,  d'après  le  lemnie 
précédent,  les  deux  faces  BSC,  B'S'C  coïncident.  Dans  la 
seconde  hypothèse,  soit  BC  la  droite  d'intersection  oblique 
par  rapport  au  plan  BSA;  d'après  le  même  Icmme  les  deux 
faces  BSC  ou  BSC  et  B'S'C  coïncident. 

Les  deuxième  et  troisième  cas  se  démontrent  par  la  super- 
position (voir  la  démonstration  du  !•'  et  du  2*  cas  de 
l'égalité  de  deux  triangles). 
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Quatrième  cas.  —  Soient  les  deux  trièdres  SABC,  S' ABC' 
(fig.  4i)y  ayant  leurs  trois  faces  égales  chacune  à  chacune 
et  disposées  dans  le  même  ordre;  prenons  les  points  A,  B, 
C,  A',  B'.  C  sur  les  arêtes,  tels  que 

SA  =  SB  =  se  =  =  SA'  =  SB'  =  SC 

Les  deux  triangles  ABC,  ABC  sont  égaux  comme  ayant 
leurs  trois  côtés  égaux  chacun  a  chacun,  d'après  fégalité  des 
triangles  isoscèles  ASB,  A'S'B',  etc. 

Soient  0  et  0'  les  centres  des  cercles  circonscrits  aux 
triangles  ABC,  A'B'C,  les  rayonsOA,  O'A'  de  ces  circonférences 


Fig.  4/. 


sont  égaux,  puisque  ces  triangles  le  sont;  or,  les  droites 
SO,  S'O'  sont  perpendiculaires  aux  plans  de  ces  triangles, 
d'après  le  théorème  V  (droites  et  plans  perpendiculaires);  donc 
les  triangles  rectangles  OSA,  O'S'A'  sont  égaux,  comme  ayant 
rhypolénuse  égale  et  un  côté  de  Tangle  droit  égal;  donc 
OS'  =  OS.  Par  conséquent,  si  on  transporte  le  trièdre  S'A'B'G 
sur  le  premier,  de  façon  que  les  triangles  égaux  A'B'C,  ABC 
coïncident,  les  centres  0'  et  0  coïncideront,  par  suite  les 
perpendiculaires  OS' OS  se  superposeront  et  S'  s'appliquera 
sur  S  ;  donc  les  deux  figures  coïncident  et  les  deux  trièdres 
sont  égaux. 
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kquàtions  quadratiques  (• 

Par  M.  C}.  de  l#on|fclianips. 


1,  —  Ou  dit  qu  uue  équation  de  degré  m  est  quadratique 
lorsque  sa  résolution  dépeud  seulement  d'équations  qui  sont 
tout  au  plus  du  second  degré.  Lorsqu'un  problème  conduit  à 
une  équation  de  degré  supérieur  à  deux,  le  problème  proposé 
n'est  pas.  en  général,  soluble  par  la  règle  et  le  compas.  Mais, 
dans  certains  cas  particuliers,  la  résolution  de  l'équation 
Irouvée  peut  se  faire  par  des  équations  du  second  degié  ou 
du  premier  degré;  on  peut  dire,  pour  exprimer  ce  fait,  qUv* 
le  problême  donné  est  guadralique. 

Par  exemple,  et  pour  citer  des  exemples  très  connus,  U 
Iriseclion  de  l'angle  n'est  pas  un  problème  quadratique,  en 

I 
uénéral;  mais  la  recherche  de  Ig —  a,  connaissant  tga,  con- 

4 
(luit  H  une  équation  du  quatrième  degré  qui  peut  se  résoudre 

par  d<»s  équations  du  second  degré;  ce   dernier  cas  est  un 
exemple  de  problème  quadratique. 

On  sait,  depuis  Abel,  que  les  équations  du  degré  supérieur 
à  quatre,  ne  sont  pas  en  général  solubles  par  radicaux  ;  la  réso- 
lution même  des  équations  du  troisième  et  du  quatrième 
degré  est  soumise  à  tant  de  difficultés  pratiques  et  elle  ren- 
contre dans  ce  qu'on  nomme  le  cas  irréductible,  une  impo— 
sibilité  si  absolue,  que  l'on  peut  considérer,  croyons-nou>. 
cette  résolution  comme  plus  théorique  que  pratique.  De  là 
résulte  le  grand  intérêt  qui  s'attache  aux  équations  quadrati- 
ques du  troisième  et  du  quatrième  degré.  Xous  allons,  dao- 
cette  note,  entrer  dans  quelques  détails  sur  ces  équations. 

/    Hérmitte,  Journal  de  Bordiardt^  t.  52. 

Darboi'x.  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  t.  18,  p.  22(K 

Mathieu,  Mémoire  sur  la  résolution  des  équations,  annali  di  Matkewiif' 
pnra  ed  appfirota,  t.  IV.  1862. 
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Equations  réciproques  du  quatrième  degré, 

2.  —  Nous  nommerons,  en  généralisant  la  définition  donnée 
ordinairement,  équation  réciproque  du  quatrième  degré,  celle 
qui  jouit  de  cettepropriété  que  ses  racines  (nous  admettons 
qu'elles  sont  en  nombre  égal  à  4),  a?i,  or,,  x^,  x^,  peuvent, 
quand  on  les  groupe  convenablement,  donner  la  relation 

Mous  désignerons  par  K  ces  deux  produits  égaux  et,emprun- 
fant  des  idées  qui  sont  développées  dans  les  cours  de  mathé- 
matiques spéciales,  quand  on  traite  de  rabaissement  des 
équations,  nous  allons  montrer,  par  des  considérations  qui 
peuvent  être  d'ailleurs  présentées  dans  les  cours  élémentaires. 
queTéquation  réciproque  du  quatrième  degré  est  quadratique. 

3.  —  La  première  question  qui  se  présente  dans  ce  pro- 
blème est,  évidemment,  la  suivante:  Unt  équation  du  quatrième 
degré  étant  donnée,  a-t-elle  des  racines  jouissant  de  la  propriété 
énoncée  ci-dessus  ? 

Soit         Ax'  +  Bo?»  +  C»«  +  Dx  +  E  =  0  (1) 

réquation  proposée:  ses  racines  étant  désignées  yav Xi,x^,x^, 
x^j  supposons  que      x^x^  =  0^30:4  =  K. 

Dès  lors,  les  quatre  racines  peuvent  être  représentées   par 

K      ^      K 

K 
Posons  u  =  — 

^  X 

et  considérons  Téquation, 

AK*  +  BK»t/  +  CKy  +  DKj/»  +  Ev»  =  o  (-2) 

K  K 

dont  les  racines  sont  t/|  =  —        y^  =  -^ 

x^  JV 

K  K 

x^ 

K  K 

ou  encore,  iCi,     -^ —        x^.     — . 

De  cette  remarque  il  résulte  que  les  équations  (1)  et  (â)  ont 
les  mêmes  racines. 
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4.  —  Du  Ihéorèiue  élémeiilaire,  un  des  premiers  qu'on 
rencontre  dans  l'étude  de  Talgèbre, —  nous  voulons  parler  de 
celui  qui  établit  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
qu'un  polynôme  entier  f  (x)  soit  divisible  par  (x  —  a)  est 
f(a)  =  0^011  déduit  facilement,  et  nous  ne  voulons  pas  entrer 
ici  dans  ce  détail,  que  les  équations  (1)  et  (2)  sont  identiques. 
On  en  conclut  que  les  coefficients  sont  deux  à  deux  propor- 
tionnels, et  Ton  peut  écrire 

A  —  J!  —  _^  _    D    _    E 

De  ces  relations  on  déduit 

B«  A  ' 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Lorsqu'une  équation  du  quatrième  degré 
Ax*  +  Bx*  +  Cx»  +  Dx  +  E  =  o 
est  réciproque  (sens  général),  les  coefficients  extrêmes  sont  pro- 
portionnels aux  carrés  des  coefficiéfUs  voisins. 

Il  est  facile  de  reconnaître,  et  d'ailleurs  sans  rien  emprunter 
aux  connaissances  qui  sortent  du  cercle  des  mathématiques 
élémentaires,  que  la  réciproque  du  théorème  précédent  est 
vraie. 

Si  les  coefficients  A,  B,  C,  D,  E.  de  l'équation  générale  du 
quatrième  degré  sont  tels  que 

E  ~"D*'  ^^ 

on  tt  entre  les  racines  x'p  x^,  x^,  x^  la  relation 

X^  X^  I-  ■  «jt/ji  Xk» 

Mais  nous  ne  voulons  pas  insister  sur  cette  partie  théorique, 
qui  rentre  plus  naturellement  dans  l'enseignement  des  mathé- 
matiques spéciales.  Nous  avons  surtout  en  vue,  en  ce  moment, 
le  côté  pratique  de  la  résolution  algébrique  des  équationsdu 
quatrième  degré  quadratiques,  et  nous  allons  maintenant  effec- 
tuer cette  résolution  en  supposant,  d'abord,  que  les  coefficients 
satisfont  à  la  relation  (1).  ♦  {A  suivre). 
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KCOLE  NAVALE 


CONCOURS    DE    188^ 

Géométrie  et  statique. 

1.  —  Diviseï*  une  droite  en  moyenne  et  extrême  raison;  ~  comme  application 
inscrire  un  décagone  régulier  dans  une  circonférence. 

2.  —  On  donne  une  sphère  solide  et  trois  points  A,  U,  C,  sur  cette  sphère. 
Décrire,  avec  lecompas^  on  petit  cercle  passant  par  les  points  B,  C,  et  faisant 
un  angle  donné  avec  le  plan  du  grand  cercle  décrit  de  A  comme  pôle. 

3.  —  On  donne  un  polygone  homogène  et  solide  quelconque  A^  Aj,  A^....; 
suivant  la  direction  des  côtés  Oj,  Oj,  aj...  sont  appliquées  des  forces  Fi.FstFg... 
qui  leur  sont  proportionnelles.  Prouver  que  le  système  se  réduit  à  un  couple^ 
et  que  le  moment  de  ce  couple  est  proportionnel  à  la  surface  du  polygone. 

Géométrie  descriptive. 

On  donne  un  ]joint  H  dans  le  plan  horizontal,  à  0'°.04  de  la  ligne  de  terre,  et 
un  point  V  dans  le  plan  vertical,  éloigné  de  la  ligne  de  terre  de  O^^OG  ;  on  donne 
la  longueur  de  la  droite  HV  de  l'espace,  longueur  qui  est  de  0"',i07.  Mener  par 
cette  droite  un  plan  faisant  un  angle  de  50*  avec  le  plan  bissecteur  du  premier 
dièdre. 

Arithmétique  et  algèbre. 

1.  ^  De  combien  de  manières  peut-on  décomposer  le  nombi'e  35280  en  un 
produit  de  deux  facteurs  premiers  enti'e  eux?  Le  démontrer  et  généraliser. 

2.  —  Parmi  tous  les  triangles  rectangles  de  môme  périmètre,  trouver  celui 
dont  le  cercle  inscrit  est  maximum. 


ÉCOLE  SAINT-GYH 


CONCOURS  DE  ^882 
Mathématiques. 

1.  Étant  donnés  un  cercle  de  rayon  r,  el  un  point  A  dans  sod  piad,  à  une 
distance  d  du  centre,  on  suppose  menée  par  le  point  A  une  sécante  telle  que 
la  somme  des  carrés  des  segments  compris  entre  ce  point  et  le  point  d'inter- 
section avec  la  circonférence  soit  égale  à  un  carré  dodne  m',  démontrer  que 
si  a  désigne  l'angle  que  la  sécante  fait  avec  le  diamètre  passant  par  le  point 

m'  -—  2r^ 
A,on  aura  la  formule  cos  3a  =  r— •  (1) 

Discussion.  Limites  de  m,  quand  on  fait  varier  a,  le  point  A  étant  à  Tintê- 
rieur  du  cercle. 
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2.  Calcul  lofjarilhmïque.  La  formule  il)  étant  admise,  calculer  l'angle  a  a 
un  dixième  de  seconde  près  en  supposant  : 

(a)  la  distance  d  égale  au  plus  grand  segment  du  rayon  r  divisé  en  moyeniM* 
et  extrême  raison,,  et  m  égale  au  double  de  la  moyenne  proportionnelle  entn* 
r  et  d  ; 

,ft  rf  =  — -  i\      m  —  d  yJsT 

ô 

3.  On  connait  dans  un  triangle  ABC  deux  côtés  b  et  c.  et  l'on  sait  qu«* 
re  triangle  est  équivalent  au  triangle  équilatéral  construit  sur  le  troisième 
côté  a;  calculer  ce  côté  a  et  Tangle  A.  —  On  établira  les  deux  équations 
propres  à  déterminer  chaque  inconnue  indéiiendamment  de  Tautre,  et  on 
montrera  la  concordance  des  résultats  que  fournit  leur  discussion. 

Géométrie  descxiptive. 

La  base  ABC  d'une  pyramide  SABC  est  parallèle  au  plan  horizontal  de 
projection,  au-dessus  de  ce  plan,  et  à  une  dislance  de  2i  millimètres.  Vv 
côté  BC,  pirallèle  à  la  ligne  de  terre,  ég.ile  113  millimctr<s.  et  est  éloi^édn 
plan  vertical,  en  av.-inl,  de  15  millimutres. Les  côtés  AC  et  ABvalent  rep-^e- 
tivement  101  millimètres  et  76  millimètres.  Le  triangle  SAC  est  isoscèle;  les 
angles  égaux  SAC  et  S<1A  valent  chacun  6i%  enfin  l'ai'éte  SB  égale  112  milli- 
mètre). On  demande: 

1"  De  construire  les  projections  de  la  pyramide; 

2*  De  déterminer  les  (irojcctions  du  centre  o  de  la  sphère  circonscrite  à  hi 
pyramide  ; 

3"  De  déterminer  les  projections  et  la  vraie  grandeur  de  la  section  que 
fait  duns  la  pyramide  le  plan  mené  par  le  point  o  parallèlement  aux  deux 
arêtes  opposées  AC  et  SB. 


SOLUTION  DES  PROBLÈMES 

DONNÉS  AU  CONCOLUS  DE  L ÉCOLE  NAVALE  !lK8i 


On  donne  une  sphère  solide  et  troit;  points  A,  lî,  C  sur  cette 
sphère;  décrire,  avec  le  compas,  un  petit  cercle  passant  par  les 
points  B,  G,  et  faisant  un  angle  donné  avec  le  plan  du  grand 
cercle  décrit  de  A  comme  pôle. 

(Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure.) 

Un  premier  lieu  du  pôle  du  petit  cercle  cherché  est  le  grand 
cercle  perpendiculaire  au  milieu  de  Tare  de  grand  cercle  BC. 
En  outre,  si  j'appelle  0  le  centre  de  la  s[)hère,  P  le  pôle  du 
petit  cercle,  Tanglc  des  rayons  OA  et  OP  esl  égal  à  l'angle 
des  deux  plans;  donc  Tare  de  grand  cercle  PA  est  connu;  il 
en  résulte  que  le  pôle  P  est  sur  un  petit  cercle  décrit  de  A 
comme  pôle  avec  un  rayon  sphérique  donné  par  Tangleindi- 
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que  pour  les  deux  plans.  Le  poiut  P  se  trouvera  donc  à  Tin- 
tersection  de  deux  cercles  de  la  sphère;  il  sera  donc  facile  de 
le  trouver  avec  le  compas.  Le  problème  aura  en  général  deux 
solutions. 

On  donne  un  polygone  homogène  et  solide  quekonqueÂ.iAik^.,,; 
suivant  la  direction  des  côtés  a^,  a^,  a,  ...  sont  appliquées  des 
forces  Fj,  F,,  F,  ...,  qui  leur  sont  proportionnelles.  Prouver 
que  le  système  se  réduit  à  un  couple^  et  que  le  moment  de  ce 
couple  est  proportionnel  à  la  surface  du  polygone. 

On  peut  choisir  Téchelle  qui  sert  à  représenter  les  forces 
par  des  droites  finies  de  telle  sorte  que  a^,  a^,  a,  ...  a„  aient 
les  longueurs  représentant  les  forces  appliquées  suivant  ces 
côtés.  Alors,  la  résultante  de  translation  s'obtiendra  en  com- 
posant les  forces  données,  transportées  parallèlement  à  elles- 
mêmes  en  un  même  point;  nous  choisirons  par  exemple  le 
point  A.  La  résultante  sera  le  dernier  côté  du  polygone  des 
forces  construit  à  partir  de  A^;  ce  dernier  polygone  n'est 
autre  que  le  polygone  donné,  lequel  se  ferme  de  lui-même  ; 
la  résultante  de  translation  est  donc  nulle,  et  par  suite  les 
forces  se  réduisent  à  un  couple. 

Les  couples  composants  étant  situés  dans  le  plan  de  la  fi- 
gure, il  en  est  de  même  du  couple  résultant;  et  pour  avoir  le 
moment  du  couple,  il  suffit  de  prendrela  somme  des  moments 
des  forces  par  rapport  à  un  point  0  du  plan;  si  Ton  prend  ce 
point  à  Tintérieur  du  polygone,  i!  est  facile  de  voir  que  la 
somme  des  moments  des  forces  est  égale  au  double  de  la 
surface  du  polygone.  Si  le  point  0  était  extérieur,  il  faudrait 
prendre  avec  le  signe  moins  quelques-uns  des  triangles  ayant 
pour  sommet  le  point  0  et  pour  bases  les  côtés  du  polygone; 
ces  triangles  correspondraient  à  des  moments  négatifs;  et 
l'on  arriverait  encore  au  même  résultat. 


De  combien  de  manières  peut-on  décomposer  le  nombre  3  5280 
en  un  produit  de  deux  facteurs  premiers  entre  eux?  Le  démon- 
trer et  généraliser. 

Le  nombre  3528o,  décomposé  en  fadeurs  premiers   donne 

35280  =  2*.  3»  .  5  .  72. 
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Pour  obtenir  un  produit  de  deux  nombres  premiers  entre 
eux,  il  faut  que  chacun  des  facteurs  premiers  entre,  dans 
Tun  ou  l'autre  de  ces  nombres,  avec  son  exposant  propre: 
sans  quoi,  s'il  entrait  dans  l'un  des  nombres  avec  un  expo- 
sant inférieur  à  celui  qu'indique  la  décomposition  en  facteurs 
premiers,  on  devrait  en  outre  le  retrouver  dans  rauire 
nombre  et  par  suite  les  deux  facteurs  ne  seraient  pas  pre- 
miers entre  eux.  Il  est,  du  reste,  évident  que  cette  condition 
est  suffisante.  Il  n'y  a  donc  pas,  ici,  à  s'occuper  de  l'exposanl 
de  chaque  facteur. 

En  général,  si  l'on  a  un  nombre  A,  dont  les  facteurs  pre- 
miers sont  a,  b,  c,  d,  ...  de  sorte  que  Ton  a 

il  suffira,  pour  le  décomposer  en  un  produit  de  deux  nombres 
premiers  entre  eux,  de  mettre  chaque  facteur  premier  avec 
son  exposant  propre  dans  l'un  ou  l'autre  des  deux  nombres 
cherchés. 

Cela  posé,  je  pourrai  former  l'un  des  nombres  (ce  qui  me 
donnera  immédiatement  l'autre)  en  prenant  de  toutes  les 
manières  possibles  un,  deux,  troia  . . .  des  facteurs  premiers 
différents  qui  entrent  dans  le^nombre  A;  il  est  facile  de  voir 
que  le  nombre  de  groupes  que  j'obtiendrai  ainsi  sera  le  double 
du  nombre  de  produits  cherchés  ;  en  efiFet,  s'il  y  ap  facteurs 
premiers,  quand  je  prends  un  groupe  de  tn  quelconques  de  ces 
facteurs,  il  en  reste  un  groupe  de  p  —  m,  que  j'obtiendrai  en 
prenant  de  toutes  les  manières  possibles  p  —  m  des  facteurs 
donnés. 

D'après  cela,  je  pourrai  prendre,  dans  le  nombre  donné  : 
les  facteurs    un    à    un,  ce  qui  donne    4  produits 

—  deux  à  deux  -—  6      — 

—  trois  à  trois  —  4      — 

J'aurai  ainsi  14  produits  ;  donc,  d'après  ce  que  je  viens  de 
dire,  il  y  aura  7  manières  différentes  de  décomposer  le  nombre 
35280  en  deux  facteurs  premiers  entre  eux.  J'ai  négligé  le 
produit  du  nombre  donné  par  i,  que  l'on  peut  considérer 
comme  ne  répondant  pas  à  la  question. 
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Parmi  tous  les  triangles  rectangles  de  même  périmètre,  trouver 
celui  dont  le  cercle  inscrit  est  maximum. 

Appelons  x,  y,  les  côtés  de  l'angle  droit,  jï  l'hypoténuse,  ef 
R  le  rayon  du  cercle  inscrit. 

Nous  avons,  entre  ces  quatre  quantités,  la  relation 

x-j-  y  =  X  -i-  2R. 
Donc,  en  appelant  2p  le  périmètre,  nous  avons  immédiate- 
ment 5P  =  p  —  R. 

D'autre  part,  x  et  y  sont  liées  aux  deux  quantités  pet  R  par 
les  deux  équations  x*  +  t/*  =  (p  —  R)*, 

xy  =  2pR, 
la  première  étant  une  conséquence  immédiate  de  ce  qui  pré- 
cède et  la  seconde  donnant  deux  expressions  du  double  de  la 
surface  du  triangle. 

D'après  cela,  si  l'on  considère  a?  et  t/  comme  les  racines  de 
l'équation  X*  —  AX  +  B  =  o, 

on  a,  pour  déterminer  A  et  B,  les  relations 

B  =  2pR, 
A«  —  2B  =  (p  —  R)«  ; 
donc  A*  =  (p  +  R)« 

et  comme  A  doit  être  positif,  il  vient  A  =  p  -f-  R» 
Par  suite  l'équation  qui  donne  x  et  y  est 

3^'  —  (P  +  R)  ^  +  2pR  =  o. 
La  condition  de  réalité  des  racines  est 

(p  +  R)*  — 8pR  >^o. 
A  la  limite,  le  triangle  sera  isoscèle;  il  faut  pour  cela  que 
l'on  ait  R'  —  6pR  -j-  p*  =  o  ; 

croù  R  =  p(3  ±  2  v^ 

Comme  R  doit  être  inférieur  à  p,  nous  devons  rejeter  le  signe 
-[-,  et  par  conséquent,  R  devant  toujours  être  en  dehors  des 
deux  racines  pour  que  le  trinôme  soit  positif,  nous  voyons 
que  la  valeur  maxima  de  R  est  donnéej)ar  l'expression 

R  =  p  (3  —  2  ^2) 


On  donne  un  point  H  dans  le  plan  horizontal,  à  0^,04  de  la 
ligne  de  teire,  et  un  point  V  dans  le  plan  %>erticaly  éloigné  de 
la  ligne  de  terre  (feo™,o6;  on  donne  la  longueur  de  la  droite 
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HV  de  respacCy  bngueur  qui  est  cfe  0,107,  Mener  par  cette  droite 
un  plan  faisant  un  angle  de  5o°  avec  le  plan  bissecteur  du  pre^ 
mier  dièdre. 

1®  Pour  déterminer   la  position   du  point  H,   le   point  Y 
étant  pris  arbitrairement  sur  le  plan  vertical  à  0,06  de  la 


ligne  de  terre,  on  cherche  le  point  Hj  de  celte  dernière 
ligne  situé  à  une  distance  de  V  égale  à  0,107.  Puis,  de  la 
projection  horizontale  v  du  point  V,  comme  centre,  avec 
vHi  comme  rayon,  on  décrit  un  arc  de  cercle  qui  ren- 
contre au  point  H  une  parallèle  à  la  ligne  de  lerre  menée 
à  une  distance  de  4  centimètres.  La  ligne  vSL  est  la  pro- 
jection horizontale  de  la  droite  donnée. 
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4^  On  prend  comme  nouveau  plan  vertical  le  plan  de 
profil  passant  par  V.  On  a  ainsi  en  vB^  la  trace  du  plan 
bissecteur,  et  en  V,ft',  la  nouvelle  projection  verticale  de 
VH.  On  a  ainsi  immédiatement  le  point  d'intersection  de 
la  droite  VH  avec  le  plan  bissecteur  ;  ce  point  se  projette 
en  (c,  c'a). 

3**  Le  plan  cherché  rencontre  le  plan  bissecteur  suivant 
une  droilc  facile  à  déterminer,  car  elle  est  tangente  à  un 
cercle  obtenu  de  la  manière  suivante  :  son  centre  est  en 
0,,  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  V,  sur  la  trace 
yB,  du  plan  bissecteur,  et  son  rayon  est  le  côté  de  l'angle 
droit  d'un  triangle  rectangle  dont  l'autre  côté  est  V,o,,  et 
l'angle  opposé  vaut  5o®.  En  rabattant  le  plan  bissecteur  sur 
le  plan  horizontal,  on  peut  construire  le  cercle  précédent; 
le  point  G  se  rabat  en  c^;  de  ce  point,  je  mène  une  tan- 
gente au  cercle  ;  cette  tangente  rencontre  la  ligne  de  terre 
eu  a;  le  point  a  appartient  aux  traces  du  plan  cherché;  du 
reste,  ces  traces  passent  l'une  par  H  et  l'autre  par  V.  Oii 
a  une  seconde  solution  en  menant  la  seconde  tansrente, 
qui  rencontre  la  ligne  de  terre  en  p.  Le  second  plan  est 
HpV. 


(L'épure  est  à  l'échelle  de  — . ) 


QUESTION  20 

Solailoa  par  M.  L.  Germain  ,  élève  au  Collège  ecclésiastique  de  Belley. 


On  considère  un  cercle  de  centre  0,  un  diamètre  AB  et  la 
tangente  A  à  Vextrémité  B  de  ce  diamètre.  La  tangente  en  un 
f  oint  quelconque  M.  de  la  circonférence  ret^ontre  £i  en  un  point  C, 
par  lequel  on  mène  une  parallèle  à  AB  jusqu'à  sa  rencontre  avec 
le  rayon  OM.  Soit  I  ce  point  de  rencontre;  trouver  le  lieu  du 
point  I  quand  M  parcourt  la  circonférence  proposée,    (G.  L.) 

La  droite  GO,  qui  joint  le  point  d'intersection  des  tangentes 
UB,  CM  au  centre  de  la  circonférence,    est  bissectrice  de 
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l'angle  BOM;  les  angles  BOC,  GOM  étant  égaux,  le  triangle 
OIG  est  isoscèle,  puisque  les  angles  ICO  et  COB  sont  égaux 

comme  aliernes-inlemes ,    donc 
10  =  IC. 

Le  point  I,  étant  à  égale  dis- 
tance du  point  0  et  de  la  tan- 
gente ^9  appartient  à  une  para- 
bole dont  le  foyer  est  le  point  0* 
et  la  directrice  la  droite  Â« 

On  démontrerait  de  môme  que 
toute  autre  position  du  point  I 
jouit  des  mêmes  propriétés. 

DonC;  le  lieu  du  point  I,  lors- 
que M  parcourt  la  circonférence, 
est  une  parabole  ayant  pour  foyer 
le  centre  0  de  la  circonférence 
et  pour  directrice  la  tangente  à  à  cette  même  circonférence. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  P.  et  R.  Godefroy,  à 
Lyon  ;  Pigeaud,  à  Ghàteauroux;  Qointard,  à  ArboU;  Deviile,  à  Lorient;  Br^ 
ville,  lycée  Louis-le-Grand,  à  Paris  ;  Puig,  à  Montpellier  ;  Final,  à  Moalia>  ; 
Dhailiot,  A  Nantes,  de  Longiiy,  an  lycée  Henri  IV,  à  Paris  ;  Rahls,  A  Greno- 
ble; Gaffarel,  A  Marseille;  Barthe,  Matha,  institution  Chassin,  A  Paris;  Vyg.v, 
à  Vitry-le-Français. 


QUESTION   21 

fik>latloK  par  MM.  Lenoir  et  Yail,  École  Albert-le-Grand  (Arcueil.) 


On  donne  un  cercle  du  centre  0,  un  diamètre  AB  et  les  tangente^ 
A,  A'  aux  extrémités  de  ce  diamètre.  Une  tangente  variable  A" 
au  cercle  rencontre  A  en  C,  et  A'  en  D.  Par  te  point  C,  on  mène 
une  parallèle  à  AB,  parallèle  qui  rencontre  le  rayon  OD  en  un 
point  I  dont  on  demande  le  lieu  géométrique  quand  A"  roule  sur 
le  cercle  0.  (G.  L.) 

(Le  lecteur  est  prié  do  faire  la  ligure.) 

Abaissons  la  perpendiculaire  IH  sur  AB. 
Les  triangles  OIH,  IMG  étant  égaux  (BG  :^  CM  =  IH,  MCI 
=^  OIH),  il  en  résusto  que  01  =  IG. 
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Donc  le  «ou  du  point  I  est  une  parabole  ayant  0  pour 
foyer  et  la  tangente  A  pour  directrice. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  môme  question:  MM.  Slmonet,  maître  répétiteur 
au  lycée  de  Chaumont  ;  Euvert,  au  lycée  Louis-le-Grand  ;  Vazou ,  collège  RoUin  ; 
Pigeaud,  lycée  de  Châleauroux,  Thobiz,  à  Versailles  ;  Barthe  et  Matha,  institu- 
tion Massin,  à  Paris;  Puig,  à  Montpellier;  Quintord  à  Arbois;  P.  et  R.  Gode- 
froy,  à  Lyon. 


QUESTION  25 


Quatre  points  A,  B,  C,  D  étant  situés  sur  une  circonférence, 
démonh-er  que  la  droite  M  qui  joint  les  milieux  des  arcs  opposés 
AD,  BG  coupe  à  angle  droit  la  droite  M  qui  joint  les  milieux  des 
autres  arcs  AB,  DC.  Voir  ce  qui  arrivesi  trois  des  points  A,  B, 
C,  D  se  confondent  en  un  seuL 

Cette  propriété  est  absolument  évidente,  Tanglo  formé  par 
les  droites  M  et  M'  ayant  pour  mesure  la  moitié  d'une  demi- 
circonférence. 

Nota  -  Celte  quesiion  a  été  l'ésolue  par  MM.  Simonet  au  lycée  de  Chau- 
mont-  Vail  H.  Lenoir,  école  Albert-le-Grand  (Arcuell)  ;  PIgeaud,  Berthelot, 
Tchât^iu^ui  ;  Perejol  collège  du  Vigan  ;  Julet.  à  Laferté^aucher  ;  Peltetier, 
à  Blanzac;  R.  Godefroy,  à  Lyon;  Matha,  instituteur;  Massin,  à  Pans;  Simon 
Dupuis,  à  Lons-le-Laulnier;  Puig,  à  Montpellier;  Thubiz,  à  Versailles; 
Dérôme,  à  Valenciennes  ;  Quintard,  à  Arbois. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 

44  —  Ou  considère  un  cercle  et  un  diamètre  AB;  d'uri 
Doint  M  pris  sur  la  circonférence,  on  abaisse  une  perpendi- 
culaire MP  sur  AB.  Soit  G  le  milieu  de  PB.  Prenons  enfin 
entre  A  et  B  un  point  D  tel  que 

X.       PB 

AD  = . 

4 
Les  droites  MC  et  MD  rencontrent  le  cercle  eu  des  points 
C  et  D'  Démontrer  que  l'on  a,  entre  les  arcs  BM,  BG',  AD", 
la  relation  MB  =  aBC  +  AD'.  (G.  L.) 
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45.  —  On  considère  un  cercle  C  et  deux  rayofis  rectangu- 
laires OA  et  OB;  les  tangentes  aux  points  A  et  B,  supposés 
fixes,  forment  avec  une  troisième  tangente  mobile  un  triangle 
rectangle.  On  imagine  le  cercle  circonscrit  à  ce  triangle,  et 
Ton  propose  de  démontrer  que  ce  cercle  est  constamment 

tangent  à  un  cercle  fixe  que  Ton  déterminera. 

(G.  L.) 

46.  —  On  donne  Taxe  Ox^  le  sommet  0,  et  un  point  M 
d'une  parabole;  on  propose  de  constiniire  cette  courbe  point 
par  point  au  moyen  d'une  équerre.  (G.  L.j 

47.  —  Quelles  sont  les  heures  auxquelles  on  peut  faire 
permuter  les  deux  aiguilles  d'une  horloge  de  façon  que  h\ 
nouvelle  position  puisse  se  produire  par  le  mouvement  même 
de  l'horloge  ?  (Laisani.  ) 

"  48.  —  On  donne  une  circonférence  et  dans  cette  circon- 
férence une  corde  fixe  AB.  Soit  C  le  point  de  rencontre 
des  tangentes  en  A  et  B  à  la  circonférence  ;  on  preud  un 
point  M  quelconque  sur  la  circonférence,  on  mène  les  droites 
MA,  MB,  et  par  le  point  C  une  parallèle  à  la  tangente  en  M: 
cette  parallèle  rencontre  MA  au  point  P,  MB  au  point  Q  ; 
démontrer  que  PQ  est  constant.  (Mannkeim.) 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.  VAZEILLE. 
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EQUATIONS  QUADRATIQUES 

Par  M.  O.  de  lioni^chainps. 

[Suite,  voir  page  156.) 


5.  —  Ou  peut  donner  à  Téquation  réciproque  du  quatrième 
degré  (sens  général)  une  forme  remarquable,  en  établissant, 
comme  nous  allons  le  faire,  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  On  peut  toujours  ramener  Véquation  réci- 
proque du  quatrième  degré  (sens  général)  à  la  forme  : 

a*x*  +  ax*  4"  ?^*  +  yx  +  Y*  =  o. 

Supposons  B  différent  de  zéro,  car  si  B  était  nul  on  aurait 
nécessairement  D  =  o,  en  vertu  do  la  relation  établie  tout 
à  l'heure,  AD»  ==  B«E, 

et  réquation  proposée  serait  bicarrée,  cas  particulier  trop 
connu  pour  que  nous  ayons  à  nous  en  occuper  ici. 

Ainsi  B  n'est  pas  nul  et  nous  pouvons  poser 

X  =  -=—  X 
B« 

X  est  une  nouvelle  inconnue  déterminée  par  l'équation 

A*  A»  AH 

A.X*  +  — X»  +  — X«+DX  +  D«  =  o 

et,  en  posant      —  ==  a,      -^  =  p,     D  =  y, 

on  a  bien     a»X*  +  aX-'  +  pX«  +  vX  +  y»  =  o. 

8,  —  Sous  cette  forme  il  est  facile  maintenant  de  rocou- 
naitre  que  Téquation  réciproque  (sens  général)  est  quadra- 
tique. 

Écrivons,  en  effet,  cette  équalion  sous  la  forme 

y 

et  posons  xX  -{-  —  =y, 

Y* 
on  en  lire  a*X*  +  -^  =  y*  —  2ar» 

JOURNAL  DS  MATH.  ÈhiU.  1882.  '^ 
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et  l'on  a  pour  déterminer  y  Téquation 

»•  +  y  +  P  —  2aY  =  G. 
Si  Ton  désigne   par  y    et  y'  les  deux  racines  de  cette 
équation,  les  inconnues  cherchées  sont  les  racines  des  deux 
équations  :  aX*  —  j/'X  -f-  y  =  o, 

aX«  — y'X  +  r=:o. 
Le  problème  proposé  se  résout  donc  au  moyen  de   trois 
équations  du  second  degré;  c'est  un  problème  quadratique. 

7.  —  Nous  ferons  ici  remarquer  que  dans  la  pratique  il 
n'est  nullement  nécessaire  de  faire  subir  à  l'équation  con- 
sidérée la  transformation  précédente.  Celle-ci  a  surtout 
un  intérêt  théorique  ;  et  elle  permet  d'écrire,  sous  une  forme 
symétrique  et  facile  à  retenir,  l'équation  réciproque  du 
quatrième  degré. 

Reprenons  en  effet  la  première  forme,  soit 

Ax*  +  BiD'  +  Cûc«  +  Dx  +  E  =  G 
réqualion  proposée  ;  nous  supposons  que  Ton  ait 

B*   ' 

auquel]  cas,  et   encore  une  fois  dans  le  sens  général  que 
nous  attribuons  à  ce  mot,  l'équation  est  réciproque. 
On  peut  écrire  celle-ci 

Ax*  4-  Bo:»  +  Cx*  +  Dx  +  -Ç^  =  G 

B* 

^(B.a.«4-|r')  +  ^^+4  +  ^  =  ° 

et  en  posant  Bx  -j =  y 

on  Yoit,  comme  tout  à  l'heure,  que  l'équation    est   quadra- 
tique et  se  résout  par  trois  équations  du  second  degré. 

8.  —  Résolution  directe  de  Véquation  réciproque. 

On  peut  éviter,  pour  la  résolution  de  l'équation  réciproque, 
l'emploi  d'une  inconnue  auxiliaire,  et  décomposer  immédia- 
tement le  premier  membre  de  l'équation  en  deux  facteurs 
réels  ou  imaginaires  du  second  degré. 

D*A 
Posons      <p  =  Ax*  -f  Bx'  -|-  Ox*  +  Dx  -| — :=- — 

B* 
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et  U  =  B  (B»  —  4ABC  +  8A»D); 

OQ  voit  sans  difficulté  qae  l'on  a 

Si  l'on  suppose  U  <  o,  rexpression  sera  décomposée  en  deux 
facteurs  réels  du  second  degré;  si  U  =  o,  on  a  un  carré 
parfait  ;  enfin  dans  Thypothëse  U  >  o  on  a  deux  facteurs  du 
second  degré  à  coefficients  imaginaires  et  de  la  forme  (a  -f-  bi). 

9.  —  Décomposition  de  Véqaation  réciproque  en  deux  trinômes 
réels  du  second  degré. 

On  peut  éyiter  d'ailleurs  la  décomposition  du  premier 
membre  de  Téquation  proposée  en  deux  facteurs  imagi' 
naires  du  second  degré  en  opérant  comme  nous  allons 
l'indiquer,  et  conformément  à  la  méthode  de  Ferrari  pour  la 
résolution  de  l'équation  générale  du  quatrième  degré. 

Reprenons  l'équation  proposée  sous  la  forme 

on  peut  récrire 

Lx^+  -  +  M*  — (2a\  — p+-ja;«  +  ^X— y^o?— X«+Y»=o 
Disposons  maintenant  du  paramètre  A,  par  la  condition 

(A-r)«  =  4(A*-T*)(2oa-p+i-). 

C'est  une  équation  du  troisième  degré  en  X,  mais  on  aper- 
çoit la  racine  A  =  y  ©t  cette  équation  peut  s'écrire 


(X 


--r)  J2oa«  +  x(2aY-p)  +  r(f-p)j==o. 


L'équation  2ap*  -f*  P  (^ay  ■"^)  +  y( aj  =  o 

a  deux  racines  réelles  ou  imaginaires,  A',  X'.  Si  X  =  y  ne  donne 
pas  la  décomposition  en  deux  facteurs  réels  du  second  degré, 
on  peut  être  certain,  bien  que  nous  ne  puissionspasendonner 
ici  la  raison  sans  entrer  dans  de  longs  détails,  que  Tune  des 
racines  X'  ou  X'  donne  la  décomposition  désirée. 

Il  résulte  de  là  qu'une  équation  réciproque  (sens  général) 
du  quatrième  degré  pourra  toujours  se  décomposer  en  deux 
trinômes  réels  du  second  degré;  mais  la  méthode  que  nous 
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venons  d'exposer  est  surtout  avantageuse  quand  cette  décom- 
position réussit  avec  la  racine  X  =  y. 

10.  —  L'équation  du  quatrième  degré  est  encore  quadra- 
tique dans  un  cas  particulier  remarquable,  cas  qui  présente 
la  plus  grande  analogie  avec  celui  des  équations  réciproques 
que  nous  venons  d'étudier. 

Le  cas  dont  nous  voulons  parler  est  celui  où  l'on  suppose 
que  les  racines  a?|,  x,,  ar,.  a?*  jouissent  de  la  propriété  de 
pouvoir  être  séparées  en  deux  groupes  tels  que,  les  racines 
étant  convenablement  choisies,  la  somme  des  deux  racines 
qui  constituent  le  premier  groupe  est  égale  à  la  somme  des 
deux  autres  racines. 

Il  est  facile  de  reconnaître,  et  par  des  raisonnements  élé- 
mentaires, que  si  Ton  considère  l'équation 

ac*  -|-  px^  +  qx^  -|-  nr  +  s  =  o 
ayant  pour  racines  ari,  a;,,  oîj,  (t^,  la  relation 

8r  ==  pi^q  —  p«) 
représente  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'on 
ait  0?!  -|-  a?,  =  a?,  +  x^^ 

les  racines  étant  convenablement  groupées. 

Dans  ce  cas  l'équation  proposée  peut  s'écrire  : 


( 


x^  4—^  x-j ) —  +  «  =  o. 

2  P  /  P 


Son  premier  membre  se  décompose  en  deux  facteurs  réels 
ou  imaginaires  du  second  degré  ;  dans  tous  les  cas  le  pro- 
blème que  résout  l'équation  est  un  problème  quadratique. 

11.  —  Les  équations  du  troisième  degré  quadratiques  sont 
ordinairement  celles  dont  une  racine  peut  être  mise  en  évi- 
dence. Cette  remarque  très  simple  est  pourtant  souvent  utile 
et  nous  allons  l'appliquer  à  quelques  exemples. 

i'^Hésoudie  V équation, 

X*  —  3a.8aî  -[-  a«  -}-  p»  =  G. 

On  a  identiquement 

^'  +  !/'  +  ^'  —  3aM/js 
=  (^  +  y  +  «)(aî*  -\-y^  +  !i*  —  zy  —  zx  —  xy). 
D'après  cette  remarque  l'équation  peut  s'écrire  : 
(a;  -|-  a  +  p)(a?*  +  a*  -|-  p*  —  oaî  —  pac  —  ap)  =  o. 


—  173  — 

On  aperçoit  la  racine  a?,, 

a:^  =  —  a  —  ,5 
et  les  deux  autres  racines  sont  données  par  l'équation 

03»  —  (a  +  p)a;  +  a»  +  ^«  —  a?  =  o. 
Ce  sont  des  nombres  imaginaires,  a?,,  a?,  ; 

2<*  Résoudre  l'équation 

x"*"    x  +  a"^    x+P  x  +  a  +  p""°* 

En  groupant  convenablement  les  termes,  on  écrit  cette 
équation  sous  la  forme  : 

I 


(-+-+p)î^(^+VTpr+ 


(œ  +  a)  (as  +  p) 
On  aperçoit  ainsi  la  racine  Xi, 

,j , 


=    ©• 


2 


07,= ^ ^y/a«+p«. 


Les  deux  autres  racines  a?,,  aï,  sont  données  par  l'équation. 

2X*  +  2  (a  +  p)  a5  +  ap  =  o. 
On  trouve  les  nombres  réels 

2  2 

3^  Résoudre  Véquaiion 

(x  +  p)  (x  +  p  +  l)  (X  +  p  +  2)  (X  +  p  +  3) 
—  (x  +  q)  (x  +  q  +  i)  (x  +  q  +  2)  (x  -f  q  +  3)  =  o. 

C'est  une  équation  du  troisième  degré  ;  pour  apercevoir  une 
racine  de  cette  équation  on  peut  remarquer  que  Ton  a,  iden- 
tiquement, 

(ac  +  «)  (^  +  *  +  0  (^  +  *  +  2)  (as  +  a  +  3)  +  i 

=  [(a>+a)«  +  3(aî  +  a)+i]V 

En    appliquant   cette  formule  1^  à  l'hypothèse  a  =  p; 

2^  en  supposant  a  =  q^  on  trouve  que  le  premier  membre  de 

réquation  proposée  se  décompose   en  deux   facteurcr:    on 
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trouTC  d'abord  la  racine  x^ 


P  +  9  +  3 

Xi= 


2 

Les  deux  autres  racines  a;,,  x^  sont  données  par  l'équation 
du  second  degré 

2cc«  +  2x{p  +  9  +  3)  +  p«  +  9*  +  3p  +  3g  +  2  =  G. 

On  pourra  examiner  en  particulier  le  cas  où  p  =  g  -f"  ' 
et  aussi  celui  où  p  =  g  +  2. 

12.  —  Nous  ferons  connaître  on  terminant  cette  note  un 
procédé  souvent  commode  pour  reconnaître  qu'une  équation 
donnée  est  quadratique.  La  méthode  dont  nous  voulons  parler 
suppose  que  dansVéquation  donnée  un  certain  paramètre  a  entre 
au  second  degré,  de  telle  sorte  qu'on  puisse  écrire  celle-ci 
sous  la  forme  Pa*  -}-  Q*  +  R  =  o» 

P,  0,  R  étant  des  fonctions  de  l'inconnue  x.  Si   la   fonction 
Q*  —  4PR  est  un  carré  parfait^  l'équation  se   décompose   en 
"deux  facteurs  rationnels  et  le  problème  considéré  est  quadra* 
tique. 

Cette  remarque  s'applique,  bien  entendu,  aux  équations 
bicarrées  par  rapport  au  paramètre  considéré  a. 

Considérons,  par  exemple,  l'équation 
CD*  —  (4W*  •{-  3)05»  +  4m«(m*  +  2)x  —  4(m*  —  i)  =  o. 

Il  est  assez  difficile  d'apercevoir,  sous  cette  forme,  une  ra- 
cine de  l'équation.  Ordonnons-la  par  rapport  au  paramètre 
m;  et  l'ayant  écrite  sous  la  forme 

4m^{x  —  i)  +  4fn*x{2  —  a?)  +  fic»  —  3x«  +  4  =  o, 
si  l'on  cherche  à  décomposer  ce  trinôme  bicarré  en  m,  on 
trouve,  sous  le  radical, 

4[a;«(2  —  xy  —  (a?  —  i){x^  —  3x*  +  4)]  =  4(05  —  2)». 
.    On  peut  donc  écrire  le  premier  membre  sous  la  forme 
{x  —  2W*  —  2)\x*  —  fi  +  2m^)x  +  2(m*  —  1}  =  o. 

On  a  ainsi  les  racines  de  l'équation  proposée:  l'une  Xi, 

a?!  =  2(m*  +  1) 
et  les  deux  autres  X2,  a;,,  fournies  par  l'équation 

X*  —  (i  +  2m')x  +  2(m*  —  i)  =  o. 

On  vérifie  d'ailleurs  que  les  racines  de  cette  équation  sont 
réelles. 
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PROBLÈMES  ET  THÉORÈMES  D'ARITHMETIQUE 

Par  M.  E.  Catalan  (*). 


1.  — Problème  I.  — De  làn  (inclasivement),  combien 
y  a-t-il  de  nombres  non  divisibles  par  des  nombres  premiers 
donnés,  p,  Yi  • .  •  'ï^? 

Soit  N  le  nombre  cherché.  On  sait  (**)  que 

''=-2(t)+2(f)-2(^)+-  c) 

Dans  cette  formule,  le  symbole  (— j  représente    le    plus 

grand  nombre  entier  contenu  dans  —  (***). 

2.  — Théorème  1.  —  Soit  n  un  nombre  entier ^  compris  entre 
2^  et  2^+*  —  I  (inclusivement)  ;  soient  p,  y,  B,  ...  les  nombres 
premiers  supérieurs  à  2.  On  a 

»  -  2(7) + 2(f)  -  2(^)+ ■■-'■+•  w") 

Dans  la  suite  i,  2,  3,  . . .  n, 

les  seuls  nombres  premiers  avec 

?  =  3,  Y  =  5,  S  =  7,  ... 
sont  I,  2,  2*,  2*,  ...  2*. 

Ainsi,  N  =  A  +  i. 

3.  —  Remarque.  —  Den  =4  an  =  14,  le  premier  membre  se 


réduit'àn—  ^(t)' 


(*)  Extrait  des  Mémoires  de  la  Société  royale  des  sciences  de  Liège. 
(**)  Mélanges  mathématiques,  p.  133.  —  Journal  de  Mathématiques  élémen- 
taires et  spéciales^  1881,  p.  296,  etc. 

{***)  U  a  la  même  signification  que  celui  de  Legendre  :  E  ( — j. 

(****)  L'égalité  (2),  à  peu  près  évidente,  est  une  simple  variante  de  celle-ci  : 

qu'on  trouve  à  la  page  134  des  Mélanges, 
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De  n  =  1 5  à  n  =  104  (*)»  <^®  premier  membre  se  réduit  à 

et  ainsi  de  suite. 

4. — Problème  II. —  Connaissant  les  nombres  premiers  qui 
ne  surpassent  pas  n,  trouver  combien  il  y  a  de  nombres  premiers 
compris  entre  vl-\-  i  et  2n. 

Soit  ir  le  plus  grand  nombre  premier,  non  supérieur  à  n. 
De  I  à  271,  les  nombres  non  divisibles  par 

P=  3,    Y=  5,     8  =  7,  ...  ic, 
sont,  d'une  part,  i,  2,  2*,  . . .  2*+*  ; 

et,  en  second  lieu,  les  nombres  premiers  compris  entre 
n  +  I  et  271.  Soit  X  la  quotité  (**)  de  ceux-ci.  Nous  avons,  en 
vertu  de  l'égalilé  (2), 


m 


'+-+^="2(T)+2(f)-2(^)+-<' 

B.  —  Application.  — Entre  25  et  5o.  combien  y  a-t-ilde 
nombres  premiers? 

Dans  cet  exemple, 

71  =  25,  2n  =  5o,  k  =  4. 
En  outre,  les  diviseurs  simples  sont  : 

3,  5,  7,  II,  i3,  17,  19,  23; 
et  les  diviseurs  composés: 

i5,  21,  33,  39,  35. 
Par  conséquent, 

6  +  cc=5o  —  [i6+io-|-7+4  +  3  +  2-|-2-f:2] 

+  [3  +  2  +  1  +  1  +  1]; 
d'oh  x  =  6. 

En  effet,  entre  25  et  5o,  il  j  a  six  nombres  premiers  ;  savoir: 

29,  3i,  37,41,43,  47. 

6. — Remarqu£.  — La  combinaison  des  égalités (2),  (3)  donne 
celle-ci  : 


(♦)i5  =  3.5,    104=3.5.7—1. 

(**)  J'emploie  ce  mot  pour  éviter  :  nombre  des  nombres. 
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'-»=2[(t)-  <F)]-2[(^)-Ks)]y     ,, 
+2[(^)- <p)]  -  - 

Pour  simplifier  le  second  membre,  on  peut  s*appuyer  sur 
la  proposition  suivante. 

7. — Lemme— jSetongwe  ( j  est  pair  ou  impair, 

(x)-Kr) 

égale  zéro  ou  un. 

1<>  De  2n  =  a.2îx  +  r 

r 
on  déduit  n  =  oa  +  —  • 

Donc,  à  cause  de  r  <  a,  [/.est  le  quotient  entier  de  n  para  (*). 
Autrement  dit: 

(^)=-=»(t>  (v)-Kt)=<- 

2®  Soit                 2n  ==  a  (211.  +  i)  +  ^  ; 
et,  par  conséqifent      n^:^  a[k  -{ ^^I —  . 

De  r  <  a,  on  conclut  — • —  <  a:  [l  est  le  quotient  entier 

2 

de  n  par  a.  Nous  avons  donc,  simultanément, 

(^)=2,+i.(|)=(*,  (-t)- *(■?)='• 

8.  —  Revenons  à  la  formule  (4).  Eu  vertu  du  lemme; 
chacun  des  binâmes  soumis  au  signe  S  égale  o  ou  i,  selon  que 
son  premier  terme  est  pair  ou  impair. 

D'après  cela,  si  Ton  appelle  : 

11,  le  nombre  de  ceux  des  qiwtients  i—r'ji  q^  sont  impairs; 
1,,  le  nombre  de  ceux  des  quotients  (-—  ],  qxU  sont  impairs; 

régalité  (4)  peut  être  énoncée  ainsi  : 

(*)  Ce  petit  théorème  se  trouve  dans  tous  les  Traités  d*ariiliinétique. 

iOVRtiAL  DBHATH.  tlAu,  1882.  8. 
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Théorème  II.  —  En  cànservatU  les  hypothèses  et  les  déno- 
mifuUions  précédentes,  on  a 

x=^k-l,  +  l^  —  l,  +  ...  (A) 

0.  —  Application.  — Entre  25  et  5o,  combien  y-a-t-il  de 
nombres  premiers? 

Je  divise  5o 

par  i,    5,    7,     ii,     i3,     17,     19,    23; 

+  + 

puis  par  i5,    21,    33,    39,    35, 

+        +  +  + 

en  négligeant  les  quotients  pairs  • 
Je  trouve  /^  =  2,  /,  =  4  ;  donc 

0^=34  —  2-(-4  =  6; 
comme  ci-dessus. 

10.  —  Autre  application.  —  De  6i  à  120, combien  y-a- 
t'il  de  nombres  premiers  ? 

n  =  60,     fc  =  5, 
Dividende  :  1 20 

Premiers  diviseurs: 

3,    5,    7,     II,     i3,     17,     19,    23,    29,    3i,    37. 

+  +     +  +  +      + 

41,    43,    47,    53,    59  /,  =  6. 

Deuxièmes  diviseurs  : 

i5,    21,     33,    39.     5i,  57,    69,    87,    93,     III,     35. 
+      -h+  +++       +       + 

55,     65,    85,     95,  ii5,    77,    91,     119 

+      +      +       +       +      +      +        ^=i5. 
Troisièmes  diviseurs  :  io5 

û?  =  5  —  6+16  —  1  =  1 3. 

Les  treize  nombres  premiers  compris  entre  61  et  120  (in-^ 
clusivement)  sont 
6ij  67,  71,  73,  79,  83,  89,  97,  101,   [o3,  107,  109,  ii3. 

lié  —  Remarque.  —  Si  Ton  admet  qu'entre  n  -f-  i  e/  2d, 
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il  y  a,  au  mo/fw,  un  nombre  premier  (*),  Tégalité  (A)  douuo 

k  —  lt  +  U~l.  +  -^u  (B) 

Inversement,  si  Ton  pouvait,  a  priori  y  établir  la  relation  (B), 
le  postulatum  serait  dcmonlré  (**). 

12.  —  Théorème  III.  —  n  étant  toujours  un  nombre 
entier f  compris  entre  2^  et  2^  +  *  —  i,  soient  p,  y,  8,  ...  les 
nombres  premiers,  supérieurs  à  2.  Soient,  en  outre: 

Xj  lé  nombre  de  ceux  des  quottenté  ( -7- )♦  9^t  9ont  impairs  ; 

X,  le  nombre  de  ceux  dés  quotients  (-«—)>  i^i  sont  impairs  ; 

•    .■«••.«•.•••<<«.    i.*t 
On  a  Xi  —  X,  + A, —  •••=*.  (C) 

Ce  lhéorëtne«  couséqueDce  des  égalités 

-  Z(t) + 2(i-) -■••='+ •     <" 
»—2(t')+2(-^) -■•■  =  »+'■  <«K"') 

rcsalte  aussi  du  théorème  II. 

Soient,  en  effet,  p,  <y,  0,  ...  w  les  x  notnbres  premiers,  com- 
pris entre  n  -{-  i  ei  2n. 

Chacun  des  quotients  ( — V  ( j,  (-t-)>  •  •  •  égale  i  ;  et 

/  211  \    /  2n  \ 
chacun  des  quotients  (-7--)>  (  —  )>  •  •  •  est  nul  (*^**).  Donc 

Xi  =  /i  +  o^,    >,  =  /t»    ^1  *=  'ji  •  •  • 
Par  suite,  Tégalilé  (A)  devient 

X  =  k  —  {kl  —  a?)  4-  X,  -—  X,  -j-  . . . , 
ou  )»t  —  ^1  4~  ^a  ""^  •  •  •  =  k,  (C) 

13.  —  Application.  —  n  =  25,A  =  4. 

Dividende  :  3o. 


(*)  Celte  proposition  ne  diffère  lias,  ou  fond,  ù\î  po$luialam  de  M.  fierlMudj 
démontré  p«r  M-  Tcheb^chev  [Journal  de Liouville,  t.  XYIÏ,  p.  38i^. 
[**)  Souvelic  Correspondance  mathémalique,  t.  VI,  p.  26 J. 
(••*)  Voyez  les  paragraphes  6  et  8 
!•♦••)  A  couse  de  p  >  ap  >  «• 
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Premiers  diviseurs  : 
3,  5,7,  II,  i3,  17,  19,  23,  29,  3ï,  37,41,43,47 

+        +  ++  +  +++        ^1=8- 

Deuxièmes  diviseurs  : 

i5,    21,     33,    39,    35. 

+  +     +     +  >*=4 

8  —  4=4. 

14.  —  BsiURQUE.  —  La  fonction  qui  constitue  le  premier 
membre  de  l'égalité  (G)  dépend,  uniquement,  de  n  :  appelons-la 
F  (n).  Cette  fonction  conserve  la  même  vcUeur  qu4ind  n  vatie 
entre  2^  et  2*^+*  —  i  (inclusivement).  En  outre,  chaque  fois 
que  n  dépasse  une  nouvelle  puissance  de  2,  F  (n)  augmente  d^une 
unité.  Cet  exemple  de  discontinuité,  analogue  à  celui  que 
présente  la  fonction  B{x),  nous  parait  remarquable. 

15.  — *•  Sur  une  équaiùm  indétet^minée.  L'identité 

(a+p)«{a-2p)«(p-2a)«+27a«p«(a-P)«=4(a*-«&+P*)%  (D) 
facile  à  vérifier,  donne  une  infinité  de  solutions,  en  nombres 
entiers,  de  œ*  +  3y*  =  js'.  (S) 

En  effet,  on  peut  prendre 

X=i(a  +  p)(a-2W(p-2a),y=-ap(a-^), 
^  2 

ap  =  a*  —  ap  +  ^•.  (6) 

Ces  valeurs  seront  entières,  si  a,  ^  sont  de  même  parité. 

16. —  Remarque.  —  Ces  formules  ne  donnent  pas  toutes  les 
solutions.  Par  exemple,  on  n'en  saurait  déduire 

X  =  y  =  jj  =  4. 

17.  — Autres  identités, 
{a*  +  6«)*  =  (a*  —  6a«6«  +  6*)«  +  [4(0*  —  6*)o6]« 
=  (a*  +  6*)»  +  (20»6)«  +  (2a«6*)«  +  (206')*.         (E) 
Ainsi,  (a*  +  6*)*  c«/  :  un  carré;  une  somme  de  deux  carrés; 
une  somme  de  quatre  carrés.  Généralement,  ce    nombre   n'est 
pas  la  somme  de  trois  carrés. 

M.  Realis,  à  qui  j'avais  communiqué  les  identités  (D),  (E), 
m'a  répondu  par  l'inléressante  note  suivante  : 
I.  La  résolution  de  l'équation 

X*  +  3y*  =  jj* 
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en  nombre  entiers  se  rattache  directement  à  la  théorie  géné- 
rale développée  par  Lagrange  dans  le  §  IX  des  Additions  à 
l'Analyse  indéterminée  d^Euler, 

Le  nombre  z,  diviseur  du  premier  membre,  ne  peut  être 
que  de  la  forme  a*  -|-  3^*  ;  on  a  donc  l'identité 

a«(a»  —  9p*)*  +  3p«(3a«  —  3p«)*  =  (a«  +  3p«)*. 

Quant  à  Tégalité  4*  -j-  3-4"  =  4',  oîi  4*  est  facteur  com- 
mun à  tous  les  termes,  elle  ne  conduit  pas  à  une  solution: 
car  en  écrivant,  comme  on  doit  le  faire,  i*  +  3.i*  =  4.i', 
on  n'a  pas  un  cube  dans  le  second  membre. 

Quant,  enfin,  à  l'identité 

(a  +  p)«(a  -  2P)«(?  -  2a)»  +  27a«p«(x  -  p)* 

^  =  4(a«  -ap  +  p«)', 
rapportée  par  M.  Catalan,  elle  n'est  manifestement  qu'une 
transformée  de  celle  qui  précède. 

II.  L'expression  (a*  +  ^*)*  ®st  assurément  :  un  carré,  —  une 
somme  de  deux  carrés,  —  une  somme  de  quatre  carrés.  On 
ne  peut  pas  affirmer  qu'elle  est  généralement  une  somme  de 
trois  carrés  effectifs.puisque  (i*-|-i«)*=  16,  par  exemple,  ne 
l'est  pas.  Cependant,  pour  des  nombres  a,  6  premiers  entre 
eux  (ou  simplement  inégaux),  on  peut  mettre  en  évidence, 
par  des  formules,  que  l'expression  considérée  est  toujours 
une  somme  de  trois  carrés. 

i®  Si  a  et  fr  sont  premiers  avec  3,  posons  l'identité 
a«  -I-  (a  +  3A)«  =  (a  -f-  A)«  +  (a  +  2hy  +  (2*)%  (*) 
dans  laquelle  on  prendra  a  premier  avec  h  ;  il  s'en  déduit, 
par  l'emploi  répété  de  la  formule  connue 

(a.  +  p«  -I-  Y«)«  =  (a«  +  p»  -  y«)«+  (2«y)«  +  (2Py)S 
le  théorème  général  exprimé  par  la  relation 

[a»  +  (a  +  3/î)«] .  =  A*  +  B«  +  C*, 
où  Â;  B,  C  sont  des  entiers  dont  aucun  n'est  nul,  et  m  est 
une  puissance  de  2. 

Il  s'ensuit,  comme  corollaire,  que  :  a  et  6  élant  deux  entiers, 
dont  un  seul  divisible  par  3,  et  m  désignant  une  puissance 
de  2,  l'expression  [2(0"  4"  ^*)]"'  ®st  la  somme  de  trois  carrés. 


(*)   Lettre  de  M.   Calulan   à  D.  B.   Boncompagni,   en   date   de  «  Liège» 
15  décembre  1880  >. 


2®  Si  l'un  (les  nombres  a,  6,  premiers  entre  eux,  est  un 
multiple  de  3,  par  exemple,  a  =  3a',  on  pose  ridentilc 
(9a'«  +  6*)*  =^  (7a'«  ~  6«)«  +  i6a'«(a'  +  b)*  +  i6a  ^(a  —  6)S 
et  Ton  en  déduit,  comme  ci-dessus,  la  relation 

(ga'*  +  bT  =  A«  +  B«  +  G% 
en  nombres  entiers,  m  étant  une  puissance  de  2. 

Observation.  —  Tout  ce  qui  précède  est  entièrement  indé- 
pendant de  la  Théorie  des  nombres  proprement  dite;  on  n'y 
fait  usage  que  de  formules  directes,  exprimant  les  proposi- 
tions, et  indiquant  en  même  temps  les  calculs  à  effectuer. 
Mais  si  Ton  sort  des  éléments,  et  que  Ton  s'appuie  sur  les 
théorèmes  de  Tarithmélique  supérieure,  toutes  les  proposi- 
tions énoncées,  et  bien  d'autres,  se  présentent  comme  des 
conséquences  immédiates  de  ce  principe,  que  :  tout  bicarré 
impair,  autre  que  runitéy  est  la  somme  de  trois  carrés.  D'après 
ce  principe  (qui  ne  se  démontre  pas  à  l'aide  de  simples 
identités  algébriques),  un  nombre  de  la  forme  (a"  -\-  b*)*  eM 
toujours  décomposable  en  trois  carrés,  s*il  ne  se  réduit  pas  à 
une  puissance  de  2. 


SOLUTION  DES  PROBLÊMES 

DONNÉS  AU  CONCOURS  DE  L'ÉCOLE  SAINT-CYR  (iSW) 


Étant  donnés  un  cercle  de  rayon  r,  cl  un  point  A  dans  son 

plan,  à  une  distance  d  du  centre,  on  suppose  menée  par  le  point 

A  une  sécante  telle  que  la  somme  des  carrés  des  segments  com* 

pris  entre  ce  point  et  les  points  d^ intersection  avec  la  drconfé- 

rence  soit  égale  à  un  carré  donné  m*.  Démontrer  que,  si  x  désigne 

Cangle  que  la  sécante  fait  avec  le  diamèti*e  passant  par  le  point  A. 

m'  """  2r^ 
on  aura  la  formule       cos  2a  =  —  :  (1) 

Discussion.  -—  Limites  de  m,  quand  on  fait  varier  et,  le  point 
A  étant  à  Vintérieur  du  cercle. 

Les  valeurs  des  segments  AB  et  AG  sont  les  racines  de 
l'équation  r*  =  d*  -f-  a?*  —  2dx  cos  a 
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fournie  par  la  considération  du  triangle  OAB  ou  du  triangle 
OAC.  En  écrivant  cette  équation  sous  la  forme 

ce*  —  2dx  cos  a  +  d*  —  r*  =  o, 
nous  avons,  pour  déterminer  l'angle  a,  la  condition 

4c(*  cos*  a —  2d*  +  2r*  =  m*; 

ou  bien,  en  divisant  par  2d*  : 

m*  —  2r* 

2  cos"  a  —  I  = t: . 

2d* 

C'est  bien  la  relation  (1)  à  établir. 

Pour  que  Tangle  2%  existe,  il  faut  et  il  suffit  que  le  carré 
de  son  cosinus  soit  inférieur  à  l'unité,  ce  qui  donne 

(m*  —  2r«)«  —  4d*  <  0 
ou  [m*  —  2(r*  —  rf*)]  [m*  —  2  (r*  +  d*)]  <  o. 

Donc,  d  étant  inférieur  à  r,  on  voit  que  m*  doit  être  com- 
pris entre  2  (r*  —  d")  et  2  (r*  +  ^*)« 

La  valeur  minima  correspond  à  a  =  90^;  la  valeur  maxi- 
ma  correspond  à  a  =  o,  ce  qu'il  serait  facile  de  vérifier  par 
une  figure. 

La  formule  (I)  étant  admise,  calculer  V angle  a  à  un  dixième 
de  seconde  près  en  supposant: 

(a)  La  distance  à  égale  au  plus  grand  segment  du  rayon  divisé 
en  moyenne  et  extrême  raison,  et  m  égal  au  double  de  la  moyenne 
proportionnelle  entre  t  et  d  ; 

(b)  d  =  4  ï*  «^  "1  =  d  /3^ 
Le  premier  cas  nous  donne 

V^—    I  .  on 

cos  2a  =  =  2  sin  180, 

2 

et  a  =  25^*  54  49",!. 

La  seconde  hypothèse  donne 

3 
cos  2a  = —  — * 

4 
d*où  «i  =  69^  1 7'.42",7* 


On  connaît,  dans  un  triangle  ABC,  deux  côtés  h  et  c,  et  Von 
sait  que  ce  triangle  est  équivalent  du  triangle  équilatéral  cons- 
truit sur  le  troisième  côté  a.  Calculer  ce  côté  a  et  l'angle  A.  — 
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On  élablira  les  deux  équations  propres  à  déterminer  chaque  in- 
connue indépendamment  de  Foutre^  et  on  montrera  la  concordance 
des  résultats  que  fournit  leur  discussion. 

On  a  d'abord,  entre  les  données  et  les  inconnues,  l'équa- 
tion a*  =  6*  •+•  c"  —  26c  cos  A. 

Puis,  la  condition  énoncée  donne 

a*v   3  =  26c  sin  A. 
L'élimination  de  a  se  fait  immédiatement  et  donne  l'équa- 

tion  sin  A  -|-  V  ^   cos  A  = '      '  ^ . 

On  en  tire  sin  (A  +  60)  =  ^^*  +  <^')V  3 

46c 
La  condition  de  réalité  est 

3(6«  +  c«)*—  i66V<o 

ou  6*  —    -^  6V  +  c*  <  0. 

Cette  condition  devient 

(ft«  _  3c«)(6« ^c«)  <  o. 

D'autre  part  on  a  

26c  sin  A  =  aV  3 

26c  cos  A  =  6*  +  ^*  —  ^*î 


1     .     .    .    V^3 


,.»A  +  --o.,A  =  (6.  +  ^)sin(A  +  |.); 


en  élevant  au  carré  et  ajoutant  membre  à  membre,  on  trouve 
pour  déterminer  a 

4&*(r«  =  3a*  +  (6*  +  c«  —  a*)« 
ou  40*  —  2a*(6*  +  c*)  +  (6*  —  cy  =  o. 

La  condition  de  réalité  est 

(6«  +  c«)«  —  4(6*  —  c«)«   I   o, 
ou,  en  changeant  les  signes, 

36*—  lo&V  +  Sc*   I   o, 
ce  qui  est  bien  la  même  condition  que  précédemment. 

Cette  relation  nous  apprend  que  le  rapport  — ,  qui    est   es- 

sentiellemcnt  positif,  doit  être  compris  entre  ^-^—  et  y    3. 

â 
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ÉPURE 

Les  deux  premières  parties  sont  des  questions  qui  se  font 
dans  tous  les  cours  ;  nous  ne  croyons  donc  pas  devoir  y 
insister. 

Pour  la  troisième  partie,  nous  avons  employé  la  construc- 
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tion  suivante  ;  par  le  point  (o,  d)  nous  avons  mené  une  paral- 
lèle (oî,  ôx)  à  («6,  «'6')  jusqu'à  la  rencontre  avec  le  plan  de 
base,  en  (t,  x)  ce  point  est  un  point  de  la  section  cherchée  ; 


—  186  — 

il  suffit  de  construire  le  parallélogramme  dont  les  sommets 
sont  sur  les  arêtes  BG,  BA,  SG,  SA,  et  dont  les  côtés  sont 
respectivement  parallèles  à  SB  et  AG.  On  obtient  ainsi  le  pa- 
rallélogramme (mnpqi  m'np'q)  que  Ton  rabat  facilement  su: 
le  plan  de  la  base. 


QUESTION  15 

Solvtion  par  MH.  André  G.  db  &\  Chesnais,  de  Saint-Louis,  et  Pieui 

G.  LA  Cessnais,  de  Henri  IV. 


Construire  un  triangle  œnnaissant  un  angle,  la  bissectrice  et 
la  différence  entre  les  côtés  qui  comprennent  l'ongle  donné.  (Lo 
lecteur  est  prié  de  faire  la  figure.) 

Je  suppose  le  problème  résolu.  Soient  BD  la  perpendi- 
culaire abaissée  du  sommet  B  sur  la  bissectrice  et  prolonizee 
jusqu'à  sa  rencontre  avec  le  côté  AG,  et  IK  une  parallèle  à 
cette  droite  passant  par  le  pied  de  la  bissectrice  et  rencou- 
trant  AG  en  K.  On  a 

AB  AD         IB         KD 


ou 


AG  AG   ""  IG    ""  KG  • 

Or,  je  puis  construire  géométriquement  AK  ;  soient  donc 

AD  =z  ce,  DG  =  a,  AK  =  A  ; 

1  ai  1  équation        ; = ; r- 

^  x-f-  a         ijc  +  a  —  A: 

qui  peut  s'écrire 

20?'  —  2  (k  —a)  X  —  ak  =  o. 

Les  racines  sont 

k^a±)/  k^+a^ 

2 

Elles  sont  faciles  à  construire  ;  la  racine  négative  répond 
au  cas  où  l'on  donne  l'angle  extérieur  et  la  bissectrice  d»* 
cet  angle. 

Nota.  —  La  méffle  question  a  été  résolue  par  M.  Caffard,  &  Marseille. 
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QUESTION  21 

Solatlon  par  M.  P.  G.  la  Chbsnais,  Lycée  Henri  IV. 


On  donne  un  cercle  de  centre  0,  un  diamètre  AB  et  les 
tangentes  A,  A'  aux  extrémités  de  ce  diamètre.  Une  tangente 
variable  A'  au  cercle  rencontre  A  enC,  e^A'  en  D.  Par  le  point 
G  on  mène  une  parallèle  qui  rencontre  le  rayon  OD  en  un  point 
I  dont  on  demande  le  lieu  géométrique  quand  A""  roule  t^ur  le 
cercle  0  —  (G.-L.)  —  (Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure.) 

Abaissons  la  perpendiculaire  IH  sur  AB. 
Les  triangles  rectangles  OIH,  OGA  étant  semblables,  il  en 
résulte  la  proportion 

AG         OH  IH«        ^ 

■ÔA  =lH    ^'"'ÔH  =^' 
si  j'appelle  R  le  rayon  du  cercle.  Le  lieu  du  point  I  est  donc 
un  système  de  deux  paraboles  ayant  toutes  deux  leur  sommet 

R 
en  0,  AB  pour  axe  et —  pour  paramètre. 

Nota.  —  La  solution  donnée  dans  le  numéro  de  juillet  est  inexacte. 


QUESTION  22 

Solution  par  M.  Simonet,  maître  répétiteur  au  Lycée  de  Cbaumont. 


On  partage  tine  droite  fixe  AB  en  deux  parties  par  un  point 
mobile  C:  sur  chacun  des  segments  AC,  BG  on  construit  des 
triangles  équilatéraux  ADG,  CEB;  on  demande  : 

f  **  Le  lieu  géométrique  du  milieu  du  côté  DE  du  triangle  CDE  ; 

9^  Le  lieu  de  son  centre  de  gravité; 

3^  Le  lieu  du  point  de  concours  des  hauteurs; 

4®  Le  lieu  du  centre  du  cercle  circonscrit; 

5^  De  déterminer  le  point  G  de  façon  que  la  somme  des 
volumes  engendrés  par  les  deux  triangles  tournant  antour  de 
AB  soit  minima. 
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Joignons  FC  et  soil  FF'  parallèle  à   AB.   En   abaissanl 

EN,  F'H',  FH  perpendiculaires 
sur  AB  et  joignant  FN  on  a 
FH"  _   BF 
EN    ~    BE  ' 

EN  =  -52iI.BF 

3 

-  HF  ^  A.C  +  BC 


or 


Donc 
ITT' ptr  _  ^^  V  3 


FH'  =  FH  = 


AC  +  BG         AB\/3 

r>.^     X ■ = ' — ^=conslanle 

2BC  2  4 

Le  lieu  du  point  F   est  donc  une  parallèle  à  AB  menée 

par  le  point  F. 

2*  Le  centre  de  gravité  G  du  triangle  DGE  est  aux  —  de 
la  droite  FC  à  partir  de  G.  Soit  GI  perpendiculaire  sur  AB. 


On  a 


GI  =  y  HF 


ou,  en  remplaçant  FH  par  sa  valeur  trouvée  précédemment, 

AB 

GI  =        7t=  =  constante. 

2  v3 

Le  lieu  du  point  G  est  une  parallèle  à  AB  menée  par  G. 

3^  Soit  0  le  point  de  concours  des  hauteurs;  menons  OK 

parallèle    à   AB,  et  OL   et   KM   perpendiculaires  sur  AB. 

DG          AG 
L'angle  PDG  valant  3o^    PG  = = .    Or  le    Irian- 

2  2 

gle  OEK' étant  isoscèle,  OK' =  EK. L'angle  K'OP  valant  3o^ 

_.,^       OK'       EK' 
K  P  = = . 

2  2 

Donc 


AB 


ou  encore 


mais 


2 

CK'  = 


2 


EM=£ 


_  KBy/ 
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et  KM  =  OL.  KG  =  KB ; 

AC  +  BG         vT        ABv/3 
donc  OL  = X  — 


3  2  2 

Le  lieu  géométrique  du  point  0  est  encore  une  parallèle 
à  AB  et  cette  parallèle  se  confond  avec  celle  menée  par  le 
point  G. 

4**  Le  centre  I  du  cercle  circonscrit  au  triangle  DGE 
s'obtient  eu  élevant  des  perpendiculaires  sur  les  milieux 
des  côtés  DG  et  CE.  Quelle  que  soit  la  position  du  point  G 
sur  AB,  ces  perpendiculaires  passeront  toujours  par  A  et  B 
et  formeront  avec  AB  des  angles  de  So®.  De  sorte  que  le 
triangle  AIB  est  fixe;  son  sommet  l'est  aussi  et  I  est  situé 
sur  le  lieu  des  points  0  et  G. 

5«  Soit         AG  =  2X,    BG  =  21/,    AB  ==  2a. 

Le  volume  engendré  par  ADG  est  27ca;';  le  volume  engendré 
par  BEG  est  2711/';  la  somme  à  rendre  minima  est  a?'  -{"  y'« 

Or   a?'  -f"  !/'  =  (^  +  yY  —  3xy{x  -\-  y)  =  a^  —  3axy. 

Ceci  montre  que  le  minimum  de  a?'  +  j/'  correspond  au 
maximum  de  xy,  c'est-à-dire  quand  x=  y. 

Donc  G  est  le  milieu  de  AB. 

NoT\.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  VnitOQ,  élève  aa  collège 
RoUin;  Pigeaud,an  lycée  de  Châteauroux-;  Vigy,  à  Vitry-le-François;  Devilie, 
à  Lorient. 


QUESTION  27 

isolation  par  M.  PuiG,  élève  au  Lycée  de  Montpellier. 


Le  nombre  n  éianl  entier,  on  demande  de  vénfier  lésproposi^ 
lions  suivantes: 

1*»  (2n  -}-  1)'  —  (211+  i)  est  divisible  par  240. 
Celte  expression  peut  s'écrire: 

(2n+i)  [(2n  +  l)*  —  i]. 
On  sait  déjà  que,  si  (2n+  i)  n'est  divisible  ni  par  5,  ni 
par  3,  le  second  facteur  est  divisible  par  5  et  par  3. 
D'autre  part  ou  a  : 
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(2n+i)*  —  I  =[(2n+i)»—  i][(2n+i)'  +  i]  =  8n(n+i! 

(2n*  +  2n  +  ')• 
Sous  celte  forme,  on  voit  facilement  que  ce  nombre  est 
divisible  par  i6;  or,  les  nombres  3,  5,   i6  étant  premiers 
entre  eux  deux  à  deux,  on  en  déduit  que  Texpression  con- 
sidérée est  divisible  parle  produit  3  X5x  i6,  ou  240. 
jo  3în+î —  8n  _  9  est  divisible  par  64. 
Cetle  expression  peut  s'écrire 

(8  +  i)"  +  i  —  8(n  +0—  i; 
or,  (8+  O""*"*  —  ï  ®st  un  multiple  de  8-|-  '  —  i,  ou8;  le 
quotient  est; 

(8  +  1)-  +(8  +  t)«*i  +  ...+(8+i)+.. 
On  voit  facilement  qu'il  est  un  multiple  de  8,  augmenté 
de  (n  +  0- 
Par  suite  l'expression  devient 

8[m8-|-(n  +  i)]— •8(n+  1). 
Ofl  voit  donc  que  cette  expression  est  divisible  par  64. 
30  3«n+3  ^  ^Qn  —  27  est  divisible  par  64. 

Celte  expression  s'écrit 

38  ^  3111  —  27  +  4on,  ou  27(9"  —  1)  +  4on. 
Or  9"  —  1  est  divisible  par  8  ;  le  quotient  est  de  la  forme 

8p  +  ^• 
Donc  l'expression  devient 

27  .  8[8p  +  n]  +  4^'*  =  '"'^^4  i"  ^[27  -f-  5]  «  ; 
on  en  déduit  facilement  la  proportion  énoncée. 
40  3în  +  i  ^  2"  +  2  g^^  divisible  par  7. 

L'expression  peut  s'écrire 

3  .  3««  +  4  .  2»\ 
Or  3*"  =  m;  +  2». 
Donc  réqualion  devient 

^7  +  (3+4)  —  ^**- 
Sous  cette  forme,  on  voit  bien  qu'elle  est  divisible  par  7. 
50  3«n  +  2  ^  2«"-*  est  divisible  par  11. 
L'expression  devient 

9  .  3*"  +  2  .  8•^ 
Or  3***  =  mil  —  2";  8""  =  mu  —  2". 
Donc,  on  a  mi  I  —  11  .2",  c'est-à-dire  un  multiple  de  ii- 
go  3  ,  520  +  1  ^  2  .  «"  +  *  est  divisible  par  17. 
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En  effet,  cette  expression  peut  s'écrire 

i5  .  25"  +2.8». 
Or  35"  =:m  17+  8«. 

Donc  on  a  mi7  +  17  .  8",  ou  un  multiple  de  17. 
7®  L'expression  3*°  +  *  —  ^sn  +  s  est  divisible  par  17  {*) 
En  effet,  cette  expression  devient 

8i«  +  4  — 64»  +  *, 
qui  est  divisible  par  81  —  64  ou  17. 


QUESTION  38 

Solailon  par  M.  Bablon,  élève  da  Collège  d'Epinal. 


On  considère  un  cercle  0  et  deux  diamètres  rectangulaires  AB 
et  CO.  Soit  T  la  tangente  au  point  A  et  M  wn  point  quelconque 
de  T,  supposé  mobile  sur  cette  droite;  de  ce  point  M.  on  peut  mener 
au  cercle  proposé  une  seconde  tangente  MQ.  Ayant  projeté  le 
point  M  en  P  sur  le  diamètre  GO,  on  joint  le  point  P  au  point 
de  contact,  Q  et  d'un  point  fixe  S  pris  dans  Vespace  on  abaisse 
une  perpendiculaire  sur  PQ .  Démontrer  que  le  lieu  des  pieds  de 
ces  perpendiculaires  est  un  cercle. 

(Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure.) 

Les  deux  triangles  OMP  etOMQ  sont  égaux  comme  ayant 
les  trois  côtés  égaux  ;  OM  commun;  OQ  =  MP  =  OA  ;  MQ 
=  OP  =  AM.  Ces  deux  triangles  sont  rectangles;  donc  AP 
est  parallèle  à  OM;  si  enjoint  BP,  BG  est  égal  et  parallèle 
aussi  à  OM,  car  la  figure  OMBP  est  un  parallélogramme. 
Les  droites  BP  et  QP  se  confondent  donc;  par  suite  PQ  passe 
par  le  point  fixe  B.  Tous  les  triangles  tels  que  SIB  étant 
rectangles  en  I,  le  lieu  géométrique  des  points  tels  que  I 
esl  donc  sur  une  circonférence  décrite  sur  BS  comme  dia- 
mètre. 

NoTB.  —  La  môme  question  a  été  résolue  par  MM.  Auric,  à  Orange  ;  Pi- 
geaud,  à  Châteauroux;  Deyille,  à  Lorient;  Simonet,  à  Chaumont;  Yigy,  à 
Vilrv-le-François. 

(*J  Éuoncé  rectifié. 


—  192  — 


QUESTIONS  PROPOSEES 


49.  —  Constroire  géométriquement  un  triangle  dont  ou 
connaît  un  angle^  la  hauteur  issue  du  sommet  de  cet  angle, 
et  la  somme  des  perpendiculaires  abaissées  du  pied  de  cette 
hauteur  sur  les  deux  autres  côlés.  (HallowelL) 

50.  —  On  considère  un  angle  droit  ÂOB,  et  sur  OB  un 
point  fixe  M;  on  trace  une  droite  rencontrant  OB  au  point 
Q,  OA  au  point  P,  et  telle  que,  si  du  point  M  on  abaisse  une 
perpendiculaire  MH  sur  PA,  on  ait  toujours  la  relation 

PE[«  MH« 


I 


OP*  OQ*    ""     ' 

démontrer  que  la  droite  PQ  passe  par  un  point  fixe. 

(G.  L.) 

61.  —  On  considère  un  cercle  0  et  deux  diamètres  rec- 
tangulaires AB^  CD  ;  on  joint  le  point  C  à  un  point  M,  pris 
arbitrairement  sur  AB,  et  en  ce  point  M  on  élève  à  CM  une 
perpendiculaire  qui  rencontre  0  aux  points  P  et  Q  ;  si  en 
ces  points  P,  Q,  on  mène  les  tangentes  au  cercle,  ces  droites 
se  coupent  en  un  point  I  dont  on  demande  le  lieu  géomé- 
trique quand  le  point  M  se  déplace  sur  AB. 

(G.  L.) 

52.  —  On  prend  un  angle  droit  AOB,  et  sur  OB  un  point 
fixe  M.  Soit  G  un  cercle,  tangent  en  0  à  la  droite  OA.  Me- 
nons par  M  une  tangente  à  ce  cercle,  et  soit  P  le  point  de 
contact  ;  menons  OP  et  les  bissectrices  des  angles  formés 
par  les  droites  OB  et  MP.  Démontrer  que  le  lieu  décrit  par 
les  points  I  et  Y  oii  ces  bissectrices  rencontrent  OP,  est  un 
système  de  deux  droites  quand  on  fait  varier  le  cercle  G. 

(G.  L.) 


Le  Rédacteur-Gérant* 
E.  VAZEILLE. 


PAIIt.  —  IMPSIMKRIK  CHAIX,  SO,  ROB  iERGÉRB,  PRKS  DO  DOCLKVAIO  MORTMilTRE.  —  17S7r-2. 
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NOTE  ÉLÉMENTAIRE  D'ANALYSE  INDÉTERMINÉE 

Par  M.  Cï.  de  IiOn|^li«Bip«« 


1.  — Nous  rappellerons  ici,  pour  nos  jeunes  lecteurs,  qu'on 
donne  le  nom  d'analyse  indéterminée  à  cette  partie  de 
l'algèbre  dans  laquelle  on  se  propose  la  résolution,  en  nom- 
bres entiers  ou  en  nombres  commensurables,  de  p  équations 
à  q  inconnues;  p  étant  plus  petit  que  9.  De  récents  trayauz 
de  MM.  Catalan,  Realis,  Ed.  Lucas,  Gésaro,  etc.  (1),  ont 
montré  tout  le  parti  qu'on  pouvait  tirer,  pour  la  solution  de 
ceproblëme,  des  identités  algébriques.  Les  résultats  que  nous 
exposons  dans  cette  note  reposent  aussi  sur  cette  base  qui 
permet  de  présenter,  par  un  procédé  tout  à  £ait  élémentaire, 
quelques  points  intéressants  et  délicats  de  la  théorie  des 
nombres* 

2.  —  Considérons  l'expression  irrationnelle  y: 

On  peut  l'écrire    y  =  y/  P  +  Q  y/"p" 

en  posant  P  =  a'  +  3ap 

Q  =  3«»  +  p. 
Pour  reconnaître  dans  quel  cas  y  peut  se  décomposer  en 
radicaux  simples,  il  faut  former  la  quantité  U  : 

U  =  P*  —  pQ«. 
On  trouve  U  =  (a«  —  p)«  ; 

on  a  donc  identiquement 

(a«  +  3ap)«  -  p  (3a«  +  p)«  =  (a«  -  &)• 

ou,  en  posant  a  =  -r-i  p  =  —  0, 

(a«  —  3a6«c)«  +  c  (3a«6  —  6«c)«  =  (a«  +  6«c)*.       (A) 
Cette  relation  a  lieu  identiquement ^  c'est-à-dire  pour  toutes 
les  valeurs  attribuées  aux  lettres  a,  6,  c. 


(1)  Nouvelle  correspwdance  mathématique^  1879  et  1880. 

JOURNAL  Dl  KATH.  ^M •  1881.  9 
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3. —  Proposons-noas  maintenant  de  résoudre,  en  nombres 
entiers»  l'équation         a;*  +  pj/"  =  «',  (1) 

p  étant  un  nombre  entier  donné;  x,  y,  %,  étant  les  in  con- 
nues. Il  résulte  de  l'identilé  (A)  qu'en  posant 

/  ce  =  o*  —  3pa6* 
(A)'  I  y  =  36a»  —  pV 

a,  b  étant  des  nombres  entiers  indéterminéSf  Téquation  proposée 
admet  toutes  les  solutions  entières  données  par  ces  for- 
mules,  quelles  que  soient  les  valeurs  entières  attribuées  aux 
lellres  a  et  b. 

4.  —  Considérons  maintenant  l'équation  plus  générale 

qx*  +  py»  =  z\  (2) 

dans  laquelle»  bien  entendu,  p  et  9  sont  des  nombres  eu- 
tiers  donnés.  Nous  allons,    pour  la  résoudre,   transformer 

l'identité  (A)  en  posant  c  =  «^  ;  on  obtient  ainsi  la  relation 

identique  pour  toutes  les  valeurs  attribuées  aux  lettres  a,  b, 

(B)  q  (ga*  —  3a6*p)*  +  p  {3a*bq  —  6»p)«  =  (a"?  +  6»p)*. 
Il  résulte  de  cetle  identité  que  les  formules 

IX  ^=  qa^  —  3  a6»p 
y  =  3a»  6?  —  6»p 
a  =  a»g  4"  ^*P» 
dans  lesquelles  a  et  6  sont  des  nombres  entiers  arbitraires, 

donnent  des  solutions  enliërcs  de  l'équation  (2). 

5.  —  Ces  formules,  bien  que  renfermant  deux  variables 
arbitraires,  indépendantes,  a  et  6,  ne  donnent  pas  toutes  les 
solutions  entières  de  l'équation  (2).  Pour  mettre  en  évidence 
ce  fait  important,  observons  qu'en  posant 

y  =  [LZ 
i    3  =  g  X»  +  p  jx« 
on  aura         (B")    j  a;  =  9  X«  +  p  |a«X 

{   y  =  q  X»(x  +  pa». 
Dans  ces  formules,  X  et  [x  doivent  être  considérés  comme 
des  nombres  entiers  arbitraires,  et  indépendants.  Il  est  facile 
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d'observer  que  les  formules  (B')  et  (B'')  ne  sout  pas  équiva* 
lenles,  et  nous  entendons  par  là  que  toute  solution  donnée 
par  (B')  n'est  pas  toujours  et  nécessairement  obtenue  par 
(B')y  ou  inversement.  Par  exemple,  donnons  à  X  et  ft  des 
valeurs  arbitraires,  entières,  différentes  de  zéro.  Les  formu- 
les (B')  font  connaître  pour;?  des  valeurs  correspondantes  et, 
la  plus  petite  d'entre  elles  est  évidemment  celle  qu'on  obtient 
en  supposant  X  =  i,  et(i.  =  ±i  ;  on  trouve  alors;  en  pre- 
nant X  =  I ,  [1.  =  I  : 

Considérons  maintenant  les  formules  (B')  ;  pour  obtenir  la 
valeur  (p  +  ?)  de  z,  il  faut  supposer  a  =  ±i  6  =  Hhiet 
les  valeurs  correspondantes  de  ce  et  de  y  sont 

±  x=  q  —  3p 

±  y  =  3g— p, 

qui,  en  général,  ne  sont  pas  égales  à  celles  que  nous  avons 
trouvées  au  moyen  des  formules  (B'). 

6.  — On  peut  encore  déduire  de  l'identité  (A)  une  solution 

de  l'équation  x*  +  J/'  =  ^'-  (3) 

Supposons  en  effet  que  les  nombres  a,  6,  c,  j^uî  figurent 
dans  cette  identité,  satisfassent  aux  deux  relations 

c  =  3  0*6  —  6'c 

a  =  I  +  6*  ; 
on  en  déduit  c  =  3  a& 

et,  par  suite,  c  =  36  (i  +  &•)  ; 

on  aura  donc,  identiquement, 

[(I  +  6»)'(i  -  86»)]«  +  [3b (1  +  6')]»  =L(i  +  6»)  (I  +46»)]». 

Les  formules 

±x  =  {i  +6«)«(i  — 86») 

y  =36(1  +  6»)  % 

;f=(i+6»)(i+46«) 
dans  lesquelles  6  est  un  nombre  entier  arbitraire»  donnent 
des  solutions  de  l'équation  (3). 

7.  — On  peut  généraliser  les  résultats  précédentsen  suivant 
la  méthode  élémentaire  que  nous  venons  d'exposer. 

Si  Ton  considère,  en  effet,  l'expression 
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qjn  peut  s'écrire  ^ 

ou         y=v/V+Q7T; 

eu  posant  P  =  a*  +  6a»p  +  p* 

Q  =  4a»  +  4ap, 

on  trouve  P«  -  Q*P  =  (**  -  P)*- 

On  a  donc  identiquement 

(»4  +  6a«p  +  p«)«  -  P(4*'  +  4«P)  =  (»•  —  P)* 

a  - 

oUy  en  posant      a  =  —  p  =  —  c, 

(a*  —  6a*6*c  +  6*c»)«  +0(40*6  —  ^Vac)*  =  (a*  +  cfr*)*. 
On  peut  ainsi  trouver  des  solutions  entières  de  réqpiation 

x^+py^  =  z',  (4) 

au  moyen  des  formules 

±  a?  =  a*  —  6a*6*p  +  6*p* 

+  y  =  40*6  —  46'ap 

+  jsï  =  a*  +  p6* 
dans  lesc[uelles  a  et  6  désignent,  comme  tout  à  Theure,  des 
nombres  entiers  arbitraires. 

8. On  voit,  sans  que  nous  ayons  besoin  d'insister  sur 

ce  point,  comment  on  pourra  poursuivre  indéfiniment  ces 
recherches  et  obtenir  des  formules  de  résolution,  renfermant 
deux  paramètres  variant  arbitrairement,  par  des  yaleuis 
entières  pour  les  équations 

et  même  pour  les  équations 

qx*  +  py*  =  ^, 
quand  1»  est  impair.  On  trouvera  ainsi  que  l'équation 

qx^  +  Pî/*  =  J8*  (5) 

est  résolue  par  les  formules 

1  +  0?  =  g*a»  —  loa^b^pq  +  5a6*p* 
±y  =  5qf»a*6  —  loa^b^pq  +  6»p* 
z=a^  +  b^q 
qui  résultent  de  l'identité 

g(g*a*  —  ioa*6*pg  +  5a6*p*)» 
+  p(59«a*&  —  ioa*6'pg  +  6»p")*  =  (a«g  +  &"p)\ 
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Mais  la  généralisation  de  ces  résultats»  lorsque  l'exposant 
de  %  est  supposé  quelconque,  quoique  très  facile,  ne  peut  se 
faire  sans  sortir  du  cadre  élémentaire  que  nous  ayons  fixé 
à  cet  article. 

9.  —  Nous  donnerons  ici  une  dernière  application  de 
l'identité  (B). 

Considérons  Téquation 

505* +  !>!/•  =1  (6) 

et  soit  a?  =  6',    y  =  6» 

une  solution  particulière;  il  est  facile  de  reconnaître  qu'il 
existe  alors  une  infinité  de  solutions  entières  de  Véquor 
tion  (6). 

On  a,  en  effet,  d'après  (6), 

j(g6'»  —  3pmy  +  p(49Ôô'«  —  pe»)«  =  (îÔ'«  +  pe«)«  ; 
mais  on  suppose  que 

on  peut  donc  dire  que  les  nombres 

X,  =  e'(?ô'«  -  3p^)  I  ^ 

y,  =  6(35ô'«  -  p6«)  i  ^'^ 

donnent  qxi^  +  Pî/i*  =  i  • 

On  pourra  donc  ainsi  calculer,  de  proche  en  proche,  une 
infinité  de  solutions  de  l'équation  (6). 

EiEMPLE.  —  Soit  l'équation 

3x*  —  2y*  =  I . 
On  aperçoit  immédiatement  la  solution 

(C  =  6'=i,    y=:0=i; 
les  formules  (7)  donnent 

^1  =  9»    yi  =  "- 
On  a  bien,  en  effet, 

3x8i  —2  X  121  =  I. 

On  trouve  ensuite 

a?j  =  872i,    2/1=10681. 

On  peut  vérifier  que 

(8721)»  =  76055841 

(io68i)«=  1 1408376 1 

et  l'on  a  bien 

3  X  76055841  —  2  X  1 14083761  =  1. 
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10.  —  Pour  montrer,  en  terminant  cette  note,  toute  la 
délicatesse  de  ces  questions  d'analyse  indéterminée  qui 
nous  paraissent,  au  moins  par  un  certain  côté,  ressortir 
autant  de  l'algèbre  élémentaire  que  la  théorie  des  nombres, 
nous  voulons  faire  remarquer  que  l'équation  (6)  qui  vient 
de  nous  occuper  ne  peut  pas  être  résolue  par  des  formules 
algébriques,  parce  que,  comme  nous  allons  le  démontrer, 
cette  équation  n'admet  pas  toujours  une  solution  entière. 

Considérons,  en  effet,  l'équation  particulière 

703*  —  5y*=  I,  (8) 

nous  allons  reconnaître  qu'elle  n'admet  pas  de  solution  en 
nombres  entiers.  Observons  d'abord  que,  pour  une  raison 
évidente,  y  n'est  pas  un  multiple  de  7  ;  alors  y  est  de  l'une 
ou  de  l'autre  des  formes  y^,  y,,  y,  ; 

j/t  =  7A±  I 

y»  =  7^  ±  ^ 

(A.  étant  un  nombre  entier). 
On  a,  d'après  cela, 

5yi«  +  I  =  5(7A  ±  i)«  +  I  =  M  .  7  +  6 
5y.«  +  I  =  5(7A  ±  2)«+  I  =  M  .  7 
5t/,«  +  I  =  5(7A  ±  3)«  +  I  =  M  .  7  +  I. 
L'équation  (8)  exige  donc  que  y  soit  de  la  forme 

(7A  +  2). 
Cette  remarque  faite,  on  peut  reconnaître  que  si  l'on  pose 

5(7A±2)»+i  =  7.B, 
tous  les  nombres  B,  nombres  entiers  obtenus  en  donnant 
à  A  des  valeurs  entières  arbitraires,  sont  terminés  par  un 
8  ou  par  un  3. 

Vérifions-le  d'abord  pour  des  valeurs  particulières  de  A. 
Pour  A  =  I,  on  a 

5(7  —  2)*  +  ï  =  ï^6; 
donc  B  =  18. 

Pour  A  =  2  on  a 

5(14  — 2)«  +  i  =721; 
donc  B=  io3. 

Supposons  donc  que  )a  propriété  ait  lieu  pour  une  valeur 
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particulière  de  Â,  et  montrons  qu'elle  subsiste  quand  on 
augmente  A  d'une  unité. 

On  a  en  effet  7(A  +0  —  2  =  7A  +  5 
et  nous  supposons  que 

5(7A  — 2)»  =  (iox  +  3)X7  (9) 

(X  et  A  étant,  bien  entendu,  des  nombres  entiers.  D'ailleurs 

5(7A  +  5)«  +  I  =  5(7A-  2  -h  ?)' +  i 

ou    5(7A  +  5)«  +  I  =  5(7A  —  2)*  +  70  (7A  —  2)  +  246 

et  d'après  (9)  et  en  observant  que 

246  =  7  X  34  +  8 

5(7A  +  5)«+  i=M  .  7+  8. 

Les  nombres  B  seront  donc,  alternativement,  terminés  par 

un  3  ou  par  un  8.  L'égalité 

yx*  =  5j/*  +  I 

est  donc    impossible,  en  nombres  entiers,  aucun  nombre 

terminé  par  un  3  ou  par  un[  8  ne  pouvant  être  un  carré 

parfait. 


CONCOURS  GÉNÉRAL  DE  PHILOSOPHIE  1881 

SolniloM  par  M.  Hadaha&d,  élève  au  Lycée  Loai^-le-Orand. 


On  donne  un  carré  inscrit  ABCD  (fig.  1),  et  un  point  I  du 
plan.  On  joint  le  point  I  aux  quatre  sommets.  Les  droites  obte- 
nues coupent  le  cercle  en  quatre  nouveaux  points  A',  B',  C,  D'. 

4^    Démontrer    que    dans    le    quadrilatère    A'B'C'D',   on  a 

A'B'  .  G'D'  =  A'D'  .  B'C. 

^  Étant  donné  le  quadrilatère  A'B'G'D'  satisfaisant  à  cette 
condition,  placer  le  point  I  de  manière  à  retrouver  le  carré 
ABCD. 

1^  Les  triangles  lAB,  lA'B'  sont  semblables  et  donnent 

A'B'    _  lA    _        / 
AB    ""  IB    ""  lA  .  IB 
(/  étant  la  puissance  du  point  I  par  rapport  au  cercle). 

CD'  IC  t 

Demême  -cd"  =  Td  =  IcTÎD  '       .        . 
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d'oïl 

AD    .  BC 
A'B'  .  GD-   ~ 

t* 

11 

.  m . 

IG  .  ID  • 

de  même 

AD'  .  BC 
AD.BC    ~ 

t» 

TT 

AIB  . 

IG  .  ID  ' 

Ces        deux 

proportions 

b/ 

ayant  les  trois 
derniers     ter- 

\ 

mes     égaux 

\ 

chacun  à  cha- 

\ 

cun,   les   pre« 

\ 

miers    termes 

\ 

sont     aussi 

\ 

égaux,     et    le 

/       \ 

théorème     est 

c\f^^ 

\ 

démontré. 

A 

y^ 

^ 

\ 

t 

Remarque. — 
Le  rapport 

/ 

S4 

/ 

^V^ 

A'B'  .  CD' 

/ 

\ 

r 

N^ 

_     A'D'  .  BC 

—       '  1 

\ 

\i 

y^ 

est     égal     au 

\ 

f  [/    /   j     \  > 

nX 

r 

y^ 

rapport  anhar- 
monique 

\ 

J 

,y{ 

y 

/ 

(A'B'C'D')  (*). 

>J 

A 

\ 

/ 

On  pourrait  en 

k\ 

y 

'C 

déduire   une 

]^ 

i^      ^^^ 

autre  démons- 

tration      du 

Fig.i. 

théorème  pré- 

cèdent,  puisque  les  points  A,  A'  ;  B,  B'  ;  G,  G'  ;  D,  D' divisent 
homographiquement  le  cercle,  et  que  (ABCD)  =  —  i. 
2*  L'angle  B'IA'  a  pour  mesure  la  demi-somme  des  arcs 


ncar 


A'B'        CD'         **"  T  ^'  ^'^' 


sin  —  arc  A'B' 

2 


A'D'         BC 
;=  (U  •  A'B'G'D'),  U  éuoit  un  point  du  cerde. 


sin  — -  arc  A'D'      sin  «-«  are  CD' 

2  2 


—  âOi  — 

arc  A'B' 
AB,  A'B'  ;  il  est  donc  égal  à  45"  +  »  ce  qui  donne 

un  premier  lieu  du  point  I.  On  en  a  un  second  en  décri- 

A'D' 

vaut  sur  A'D'  un  segment  capable  de  45^  -| .Ces  deux 

2 

cercles  se  coupent  en  deux  points,  dont  l'un  est  le  point  A' 

et  dont  l'autre  répond  à  la  question.  Car,  en  joigaant  LA', 

IB',  IG,  ÏD'j  on  obtient  les  arcs  AB,  AD  égaux  chacun  à 

un  quadrant.  Mais  si 

A'B'  .  GU  =  A'D'  .  B'C',  AB  .  CD  =  AD  .  BC    (!<>), 

ou,  puisque    AB   =  AD,    CD  =  CB.  Le  point  C   est  donc 

le  milieu  de  BD  et  ABCD  est  un  carré. 

Il  en  résulte  que  le  poiut  I  appartient,  non  seulement 
aux  cercles  que  nous  avons  décrits  pour  le  trouver,  mais 
encore  aux  cercles  analogues  décrits  sur  GD'  et  G'B'.  Or 
ces  cercles,  coupant  le  cercle  donné  sous  les  angles  de  45®, 
sont  orthogonaux  ;  les  cercles  lA'B',  IC'D'  sont  donc  tan- 
gents en  I,  ainsi  que  les  cercles  IB'C,  ID'A',  et  les  tangentes 
communes  sont  rectangulaires.  Or  ces  tangentes  passent 
respectivement  par  les  points  d'intersection  E,  F  des  côtés 
opposés  du  quadrilatère  A'B'C'D'  (fig.  4)  ;  en  efiTet,  le  point 
d'intersection  E  des  cordes  B'A',  B'C',  interceptées  sur  les 
cercles  lA'D',  IB'C  par  le  cercle  donné,  est  sur  l'axe  radical 
de  ces  cercles,  c'est-à-dire  sur  la  tangente  en  I.  Donc, 
du  point  I  on  voit  la  droite  EF  sous  un  angle  droit. 

Malheureusement  la  solution  que  nous  venons  de  donner 
manque  de  la  généralité  désirable.  Car  si  le  point  I  est  hors 

du  cercle,  l'angle  B'IA'  n'est  plus  égal  à  45*»  -\ ,  mais 

A'B'  A'B' 

à 45®  ou  à  45® .  Nous  allons  donner  une 

2  2 

solution  générale. 

Elle  8*appuie  sur  le  théorème  que  nous  venons  de  démon- 
trer, mais  que  nous  avons  à  démontrer  à  nouveau  indé- 
pendamment de  la  position  du  point  I. 

Pour  cela,  il  suffit  de  remarquer  que  les  quatre  cercles 
que  nous  avons  considérés  sont  les  inverses  des  côtés  du 
carré  par  rapport  au   point  I  et  à  la    puissance  lA  .  lA', 

JOURNAL  DBHATH.  thili.  1SS2*  9. 
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et  c[ue  par  conséquent,  puisque  les  angles  du  carré  sont 
droits,  ces  cercles  sont  orthogonaux  deux  à  deux  ;  le  reste 
comme  ci-dessus. 
De  plus,  on  voit  du  môme  point  sous  un  angle  droit  les 

points  de  rencontre  e,  ^ 
des  tangentes  aux  sommets 
opposés  du  quadrilatère 
A'B'C'D'.  En  effet,  transfor- 
mons ce  quadrilatère  avec 
le  même  pôle  et  la  môme 
puissance  que  ci-dessus. 
Le  point  D'  devient  D  et 
la  tangente  D'9  une  cir- 
conférence passant  par  le 
point  I  et  tangente  au 
cercle  0;  son  centre  est 
donc  sur  la  droite  DOB. 
L'inverse    de   B'9    est   de 


Fig.  «. 


même  une  circonférence  ayant  son  centre  sur  BD.  La  ligne  des 
centres  de  ces  deux  circonférences  est  donc  BD,  et  leur  corde 
commune  I9  est  perpendiculaire  à  BD.  De  même  le'  est 
perpendiculaire  à  AC.  Donc  l'angle  elç,  égal  à  el^ ,  est  droit. 

Or  les  points  £,  F  sont  conjugués,  et  il  en  est  de  même 
des  points  e,  9.  Car  les  points  A',  B',  G',  D',  et  par  suite  les 
tangentes  en  ces  points  sont  en  rapport  harmonique.  Donc 
(eKGX)  =  —  I.  De  môme  (eK'A'L')  =  —  i,  et  la  droite  A'C, 
polaire  de  e,  passe  par  le  point  tp,  intersection  de  KK'  et 
de  LL'. 

De  plus  les  points  E,  F,  e,  tp  sont  en  ligne  droite.  Donc 
du  point  I  on  voit  soiis  un  angle  droit  les  couples  de  points  con- 
jugués situés  sur  la  troisième  diagonale  du  quadfHlatère  A'B'C'D'. 
Les  points  I;  F,  d'oli  Ton  voit  sous  un  angle  droit  ces  couples, 
s'obtiennent  en  portant  sur  le  diamètre  OH  perpendiculaire 
à  EF,  de  part  et  d'autre  du  point  H,  la  distance  H*  —  n*,  égale 
à  la  tangente  HT  du  point  H.  Ces  points  sont  conjugués  par 
rapport  au  cercle,  car  on  a  HP  =  HP  =  HM  .  HN  (M,  N 
étant  les  points  d'intersection  de  OH  avec  le  cercle). 

Si    le  point  lest  donné,  la  droite  EF    est  parfaitement 


€ty 
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déterminée.  Car  T  devra  être  le  conjugué  harmonique  de  I 
par  rapport  à  MN,  et  EF  la  perpendiculaire  au  milieu  de  IF. 

Il  en  résulte  que  les 
points  I,  r  répondent 
tous  deux  à   la  question. 

De  notre  démonstration 
il  résulte  que  «t,  te  'point  I 
reniant  fixe,  le  carré  ABCD 
tourne  dans  le  cercle,  la 
droite  EF  reste  fixe,  ainsi 
que  son  pôle,  qui  est  lepoint 
d'intersection  des  diagonales 
du  quadrilatère  A'B'C'D'. 

Généralisation. — Appe- 
lons, dans  un  système  de 
quatre  points  A,  B,  C,  D, 
couple  de  lignes  deux 
lignes  telles  que  AC,  BD 
o\x  AC  joint  deux  des 
quatre  points,  BD  les 
deux  autres,  et  donnons 
pour  valeur  à  ce  couple  le 
produit  AC.BD. 

Gela  posé,  si  Ton  trans- 
forme par  rayons  vecteurs 
réciproques  les  quatre 
points  A,  B,  G,  D,  je  dis 
que  les  rapports  des  cou- 
ples entre  eux  seront  con- 
servés. 

Gar  on  montrerait  comme 
plus  haut  que 

A'G'.B'D'  r* 


Fig  S. 

AD'.B'G'       A'B'.C'D' 


AD.BC  lA.IB.IC.ID  AD.BC  AB.GD 

De  même,  dans  un  polygone  quelconque  d'un  nombre  de 

cdtés  pair,  le  rapport  du  produit  des  côtés  de  rang  pair  à 

celui  des  côtés  de  rang  impair  est  conservé. 
Gela  posé,  soient  deux  quadrilatères  ABGD,  A'B'O'D'  tels 
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Ag.BD  _  AD.B^C  _  AB'.Gjy 
^®  AC.BD    ~    AD.BC    ~     AB.CD   * 

cherchons  le  pdle  et  la  puissance  d'une  transformation  par 
rayons  vecteurs  réciproques  oii  les  points  A,  B,  G,  D  deyien- 
dront  des  points  formant  un  quadrilatère  égal  au  quadrila- 
tère A'B'C'D'. 
Soit  I  Torigine  et  a'  la  puissance.  On  a 

BC   _  IB.IG  ,       AC    _  lA.IG 

B G'  ~      a«     '      AC  ""      a«     ' 

Divisant  membre  à  membre,  il  vient 

BG       AG  IB 


De  même 


BG'  •   AG'  ~  lA 
AG       AB  IG 


A'G'      AB'         IB 
et  une  troisième  relation  qui  est  satisfaile  quand  les  deux 
premières  le  sont. 

Ges  deux  premières  nous  donnent  pour  lieux  du  poirti 
deux  circonférences  se  coupant  en  deux  points  I  et  I'  qui, 
on  le  démontrerait  facilement,  répondent  à  la  question 
pour  le  triangle  ABG,  c'est-à-dire  qu'en  transformant  ce 
triangle  avec  chacun  de  ces  points  pour  origine  et  une 
puissance  convenablement  choisie,  on  obtient  deux  triangles 
opy,  ot'p'Y  égaux  à  A'B'G'.  Transformons  aussi  le  point  D, 
nous  obtenons  les  points  8,  S'.  Si  les  quadrilatères  o^-^y  ^'PY^ 
«ont  égaux»  on  a 

lA   _   AB^    ^  _  ^AB^      BD    _    l'A 
ID   ~     ap    *    B8     ~    a'p'    '     p'S'    ~     ID 

lA   _  JB^_:  JC^  _  JD^ 

^^         l'A  "■    l'B   "■    IG  ~    l'D 

et  la  circonférence  lieu  des  points  tels  que  le  rapport  de  leurs 

lA 
dislances  à  I  et  à  T  soit  égal  à  -pr-  passera  par  les  points  A, 

B,  G,D.  Le  quadrilatère  ABGD  sera  donc  inscriptible. 

Écartons  pour  le  moment  ce  cas,  et  faisons  coïncider  les 
triangles  A'B'G',  apy,  ap'/.  Puisque  les  quadrilalères  0^78, 
oL'p'f'i'  ne  sont  pas  égaux,  les  nouvelles  positions  $|,  B|'  des 
points  8,  8'  seront  distinctes.  Mais  on  a 
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A^B\gD-  _  AB.CD  _  ATff  C'8',  kB'.GV, 

AT!'  RTi'  ~  An  Rn~  A.'G'  B'i\^     pari.) — ^w  t>.v 


A'C'.B'D'  ~  AC.BD 
ou,  en  supprimant  les  facteurs  communs  : 

CD'  _  C8t  _  CZ\ 


A'G'.B'yj 


BD' 


B\ 


et  de  même 


A'F  _  A^$,  _  A.'Z\ 
CD'  ~  C\   ~  0'h\  ' 


Mais  il  n'y  a  que  deux  points  tels  que  leurs  distances  aux 
points  A',  B',  C  soient  proportionnelles  à  A'D',  BD',  CD'. 
Comme  8^  et  V  sont  distincts,  D'  coïncide  avec  un  d'eux  et 
un  seul,  et  le  problème  a  une  solution  et  une  seule. 

Si  le  quadrilatère  ÀBGD  est  inscriptible,  le  quadrilatère 
donné  A'B'CD'  doit  Têtre  aussi;  les  quadrilatères  o^yB  et 
a'pyS'  sont  égaux  entre  eux  et  inscriptibles  dans  une  circon« 
férence  égale  à  la  circonférence  A'B'CD'.  On  en  conclut  aisé- 
ment, en  raisonnant  comme  ci-dessus,  que  le  problème  a 
deux  solutions. 

Le  môme  problème  peut  être  résolu  par  des  considérations 
angulaires. 

En  effet  l'angle  AIB  a  pour  mesure  la  somme  ou  la  diffé- 
rence  des 
demi  -  arcs 
AB,  ab  a,  b 
étant  les 
points  oîi  les 
droites  lÀ  IB, 
coupent  le 
cercle  ABC) 
ou  la  somme 
ou  la  diffé- 
rence des 
demi-arcs 

AB,A'B',  suivant  que  le  point I  esta  l'intérieur  ou  à  l'exté- 
rieur du  cercle  ABC.  Mais  ces  demi-arcs  ont  pour  mesure 
les  angles  c,  c  ou  leurs  suppléments,  suivant  que  le  point  I 
est  du  même  côté  de  BA  que  le  point  c  ou  de  côtés  différents. 
Donc  l'angle  MB  est  égal  à  <?  —  c  ou  à  c  +  c  ou  à  c  —  c  ou 


Fig,  4. 
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a  4C(  —  (c  4*  c').  On  aura  ainsi  des  lieux  du  point  I  dont 
rinterseciion   donnera  les  points  cherchés,  si  le  problème 

est  possible. 

Mais  la  condition  de  possibilité  est  facile  à  exprimer. 
Car  pour  que  l'angle  BAC  devienne  égal  à  B'A'C,  il  faut  que 
BIG  soit  égal  A — A'  ou  à  A'  —  A ,  ou  à  A  +  A'  ou  à  4d— (A-f  A  > 
De  même,  pour  que  BDC  devienne  égal  à  B'D'C»  il  faut  que 
BIC  soit  égal  à  D  —  D',  etc.,  suivant  la  position  du  point!. 
En  égalant  ces  valeurs  de  BIC  dans  toutes  les  positions  da 
point  I,  on  obtient  une  des  conditions  cherchées. 

Réciproquement,  si  ces  conditions  sont  remplies,  il  est 
facile  de  démontrer  que  le  problème  est  possible,  excepté 
dans  le  cas  du  quadrilatère  inscriptible,  oh  ces  conditions 
ne  sont  pas  suffisantes. 
Or,  voici  à  quelles  conditions  on  arrive  : 
Appelons  demi-couple  d'angles  deux  angles  tels  que  ACB, 
ADB.  c  et  D  seront  les  sommets  et  AB  la  base.  Le  demi-cou- 
ple de  base  CD  sera  le  conjugué  du  précédent  et  leur  ensemble 

formera  un  couple  ayant 
pour  base  le  couple  de 
lignes  r(ABCD).  La  va- 
leur d'un  demi-couple 
sera  la  différence  de  ses 
angles,  si  les  sommets 
sont  du  même  côté  de 
la  base,  elleur  somme 
dans  le  cas  contraire. 
On  verrait  sur  une 
figure  que  deux  demi- 
couples  conjugués  sont 
égaux  ou  ont  pour 
somme  4d.  On  peut 
doue  prendre  pour  la  valeur  X  du  couple  de  base  l^  la 
valeur  d'un  de  ses  demi-couples. 

Cela  posé,  les  conditions  trouvées  se  réduisent  à  celle-ci, 
que  les  couples  d'angles  soient  conservés. 

Mais  on  peut  établir  plus  rapidement  cette  condition  en 
montrant  qu'elle  est  équivalente  à  la  relation  segmentaire 
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trouvée  plus  haut,  excepté  dans  le  cas  du  quadrilatère  ins- 
criptible. 

Â  cet  effet  prenons  la  figure  dont  on  se  sert  pour  démon- 
trer la  proposition  contraire  du  théorème  de  Ptolémée. 

On  sait  que  Ton  fait  l'angle  DAM  =  CAB  et  l'angle  MDA 
=  ACB  et  que  l'on  obtient  ainsi  les  deux  triangles  DAM,  ABC 
et  AMB,DAC.  Il  en  résulte 

^  =  4?-  ou  AD.BG  =  AG.DM 
DM  LB 

^®  =  4S-  OU  AB.CD  =  AC.MB. 


D'où 


DM         CD 
AD.BG  AB.CD  AC.BD 


DM  MB  BD 

Les  trois  côtés  du  triangle  DMB  sont  donc  proportionnels 
aux  trois  couples  de  lignes  I,  m,  nd\i  quadrilatère.  Mais  ses 
angles  sont  les  trois  couples  d'angles  X,  fx,  v  de  ce  même 
quadrilatère.  Car  on  a 

DMB  =  DMA  +  AMB  =  ABC  +  ADC  =  X 
MDB  =  MDA  —  BDA  =  BCA  —  BDA  =  [x 
DBM  =  MBA  —  DBA  =  DCA  —  DBA  =  v. 
On  Yoit  donc  que  nos  deux  relations  segmentaire  et  angu- 
laire sont  toutes  deux  équivalentes  à  celle-ci,  que  le  triangle 
DMB  et  le  triangle  D'M'B'  construit  de  la  même  façon  dans 
le  quadrilatère  A'B'C'D',  sont  semblables. 

Dans  le  seul  cas  du  quadrilatère  inscriptible,  la  relation 
angulaire  ne  prouve  pas  la  similitude  des  triangles  DMB, 
D'M'B",  parce  que  deux  triangles  réduits  à  des  lignes  droites  ne 
sont  pas,  pour  cela,  semblables;  quoiqu'ils  soient équiangles. 

Le  triangle  DMB  permet  encore  devoir  que  nos  trois  rela- 
tions angulaires  se  réduisent  à  deux,  puisque  la  somme  des 
couples  est  toujours  2o(. 

Des  propriétés  de  ce  triangle  on  peut  aussi  déduire  des 
propriétés  du  quadrilatère.  Pour  cela,  on  n'aura  qu'à  rem- 
placer dans  les  relations 

sin  X  sin  fA  sin  v 

/  m  n    * 

/  =  w  cos  V  -|-  n  cos  1*,  etc. 
/,  w,  n,  A,  |x,  V  par  leurs  valeurs. 
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NOTE  DE  GÉOMÉTRIE 

Par  H.  H.  Bouri^t,  à  Ait. 


Théorème.  —  Soit  DOS  le  diamètre  d'un  cercle  0;  BAS 

une  sécante.  On  mène  les  ordonnées  AP,  BQ  des  points  A  et  B. 
On  tire  les  lignes  AQ,  BP  qui  se  coupent  en  I.  On  joint  le  point  I 
au  point  D,  la  ligne  DI  coupe  BAS  en  M.  Démontrer  que  k, 
point  N  est  sur  la  tangente  en  G. 

ÊleTons  par  le  point  S  une  perpendiculaire  DGS;  et  pro- 
longeons DIM  jusqu'à  sa  rencontre  en  N  avec  celte  ligne 


D'après  un  théorème  connu,  une  paraUële  à  NS,  AP  par  exem- 
ple, étant  divisée  en  deux  parties  égales  par  SI,  le  faisceau 
[S,  N,  M,  I,  D]  est  harmonique  ;  donc  la  droite  DN  est  divisée 
harmoniquement  par  les  quatre  points  N,  M,  I,  D. 

Abaissons  de  I  une  perpendiculaire  sur  le  diamètre  DOS. 
Il  est  évident  que  si  nous  démontrons  que  la  ligne  DS  est 
divisée  harmoniquement  par  les  points  D,R,C,S,  nous  aurons 
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démontré  le  théorème,  parce  que  le  point  M  se  trouyera  sur 
une  perpendiculaire  MG  à  l'extrémité  du  diamètre. 

Or  il  est  facile  de  voir  au  moyen  des  lignes  de  la  figure  que 
RI  est  la  polaire  du  point  S  par  rapport  au  cercle  0.  Donc 
les  quatre  points  divisent  bien  harmoniquement  la  droite  DS. 
Par  suite  le  théorème  est  démontré. 

Corollaire  1.  —  Dans  une  conique,  si  de  deux  points  A 
et  B  on  mène  deux  cordes  conjuguées  à  un  diamètre  DC  et  qu'on 
cherche  l'intersection  I  des  diagonales  du  trapèze  formé  par  ces 
cordes  et  le  diamètre,  et  qu'on  joigne  le  point  I  au  sommet  D,  la 
ligne  DI  coupera  AB  en  un  point  M  situé  sur  la  tangente  en  G. 

On  obtient  ce  théorème  par  la  méthode  projective.  La  ques- 
tion 13  (Joum.  math,  spéc.)  n'en  est  qu'un  cas  particulier. 

Corollaire  2.  —  Ce  théorème  permet  de  construire  une 
conique  connaissant  trois  points,  la  direction  du  diamètre  passant 
par  un  de  ses  points,  la  direction  du  diamètre  conjugué. 


BACCALAUREAT  ES  SCIENCES 


PARIS  —  JUILLET  1882 
Résoudre        ■  + — —  +  ■  +  — —  =  o. 

03+1  a?+2  X  ^   l  05—2 

— ^ËtaDt  donnée  une  sphère  de  rayon  R,  déterminer  la  distance  DP  du  centre 
à  un  point  P,  de  façon  que  la  surface  latérale  du  cône  circonscrit  à  la  sphère 
et  ayant  pour  sommet  le  point  P,  soit  équivalente  à  la  surface  de  la  calotte 
sphérique  ACB,limitéepar  le  cercle  de  contact  et  extérieure  au  cône. 

—  Calculer  les  valeurs  de  tga  déterminées  par  l'équation 

tg(a+45)  +  tg(a-45)=4-- 

—  Soit  0  le  centre  d'une  sphère  de  rayon  R  ;  soit  A  un  point  extérieur  à 
la  sphère.  On  construit  le  cône  circonscrit  ABC,  qui  a  pour  sommet  A  et  le 
cône  OBG,  qui  a  même  base,  et  dont  le  sommet  est  au  centre  0  de  la  sphère. 

Calculer  la  distance  OA,  sachant  que  la  somme  des  volumes  de  ces  cônes  est 

3 
égale  aux  -rp  du  volume  de  la  sphère. 

o 

QX  4-  h 

—  Si,  dans  l'expression  — 5— — ,  on  fait  varier  a?  de— 00  à  +  00, cette 

expression  passe  par  un  maiimum  et  un  minimum.  Déterminer  les  nombres 
a  et  6  de  laçon  qne  le  maximum  soit  +  4,  et  le  minimum  -*-  x . 
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^  L'angle  a  étant  donné  par  la  relation  tg  2a  =  ^T7  calculer  la  valeur  de 
tg  3a. 

—  Prouver  que  si,  dans  un  tétraèdre,  deux  couples  d'arêtes  opposées  sont 
rectangulaires,  les  deux  dernières   arêtes  sont  rectangulaires  Tune  à  l'autre. 

—  Dans  le  triangle  ABC,  ÀB=  12-  ;  ÂG  =  8".  On  propose  de  déterminer  le 
troisième  côté  BC  de  façon  que  le  segment  DH,  intercepté  entre  la  hauteur 
AH  et  la  bissectrice  AD  de  l'angle  BAC,  soit  égale  à  3". 

—  Déterminer  les  limites  entre  lesquelles  demeurent  comprises  les  Taleurs 

de  la  fraction  -^—t , 

quand  on  fait  varier  a;  en  lui  attribuant  des  valeurs  réelles  quelconques. 

Calculer  la  base  et  la  hauteur  d'un  triangle  isoscèle  connaissant  les 
volumes  V  et  Y'  engendrés  par  le  triangle  tournant  successivement  autour  de 
sa  base  et  autour  d'un  autre  côté. 

ROUEN 

Calculer  en  degrés,  minutes  et  secondes  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  o  et  36o,  satisfaisant  à  l'équation 

tg  a;  +  tg  3a?  -|-  sin  ?j?  =  o. 


ECOLE  FORESTIERE 


CONCOURS  DE  L'ANNÉE  1882 

Mathématiques. 

1.  —  Trouver  la  somme  des  termes  de  la  suite 

I  4-  ^®*  +  3a?*  +  . . .  +  iwr«  —  ^ 

2.  —  Résoudre  l'équation 

X*  3x^  3rr*     ,     x      ,      i 

'"'  +  ^ ï r  +  i6+ir  =  °- 

3.  —  Par  un  point  fixe  A  on  fait  passer  une  série  de  droites  rencontrant 
une  droite  donnée  MN,  et  sur  chaque  segment  tel  que  AB,  on  construit  un 
triangle  semblable  à  un  triangle  donné  ;  trouver  le  lieu  des  sommets  P  de 
ces  triangles. 

4.  —  Maximum  et  minimum  de 

x^  —  x'  -\-  3x*  —  3x^ 

3x  —  3  +  a;*  —  a^ 

Trigonométrie  et  oaloul. 

i.  —  Calculer  les  distances  des  deux  points  C  et  C  à  la  droite  passant  par 
les  deux  points  inaccessibles  A  et  A',  connaissant 

ce  =  64989-98 
ACC  =  4i«  28'  37^,42 
C'CA'  =  59  49  59,  87 
ACC  =  62   38  48,  98 
CC'A'  =  37    25  X7,  79. 
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3.  ^  Résoudre  un  triangle,  et  en  calculer  la  surface,  connaissant  les  Irois 
angles  et  le  rayon  du  cercle  inscrit 

A  =  71-21' 45»,  36 
B  =  32  43  27,  92 
C  =  75  54  46,  72 
r  a=  11929,   98. 


QUESTION  376 

flolntloB  par 


L'arête  d'un  dièdre  donné  «  est  tangente  à  une  sphère  de 
rayon  R.  Quelle  doit  être,  par  rapport  au  plan  diamétral  de 
contact,  la  position  de  ce  dièdre  pour  que  la  surface  de  sphère 
interceptée  par  le  dièdre  soit  maxima? 

Soient  ce  et  a  —  a;  les  angles  qui  font  les  faces  du  dièdre 
avec  le  plan  diamétral;  l'expression  dont  on  cherche  le  ma- 
ximum est,  comme  on  peut  facilement  le  reconnaître, 

4'icR*  [i  —  cos^o;  —  cos*  (a  —  x)]. 

La  quantité  entre  crochets  peut  s'écrire 

sin^a?  —  cos*  (a  —  x) 

ou  encore       cos*  ( -^ x\  —  cos"  (a  —  x). 

Sous  cette  forme  on  peut  facilement  la  transformer  en  un 
produit,  et  Ton  trouve  pour  la  quantité  à  rendre  maxima, 
l'expression  cos  a  cos  (205  —  a). 

Cette  expression  sera  maxima,  quand  on  aura 

a 

2 

Donc  le  plan  diamétral  est  bissecteur  de  l'angle  dièdre. 

QUESTION  379 

SolntioB  par  M.  Hbllot,  élève  au  lycée  Corneille,  à  Rouen . 

Déterminer  les  côtés  d^un  triangle^  connaissant  le  périmètre 
2p,  sachant  que  bc  =  m*,  et  que  les  médianes  correspondant 
aux  côtés  h  et  c  sont  à  angle  droit. 

Soient  ^  et  y  les  médianes  correspondant  aux  côtés  6  et  c; 
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on  a,  d'après  des  relations  connues, 

De  plus,  les  médianes  se  coupant  à  angle  droit,  aux  deux 
tiers  de  leur  longueur  à  partir  du  sommet,  on  a 

~  (P*  +  T*)  =  û*. 

On  déduit  de  ces  deux  équations  la  relation  suivante 

6«  4-  c*  =  5a*. 
Donc  les  trois  équations  du  problème  sont 

o  4-  fc  +  c  =  2p 
6»  -f  c«  =  5a« 
bc  =  m*. 
On  élimine  facilement  b  et  c,  ce  qui  donne  réqpiation 

5a"  +  2m"  =  (2p  —  a)* 
ou  2a*  -j-  2ap  —  2p*  -^^  m*  =zo, 

La  condition  de  réalité  des  racines  est 

5p«  —  2m*  >  o. 
De  plus,  la  somme  des  racines  étant  négative,  il  faut,  pour 
que  le  problème  ait  une  solution,  que  les  racines  soient  de 
signes  contraires,  ce  qui  donne  la  condition 

2/)*  —  m*  >  o, 
qui  entraîne  la  précédente  ;  il  y  a  alors  une  seule  solution 
pour  a;  on  en  tire  ensuite  facilement  b  et  c. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MH.  Derome,  à  Yalenciennei, 

et  Fiéyet,  à  Lille. 


QUESTION    1 

SolatloB  par  M.  H.  Bou&gbt,  à  Àiz. 


Démontrer'^ que  le  polynôme 

A  =  n(n  +  i)(n  +  2)x**  —  6n.  ix**-*  —  6(n  —  i)2x"-* 
6(n  —  2)3x°-3  —  . . .  —  6. 2(n  —  i)x  —  6n 
est  exactement  divisible  par  x  —  i  et  donner  le  quotient. 

(6.  de  Longchamps.) 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'un  polynôme 
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entier  en  x  soit  divisible  par  x  —  i ,  c'est  que  i  substitué 

à  X  annule  le  polynôme. 

Substituons  donc  i  à  x  dans  lé  polynôme  proposé,  il  devient 

A  =  n{n  +  0(^  ^  2)  —  6n.  i  — 6(n  —  1)2  —  6(n  —  2)3 

—  ...  —  6.2(n  —  i)  —  6.  m. 

D'après  ce  qpie  nous  venons  de  dire,  on  doit  avoir 

n(n  +  0(w  +2)  ,    ,  V     ,    /  xo 

c  =  n.  I  +  (n  —  1)2  +  (n  —  2)3  -^  ... 

+  2{n  —  i)  +  in. 
Si  nous  développons  le   second  membre  de  cette  égalité 
nous  aurons,  toutes  réductions  faites, 

— i — !— ^15 — ! — i.  =  m  +  2n  +  3n  +  . . .  +  (n  —  i)n 

-f-  w.n —  [i  +  2  +  3  +  •••  +  (^  —  2)  +  (^ —  0] 

—  [i«+  2»  +  3*+  ...  +(n—  2)»  +(n  — i)*] 

ou,  effectuant  les  sommes  indiquées  et  réduisant  au  même 

dénominateur, 

n(n-\-  i)(n-|-2)  3n(i-f-^)^ — 3n(n —  i) — (n — i)n(2n — i) 

6  ""  6 

ou 

n{n  +  i)(w  +  2) 3n(r  +^)^  —  2n(n  —  i)(n  +  0 

6  ~  6 

ou  enfin 

w(n+i)(n  +  2)    _  w(n  +  i)(n  +  2)       ^^^^ 
o  o 

n  est  aisé  de  vérifier  que  le  quotient  est 
[n(n  +  i)(n  +  2)]a^-*  +  [n(n  +  i)(n  +  2)  —  6n.  ijas"-" 
+  [n(n  +  0(^  +  2)  —  6n,  i  —  6(n  —  i)2]a?'*-» 
+  • . .  +  [w(n  -|-  i)(^  +  2)  —  6n.  I  —  6(n  —  1)2  — 
...  —  6.2(n  —  i)]aj  +  [n(n  +  i)(n  +2)  —  6n.  i 
—  6(n  —  1)2  —  ...  —  6.2(n —  i)  —  6.  m]. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  H.  Paul  Godefiroy,  à  I^on. 
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Cours  de  Mécanique  élémentaire,  à  V usage  des  aspirants  au 
baccalauréat  es  sciences^  et  des  candidats  aux  Écoles  navalej 
militaire  et  forestière^  par  M.  Combette,  professeur  au  lycée 
Saint-Louis.  —  Paris,  librairie  Germer-Baillière 


Au  moment  de  rendre  compte  de  l'ouvrage  nouveau  de  M.  Combette,  je 
crois  pas  devoir  reprendre  l'observation  générale  que  j'ai  déjà  eu  roccasion 
de  faire  sur  les  programmes  de  mécanique  dans  renseignement  secondaire. 
J'accepte,  tel  qu'il  est,  Tordre  suivi  par  l'auteur,  et  je  ne  puis  que  le  ÊUciter 
de  la  manière  dont  il  a  développé  son  programme,  et  des  détails  dans  lesquels 
il  est  entré.  M.  Combette  a  traité  à  fond,  autant  que  le  permet  l'étude  élémen- 
taire de  la  mécanique,  toutes  les  questions  qui  font  partie  du  cours  de  mathé- 
matiques 2**  année  ;  mais  je  signalerai  plus  particulièrement  aux  lecteurs  les 
chapitres  suivants  : 

Réduction  des  forces  à  deux  ; 

Conditions  d'équilibre  d'un  solide  libre  et  les  six  équations  ; 

Conditions  d'équilibre  d'un  solide  qui  n'est  pas  libre  ; 

Les  machines,  à  propos  desquelles  M.  Combette  décrit  les  principaux  types 
de  machines  simples  usuelles  ; 

L'étude  géométrique  détaillée  du  mouvement  des  projectiles  dans  le  vide; 

Le  travail  et  la  transmission  du  travail  dans  les  machines. 

Les  exemples  intéressants  qui  accompagnent  chacune  des  théories  impor* 
tantes  sont  choisis  de  façon  à  bien  £iire  comprendre  l'application  des  divers 
principes  à  la  solution  des  problèmes  de  mécanique;  les  exercices  qui  viennent 
après  chaque  livre  contiennent,  ou  bien  des  théorèmes  qui  sortent  des  limites 
du  programme,  et  qu'il  peut  être  pourtant  utile  de  connaître,  ou  bien  des  pro- 
blèmes présentant  pour  les  élèves  un  grand  intérêt,  soit  parce  qu'ils  donnent 
des  résultats  souvent  assez  simples ,  soit  parce  qu'ils  proviennent  de  questions 
d'examen. 

M.  Combette  a  indiqué  par  un  astérisque  les  questions  qui  ne  font  pas  par- 
tie du  programmé  du  baccalauréat  ;  il  esta  désirer  que  même  les  aspirants  À  ce 
grade  prennent  la  peine  d'étudier  complètement  ce  cours  de  mécanique,  dont 
les  candidats  aux  Écoles  ne  doivent  négliger  aucune  partie,  sans  se  préoccuper 
du  programme. 

Je  termiuerai  cette  notice  en  signalant  aussi  l'exécution  matérielle  de  cet 
ouvrage  ;  l'éditeur  a  eu  soin  de  mettre  des  figures  très  nettes»  de  grande 
dimension  ;  les  modèles  de  machines  ont  été  choisis  parmi  les  types  les  plus 
parfaits  et  reproduits  avec  une  très  grande  netteté  ;  ces  avantages,  joints  au 
fond  même  de  l'ouvrage,  contribuent  à  en  faire  un  traité  fort  recommandable. 

A*  A. 
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ENSEIGNEMENT  SPECIAL 


CONCOURS  D'AGRÉGATION  EN  1882 

Algèbre. 

Un  professeur,  pour  donner  à  ses  élèves  une  idée  succincte 
delà  résolution  des  équations  du  troisième  degré  de  la  forme 

ac*  -{-  px  '\'  q  =  Oj  les  engage  à  remplacer  x  par  y , 

ou  par  m  sin  9,  en  disposant  de  l'indéterminée  m  de  telle 
sorte  que  l'équation  transformée  soit  résoluble  à  la  manière 
des  équations  du  second  degré,  ou  de  la  relation  Irigonomé- 
trique  entre  sin  3  9  et  sin  9,  et  donne  immédiatement  une  racine 
réelle.  On  en  déduira  les  trois  racines  de  l'équation  proposée. 
Appliquer  ce  procédé  aux  équations 

ai^  -\-bx  '-  2  =  o;    ce*  —  bx  —  2  =  0, 
et  faire  le  calcul  avec  la  précision  que  peuvent  donner  les 
tables  à  cinq  décimales. 

Géométrie  descriptive. 

Dans  un  plan  PaF,  perpendiculaire  au  plan  vertical,  et 
faisant  un  angle  9  avec  le  plan  horizontal,  on  décrit  une 
circonférence  sur  la  portion  AB  de  la  trace  horizontale  aP 
prise  comme  diamètre.  Construire  la  surface  engendrée  par 
ce  cercle  tournant  autour  d'un  axe  vertical  dont  la  projection 
horizontale  C  divise  le  diamètre  ÂB  en  deux  parties  telles 

AC  —  CB 

^^^  AC  +  CB  =  ''^  ^- 

Pour  représenter  les  projections  du  corps  ainsi  engendré, 
on  supposera  que  la  partie  située  au-dessus  de  PaP'  a  été 
supprimée.  (Épure  à  main  levée.) 

Mécanique. 

1.—  Description  de  l'injecteur  Giffard. 

2.  —  Engrenage  à  roues  elliptiques,  destiné  à  transmettre 
la  rotation  d'un' axe  à  un  autre  axe  parallèle  dans  un  rapport 
qui  varie  entre  deslimites  données. 
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QUESTIONS  PROPOSEES 


53.  —On  considère  l'expression 


et  on  propose  de  la  transformer  en  un  produit  de  deux  fac- 
teurs de  la  forme  \x  +  y  !/  • 

Démontrer  que  la  transformation  n'est  possible  que  si 
aH  =  6c,  et  qu'elle  n'est  avantageuse  que  si  les  nombres 
a*  —  6,  a'  —  c  sont  carrés  parfaits. 

Exemple 

(G.  L.) 

64.  —  Résoudre  le  système  d'équations  à  trois  inconnues 

X*  —  y«  —  z^  —  d*        a 

x*  +  y^  +  %^  —  d*  ""T' 
2j/(aj  —  d)  h 

x^  +  y^  +  z^  —  d"  ~T' 

2z{x  —  d)  c 

a;*  +  î/*  +  iï«  — cP  ""T' 
en  supposant  a*  +  ^*  +  <^*  différent  de  d". 

(G.  L.) 


Le  RédacteuMvérant» 
E.VAZEILLE. 


l'AKIS.—  JlirRIKKBIB  CHAIX,20»RUB  BBROKBI,  PRB8  DO  BOULBVARD  HOimiABTRB.  —  ISS40-i. 
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NOTE 


SUR  LES  PROPRIÉTÉS  DU  QUADREATÈRE INSCRIPTIBLE 

Par  M.  X.  Antomarly  professeur  au  Lycée  de  Carcassonne. 


Les  propriétés  dont  il  ya  être  question  sont  relatives  aux 
relations  bien  connues  entre  les  côtés  et  les  diagonales.  Elles» 
so  déduisent  simplement  de  la  propriété  générale  suivante  : 

Dans  tout  quadrilatère  inscriptible^  si  on  multiplie  faire  du 
triangle  formé  par  trois  des  sommets  par  le  carré  de  la  distance 
du  quatrième  sommet  à  un  point  qu^elœnque  du  plan,  la  somm^ 
des  produits  relatifs  aux  deux  triangles  séparés  par  une  diago- 
nale  est  égale  à  la  somme  des  produits  relatifs  aux  deux  triangles 
séparés  par  Vautre  diagonale. 

Je  sais,  pour  l'avoir  vu  à  la  fin  du  Traité  de  Géométrie  de 
MM.  Rouché  et  de  Gomberousse,  que  cette  proposition  est 
due  à  Luchterhandt;  qui  Ta  publiée  dans  le  Journal  de  Crelle^ 
t.  XXIII.  A  la  fin  du  même  Traité  de  Géométrie,  ta  démon- 
stration de  cetle  proposition  est  donnée  comme  application 
de  la  multiplication  des  déterminants.  Par  cela  même,  elle 
ne  peut  êlre  enseignée  en  Mathématiques  élémentaires.  Nous 
allons  en  donner  une  simple,  à  la  portée  des  commençants, 
et  qui  n'exige  que  la  connaissance  de  la  propriété  du  carré 
du  côté  d'un  triangle 
opposé  à  un  angle  aigu 
ou  à  un  angle  obtus, 
ainsi  que  la  propriété 
du  produit  des  seg- 
ments déterminés  par 
une  circonférence  sur 
les  sécantes  issues  d'un 
point. 

Voici  cette  démons- 
tration : 

Soient  ABCD  le  qua- 
drilatère inscrit  dans  le  cercle  de  Centre  0»  et  P  nn  point 

JOURNAL  01  MATH.  iLÂH»  ld8l«  10 
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quel€oa^«  ée  «en  ^lan.  Les  diagonales  de  ce  quadrilatke 
le  partagent  en  quatre  triangles;  nous  désignerons  d'une 
manière  générale  l'aire  de  l'un  de  ces  triangles  par  la  lettre 
du  sommet  opposé.  Par  exemple,  nous  appellerons  A  Faire 
du  triangle  BCD.  Soient  a,  b,  c,  d  les  côtés  du  quadrilatère, 
tn  et  n  ses  diagonales,  enfin  R  le  rayon  du  cercle  circons- 
crit. 

Remarquons  d'abord  que  les  deux  triangles  ABD  et  BCD 
ayant  même  base  BD,  on  a 

AI  _  C 

IC  ~  A 

AI         IC         m 
oubien  _.  =  _  =  _ 

en  désignant  par  S  l'aire  du  quadrilatère.  On  en  déduit 

AI  =  H^,  (1, 

10  =  -^.  (2) 

Joignons  le  point  P  aux  sommets  du  quadrilatère  et  au 
point  I,  et  soit  F  sa  projection  sur  AG.  La  considération 
des  deux  triangles  API  et  IPG  donne  : 

IP*  =TP*  +  ÂÏ*  +  2AI  X  IF, 

CP*  =  TP+lG^_2lG  XIF. 

Multiplions  la  première  de  ces  relations  par  IC,  la  deuxième 
par  lA  et  ajoutons.  Nous  aurons 

IC  X  ÂP^  +  lA  X  GP  =  ÎP  X  (AI  +  IG)  +  Al  X  IC 

X  (AI  +  IC), 
relation  que  Ton  peut  écrire 

IG  X  AP^  +  lA  X  GP*  =  m  (ÎF'  +  R«  —  (5P),  (8) 

puisque  AI  X  IG  est  la  puissance  du  point  I.  Enfin,  si  l'on 
tient  compte  des  valeurs  de  lA  et  de  IG  données  par  (1)  et 
(2),  la  relation  (3)  donne,  après  la  suppression  du  facteur  m, 

AxAP  +  CxGP  =  S(ÏP^  +  R«  — "oi*)  • 

Le  second  membre  ne  dépendant  que  de  la  surface  du  qua- 
drilatère et  de  la  position  du  point  I,  on  en  conclut 
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A  X  ÂP  +  C  X  CP  =  B  xBP  +  D  X  Dp 

=  S(IP»  +  R«— Ôi*)(»)  (4) 

G.  Q.  F.  D. 

Corollaire  I.  —  Dans  tout  quadrilatère  inscriptible  le  pr(h 
duit  des  diagonales  est  égal  à  la  somme  des  produits  des  côtés 
opposés. 

Supposons  en  effet  que  le  point  P  coïncide  avec  le  point  A 
par  exemple,  et  rappelons  que  Ton  a 

bcn     ^       cdm     ^       adn    _        abm       ,^ 

^=ir  ^=ir  ^=iR  ^=ir-  ^^ 

D'ailleurs,  on  y  oit  sur  la  figure  que 

AP  =  o,     CP  =  m,      BP  =  a,      DP  =  (î. 
La  relation  (4)  deyient  ainsi 

adn  .        cdm         .   ,    abm         ,. 

4R  4R  4R 

La   suppression  du  facteur  commun  — — -  donne  fînale- 

4K 

ment  mn=:ac  -}-  bd  c.  q.  p.  d. 

Corollaire  II.  —  Dam  tout  quadrilatère  inscriptible  le 
rapport  des  diagonales  est  égal  au  rapport  des  sommes  des 
produits  des  côtés  qui  aboutissent  aux  extrémités  de  la  même 
diagonale. 

Supposons  en  effet  que  le  point  P  coïncide  avec  le  point  0. 
Alors  on  a    AP  =  CP  =  BP  =DP  =  R.  La  relation  (4)  de- 
vient A  +  C  =  B  +  D 
et  en  tenant  compte  de  (5)  on  aura 

~  (ad  +  6c)  =  -p-  {ab  +  cd), 

„  -  m        ad  4-  bc 

d'oa  =  — j— ; y. 

n         a6  +  cd 

RsMARQVB.  —  La  démonstration  qu'on  donne  de  ces  deux 
propriétés,  dans  les  cours  de  Mathématiques  élémentaires, 
repose  sur  la  similitude.  Celle  que  nous  venons  d'indiquer 

(*)  On  pant  remarquer  qae  la  démonstralion  t'applique  à  un  point  qneU 
cMiqoe  de  l'espace. 
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nous  semble  préférable  parce  qu'elle  les  fait  découler  d'une 
propriété  générale;  en  outre,  la  démonstration  de  cette  pro- 
priété générale  n'exige  aucun  effort  de  mémoire  pour  les 
constructions,  effort  devant  lequel  les  élèves  reculent  tou- 
jours, au  moins  pour  ce  qui  concerne  le  corollaire  II. 

NOTE  DE  GÉOMÉTRIE 


Dans  le  troisième  livre  de  Géométrie  élémentaire,  on  étudie 
en  général  deux  problèmes  de  construction  de  lignes,  en 
donnant  une  forme  particulière  à  l'énoncé;  nous  nous  pro- 
posons ici  de  traiter  ces  problèmes  d'une  manière  plus 
générale,  et  d'en  déduire  les  conditions  de  possibilité,  et 
aussi  les  constructions  ordinaires  dans  le  cas  particulier  dont 
nous  parlons.  L'idée  de  cette  généralisation  ne  nous  appar- 
tient pas;  nous  avons  trouvé,  dans  V Algèbre  de  M.  Burat 
l'indication  de  la  construction  relative  au  premier  problème, 
à  l'occasion  d'une  question  d'algèbre  qui  n'est  que  la  traduc- 
tion de  l'énoncé  que  nous  allons  indiquer. 

Problème  I.  —  Construire  deux  lignes^  connaissant  leur 

gomme  et  leur  produit;  ou  autrement,  consti^ire  les  dimensions 

d^un  rectangle^  connaissant  le  périmètre  et  les  dimensions  d'un 

rectangle  équivalant. 

Soient  AB  la  somme  des  deux  lignes,  m  et  n  les  dimensions 

du  rectangle  donné.  An 
point  A  j'élève  à  AB  une 
perpendiculaire  AD  égale 
à  m,  et  au  point  B  une 
perpendiculaire  BG  égale 
à  n;  ces  deux  perpendi- 
culaires étant  mesurées 
du  même  côté  de  AB.  Je 
mène  la  ligne  CD,  et  sur 
CD  comme  diamètre  je 
décris  une  circonférence,  qui,  en  général,  coupe  AB  en 
deux  points  E,  F;  les  lignes  cherchées  sont  A£,  £B,  ou  AF,  Ffi. 


—  221  — 

Pour  le  prouver,  je  mhne  les  lignes  DB,  EC;  les  deux  trian- 
gles semblables  DAE,  ECB,  me  donnent  immédiatement 

AE  _   AD 

CB  ■"   EB  ' 
ou  AE  .  EB  =  mn. 

La  perpendiculaire  abaissée  du  point  0,  milieu  de  CD,  sur 
AB,  tombe  en  H,  milieu  de  AB  ;  ce  point  H  est  aussi  le 
milieu  de  la  corde  EF;  il  en  résulte  que  AF  =  EB. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que  la  circon- 
férence CD  rencontre  AB;  ce  qui  exige  que  OH    soit  infé- 

:^     CD 
rieur    a  — . 


Or 


0H  = 


eL  GD«  =  CK»  +  DK«  =  AB«  +  (m  —  n)\ 

AB» 
On  en  lire  facilement  mn  <  — — . 

4 

Donc  le  carré  de  la  demi-somme  donnée  doit  être  supérieur 

à  la  surface  .du  rectangle* 

Corollaire.  —  Si  m  et  n  sont  égaux  entre  eux^  CD  est 
parallèle  à  AB,  AD  est  tangent  en  J)  à  la  circonférence^  et  Von 
retrouve  la  solution  ordinaire^  en  renversant  la  figure. 

Problème  II.  —  Trouver  les  côtés  d'un  rectangte,  connais^ 
sant     la   différence    des 
côtés  et   les   dimensions 
d'un  rectangle    équiva- 
lent. 

Soient  AB  la  diffé- 
rence donnée,  m  et  n 
les  dimensions  du  rec- 
tangle donné.  J'élève 
encore  aux  points  A 
et  B,  mais  de  côtés  diffé- 
rents de  AB,des  perpen- 
diculaires AD  et  BG 
égales  respectivement 
à  m  et  à  n;  sur  CD  com- 
me diamètre  je  décris  une  circonférence  qui  rencontre  en 


E  et  F  la  ligne  AB  ;  les  lignes  AE,  BE  sont  les  lignes  cher- 
chées. Je  le  démontreralBy  comme  précédemment,  en  consi- 
dérant les  triangles  ADE,  BCE. 

Le  problème  est  toujours  possible,  car  il  y  a  forcément 
une  intersection  de  la  droite  AB  avec  la  circonférence  DG, 
celle-ci  ayant,  par  la  construction  même,  des  points  de  part 
et  d'autre  de  AB. 

Corollaire.  —  Si  m  et  n  sont  éganx^  la  droite  AB  a  son 
milieu  au  centre  0  de  la  circonférence.  Se,  alors,  sur  AB  comme 
diamètre,  je  décris  une  circonférence  concentrique  à  la  première, 
BG  sera  tangent  à  cette  seconde  circonférence,  et  comme  OG  est 
égal  à  OE,  on  retrouve  la  construction  habituelle  du  cours. 


AUTRE  NOTE  DE  GEOMETRIE 


La  propriété  bien  élémentaire  dont  nous  voulons  parlisr 
ici  se  démontre  de  plusieurs  manières  dififérentes  ;  en  par- 
ticulier, on  peut  en  donner  la  démonstration  suivante  : 

Théorème.  —  La  tangente  issue  d*un  point  à  une  circon^ 
férence  est  moyenne  proportionnelle  entre  une  sécante  entière 
issue  du  même  point  et  la  partie  extérieure  de  cette  sécante. 

Pour  le  prouver  je  mène  le  diamètre  qui  passe  par  le 
point  A;  j'ai  d'après  un  théorème  connu 

AB.  AG  =  AE.  AF  =  (AO  —  R)(AO  +  R) 
ou  AB.AD  =  AO«  — R«. 

Soit  AD  la  tangente  issue  du  point  A;  le  triangle  rectangle 
AODme  donne 

AD«  =  A0«  —  0D«  =  A0«  —  R«. 
Donc  AD*  =  AB.AG. 

Théorème.  —  Récipjvquement,  deux  droites  se  coupant  au 
point  A,  si  sur  Vune  on  prend  deux  points  B,  G,  du  même  côté 
de  A,  et  sur  Vautre  un  point  D,  tel  que  AD*  =  AB.AC,  la  cir- 
conférence qui  passe  par  les  points  B,  G,  D,  est  tangente  à  AD 
au  point  D. 


—  as- 
soient en  effet  0  le  centre  de  cette  circonférence»  et  R  son 

rayon;  j'ai, en  vertu  d'un  théorème  connu, 
AB.AC=AO«— R*. 
Mais,  daprès 
l'hypothèse,  j'ai 
AB.AC  =  AD* 
donc 

AD»  =  A0«  —  R«,  F 
ou  bien,    puisque 
OD  est  égal  au 
rayon, 

AD*-fOD*=AO«; 
par  suite  le  triangle 
AOD  est  rectangle  en  D,  et  la  ligne  AD,  perpendiculaire  à 
l'extrémité  du  rayon,  est  langente  en  D  à  la  circonférence. 


CONCOURS  GENERAL 

Sol«tIoB  de   la  question  proposée  en  Mathématiques  élémentaires, 

par  M.  Eh.  Bbrnhbim  (*), 
Élève  au  Lycée  Ctiarlemagne.  (Classe  de  M.  Launay.) 


Un  pentagone  ABGMD  se  déforme  en  satisfaisant  aux  con- 
ditions suivantes  :  les  sommets  K  et  B  restent  fixes,  les  cinq 
côtés  conservent  chacun  la  même  longueur.  Enfin  les  angles 
variables  ADM,  BCM,  comptés  dans  un  même  sens  de  rotation^ 
restent  constamment  égaux  entre  eux.  Sur  MG  on  construit  un 
triangle  MCF  semblable  au  triangle  MDA,  le  côté  MC  ayant 
pour  homologue  BD.  Sur  MD  on  construit  un  triangle  MDF 
semblable  à  MCB,  le  côté  MD  ayant  pour  homologua  BG.  Le 
pentagone  se  déformant  dans  les  conditions  définies,  on  propose  ; 

4^  D* étudier  les  variations  de  la  longueur  EF  ; 

SS^  De  trouver  le  lieu  décrit  par  le  sommet  M; 

5**  De  trouver  les  conditions  nécessaires  pour  que  M  décrive 
une  droite  A  ; 


(*)  Premier  prix. 
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4^  De  trouver  les  conditions  nécessaires  pour  que  la  droite  à. 
passe  par  le  sommet  A  ; 

5*  Le  point  M  décrivant  une  droite  ^  passant  par  Â»  on  consi- 
dère le  cas  particulier  oii  les  deux  côtés  AD,  MD  du  pentagone 
sont  égaux  entre  eux^  et  Von  demande  le  lieu  qus  décrit  un  point 
quelconque  invariablement  lié  au  côté  mobile  MD  du  pentagone. 

1.  —  Pour  étudier  les  variations  de  la  longueur  de  EF 
cherchons  une  expression  de  cette  lenteur. 
Dans  le  triangle  EMF  on  a 

EF«  =  ME*  +  MF*  —  2ME  .  MF  cos  EMF.      (1) 
Or  les  angles  EMF,  AMB  sont  égaux.  En  effet  on  a 
BMF  =  BMG  —  FMG  =  MED  —  MÂE  =  AME 
et  y  par  suite, 

BMB  -f  BMF  =  AMB  +  EMB  ou  EMF  =  AMB. 
D'autre  part,  le  triangle  MGF  étant  par  construction  sem- 
blable à  AMD, 


on  a  : 
MF 

MA 

d'oli 


MC 
AD 


MF  =  — MA 
a 

et,  par  suite  de 

la  similitude  de 

MED  et  MBG, 

ME         MD 


MB 

d'où 

ME 


BC 


=  —  MB. 

0 


(Fig.  4.) 
L'égalité  (1)  devient  donc 


EF«  =  -1-  MA*  +-r-  MB»  —  2 


si 

ob 


Or,  dans  le  triangle  AMB,  on  a 

AB*  =  MA*  +  MB*  —  2MA 


MA  .  MB  cos  AMB. 


MB  cos  AMB'; 


d'oh        2MA  .  MB  cos  AMB  =  MA*  +  MB* .-  K*. 
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Par  suite, 

EF»  =  -4  MA»  + -è  MB»  — -^  (ma»  +  MB»^  +  ^  K» 
o»  6»  ab  \  /       ab 

.„EF.=(i-|.)(|MA.-iMB.)+4K. 

OU  encore 

EF«  =  -^  [(6c  —  ad)  (6cMA«  —  adMB»)  +  ahcdK}  1 

D'autre  part  les  deux  triangles  ADM,  BGM  donnent 

AM*  =  a«  +  d»  —  2ad  cos  ADM 
et  BM*  =  6«  +  c*  —  26c  cos  BGM. 

Les  angles  ADM,  BGM  étant  égaux,  on  a  donc 
o«  +  d«  — AM'  _  fc«-j-c«  — BM* 
ad  6c 

ou         6cMA*  —  adMB*  =  6c(a«  +  d«)  —  ad(6*  +  c«).    (2) 
Par  suite  Texpression  de  EF*  devient 

EF«  =  -^  r(6c  —  od)[6c(a«  +  d»)  —  ad(6«  +  c*)]  +  a6cdK«l 

ou, 

EF»  =  _L.r6«c«(a»  +  d«)  +  o«d«(6*  +  c«) 

—  abcdia^  +  6«  +  c*  +  d«  --  K«)l. 

Gette  expression  ne  contient  que  les  longueurs  données  des 
côtés  du  pentagone;  la  longueur  EF  est  donc  constante. 

2.  —  Gherchons  le  lieu  du  sommet  M. 
Pour  cela  abaissons  du  point  M  sur  AB  la  perpendiculaire 
MH  :  appelons  y  sa  longueur,  x  la  distance  de  son  pied  H 
au  point  A.  On  a  alors 

MA»  +  y»  +  ac«    et  MB»  =  y»  +  (K  —  x)«. 
En   remplaçant  MA»  et  MB»  par  ces   expressions  dans 
régalité  ("2),  on  trouve 

6c(y»  +  œ»)  —  ad  Ly»  +  (K  —a;)»]  =  6c  (a»  +  d»)  —  ad{b^  +  c») 
ou    (6c  —  ad)  y»  4"  (6c  —  ad)  x'^  -{-  2Kadx  =  6c(a»  +  d») 

—  ad(6»  +  c»)  +  adK»  (3) 

Divisons  les  deux  membres  par  (6c  —  ad),  en  faisant  abs- 
4ouaNAL  OB  MATH,  ihiu,  1882.  10. 


traction  tlu  cas  particalier  oh  bc  —  ad=  o.  Il  viait 


+  odK»! 


ou,  en  complétant  le  carré  en  Xy 

J      (6c  — ad)» 
ou, 

Or  si  l'on  appelle  q  la  longueur  constante  EF,  la  paren- 
thèse est  précisément  égale  à  a*b*q*.  On  a  donc 

,    ,    /  Kad      \*  a*b*q*  ... 

y'+V'-i;d-=^)  =  (bc-ady     ^*^ 

Cherchons  ce  que  signifie  cette  égalité.  Pour  cela  considé- 
rons sur  la  droite  AB  un  point  P,  tel  que  sa  dislauce  au 

TCn/l 

point  A  soit  égale  en  grandeur  et  en  signe  à  — -^ — . 

L'expression  (flc ^ 7— j  représente  le  carré  de  HP, 

H  étant  la  projection  de  M  sur  AB  ;  d'ailleurs  y^  est  le  carré 
de  MH  ;  on  a  donc 

L'égalité  (4)  exprime  donc  que  la  longueur  MP  est  cons- 
laQte,c*esL-à-dire  que  le  point  M  décrit  un  cercle  ayant  poar 

centre  le  point  P  et  pour  rayon  la  longueur  -7 ^^— ;-. 

oc  —  ad 

Remarque.  —  La  distance  du  centre  P  au  point  A  a  pour 

Kad  K        -        .^  ,  .  bc 

expression  •— j 7—  ou  — r— ,  On  voit  donc  que  si  — r  <  i. 

ad 
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bc 
le  centre  P  es(  à  droite  de  B,  et  si  — r  >  i ,  il  est  à  gauche 

4u  point  A. 

BxMARQUE  II.  —  On  peut  facilement  construire  autant  de 
points queTon  veut  du  lieu:  en  effet,  si  Ton  se  donne  un 
angle  a  auquel  doivent  être  égaux  les  angles  D  et  C^  on  pourra 
construire  les  triangles  ADM,  6CM,  et  Ton  connaîtra  ainsi 
les  longueurs  MA,  MB  qui  déterminent  le  point  M,  pourvu  que 
a  soit  tel  que  Ton  ait  MA  -|-  MB  >  AB.  En  particulier,  si 
Ton  donne  à  a  les  valeurs  180^  et  90^,  on  obtient  très  faci- 
lement quatre  points  du  cercle,  symétriques  deux  à  deux 
par  rapport  à  AB.  Le  cercle  se  trouve  ainsi  parfaitement 
déterminé. 

3.  —  Pour  que  ce  cercle,  lieu  du  point  M,  se  réduise  à  une 
droite,  il  faut  que  son  centre  s'éloigne  à  l'infini.  Il  suffit,  pour 
cela,  que  Ton  ait  6c  =  ad. 

En  effet,  si  Ton  suppose  bc  =  ad^  l'égalité  (3)  devient 

0?  =  ^  (a«  +  d«  +  K»  —  6*  —  c»). 

Cette  égalité  exprime  que  tous  les  points  M  se  projettent 
sur  AB  en  un  même  point  H  situé  à  une  distance  du  point  A 

égale  à  —  (a*  +  d*  +  K*  —  &•  —  c*),  c'est-à-dire  que  le  lieu 

du  point  M  est  la  perpendiculaire  Hz  élevée  en  H  à  AB. 

Cette  droite  est  la  corde  commune  aux  deux  cercles  qui 
ont  respectivement  pour  centres  les  points  A  et  B  et  pour 
rayons  les  longueurs  a  +  d  et  6  -}-  c.  En  effet,  quand  les 
angles  D  et  G  deviennent  égaux  à  180^  les  longueurs  MA  et 
MB  sont  respectivement  égales  à  a  -f-  d  et  b  -f-  c. 

Remarque.  —  L'égalité  bc  =  ad  exprime  que  les  triangles 
BCM,  ADM  sont  équivalents,  car  les  angles  C  et  D  sont 
égaux,  par  hypothèse. 

4.  —  Pour  que  la  droite  Hs  passe  par  le  point  A,  il  faut 
que  la  distance  AH  soit  nulle,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

a«  -f  d*  —  6»  —  c«  -f  K*  =  G.  (8) 

En  effet,  en      supposant  cette  nouvelle  condition  réalisée 
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l'égalité  (2)  devient 

MA«  —  MB»  =  —  K«  ou  MB»  —  MA*  =  K«. 
Cette  égalité  exprime  bien  que  le  lieu  du  point  M  est  la 
perpendiculaire  à  AB  au  point  A. 

Rkmarque  I.  —  L'égalité  (S)  peut  s'écrire,  en  tenant  compte 
de  la  relation  ad  =  bCf 

(a  +  d)«  —  (6  +  c)«  +  K«  =  o 
ou  K«  =  (6  +  c)«  —  (a  +  d)» 

ou  encore        K*  =  (6  +  ^  +  û+  d)  (6  +  c  —  a  —  d). 

Ainsi,  pour  que  le  sommet  M  décrive  la  perpendiculaire 
AT  à  AB,  il  faut  que  la  longueur  du  côté  fixe  AB  soit 
moyenne  proportionnelle  entre  la  somme  des  longueurs  des 
côtés  mobiles  et  l'excès  de  la  longueur  de  la  ligne  brisée 
BCM  sur  celle  de  la  ligne  brisée  ADM. 

Remarque  II.  —  Nous  avons  vu  que  le  lieu  du  point  M  est 
un  cercle  ou  une  droite  passant  par  les  points  d'intersection 
des  deux  circonférences  qui  ont  pour  centres  les  points  A 
et  B  et  pour  rayons  les  longueurs  a  -f-  d  et  6  -]-  ^'  Mais  le 
point  M  est  lié  aux  points  A  et  B  par  des  lignes  brisées  dont 
les  longueurs  respectives  sont  a  -j-  d  qI  b  -{-  c;  les  distances 
MA  et  MB  nepeuvent  doncêtre  supérieures  k  a-{-  d  et  b  -}-  c. 
Par  conséquent  le  point  M  ne  peut  décrire  que  la  portion  de 
circonférence  ou  de  droite  qui  est  située  à  la  fois  à 
l'intérieur  des  deux  cercles  A  et  B,  entre  leurs  deux  points 
d'intersection. 

5.  —  Supposons  maintenant  que  le  point  M  parcoure  la 
perpendiculaire  AY  à  AB,  et  qu'en  outre  le  côté  MD  du  pen- 
tagone soit  égal  à  AD.  Soit  S  un  point  invariablement  lié  au 
côté  MD:  nous  pouvons  le  supposer  défini  par  sa  distance 
/au point D  et  par  l'angle  (o  que  fait  la  direction  DM  avec  DS 

(fig-  V' 

Considérons  une  position  quelconque  de  la  ligne  brisée 
ADM  et  prolongeons  MD  jusqu'à  la  rencontre  de  AX  en  N. 
Les  triangles  ADM  et  ADN  sont  isoscëies;par  suite  la  droite 
MN  est  constamment  égale  à  2a.  Imaginons  le  cercle  décrit 
sur  MN  comme  diamètre  :  quelle  que  soit  la  position  de  MN, 
il  passe  toujours  par  le  point  A.  Prolongeons  DS  jusqu'aux 
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points  de  rencontre  de  la  circonférence  en  R  et  T  :  traçons 
les  droites  rectangulaires  AR  et  AT.  L'angle  RAM  est  cons- 
tant et  égal  à  — ,  car  il  est  toujours  inscrit  dans  le  cercle  de 
rayon  a  et  intercepte  l'arc  MR  qui  est  constamment  égal  àaoï. 


(Fig,  2.) 
Par  suite  le  point  R  décrit  la  droite  AT'  et  le  point  T 
décrit  Ifi  droite  AX'  qui  est  perpendiculaire.  D'ailleurs,  la 
droite  RT  est  constamment  égale  à  2  a.  Par  conséquent,  le 
point  S  de  la  droite  RT,  qui  est  entraînée  dans  le  mouvement 
de  la  droite  MD,  décrit  une  ellipse  dont  les  axes  sont  dirigés 
suivant  AX'  et  AT  et  ont  pour  longueurs  respectives 
2  (a  -f-Q  et  2  (o  —  /). 
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QUESTION  3 


Résoudre  V équation 

X*  —  ax»  -}-  bx«  +  adx  +  d«  =  o. 

Cette  équation  n'est  autre  que  l'équation  réciproque  da 
quatrième  degré,  au  sens  général,  signalée  par  M.  de  Long- 
champs  dans  son  étude  sur  les  équations  quadratiques.  On 
peut  la  résoudre  très  facilement  et  trouver  les  conditions 
de  réalité  des  quatre  racines;    en  effet,  en  divisant  par  x* 

,    d 
et  posant  a;  -j ^=  %y 

nous  avons  l'équation 

JS*  -f-  03  +  6  —  2d  =  o. 

Il  faut  d'abord  que  l'on  ait 

a*  —  46  +  8d  >  o; 
puis,  l'équation  qui  donne  x  en  fonction  de  %  étant 

flC* —  J5X  +  d  =  o, 

on  doit  avoir  en  outre    5*  —  4^  >  o. 

Ainsi,  l'équation  en  %  doit  avoir  ses  racines  réelles,  et 
comprises  en  dehors  de  l'intervalle  limité  par  les  valeurs 

—  2\Jd  +  2\/d. 

Toute  valeur  de  z  qui  ne  répond  pas  à  ces  conditions 
donne  pour  x  un  couple  de  valeurs  imaginaires. 

Il  est  à  remarquer  que,  à  chaque  valeur  réelle  de  z  don- 
nant des  racines  imaginaires,  correspondent  pour  x  deux 
valeurs  imaginaires  conjuguées,  tandis  que  les  valeurs  de 
X  qui  proviennent  d'une  racine  imaginaire  de  %  ne  sont  pas 
conjuguées;  l'une  de  ces  valeurs  a  sa  conjugée  fournie  par 
l'autre  valeur  de  9. 

Nota.  —  La  question  a  été  résolue  par  MM.  Germain,  à  Belley  ;  Berthelot, 
à  Chftteauroux;  Yigy,  à  Vitry-ie-François  ;  P.  Godefroy,  à  Lyon;  HasseraDd,à 
Passy;  Sarrazin,  à  Besani^on;  A.  La  Chesnais,  lyeée  Saint-Louis,  à  Paris. 


-^t- 


QUESTION  8 


..i    Ul^Mt 


Cœistruire  géométriquement  un  triangle  dont  on  connaît  deux 
côtés  et  la  ligne  qui  joint  le  sommet  de  F  angle  compris  au  centre 
du  cercle  inscrit. 

Soit  ÂBG  le  triangle  proposé,  dont  on  connaît  GÀ,  GB  et 
CD,  D  étant  le  centre  du 
cercle  inscrit.  Les  lignes 
âD,  BB,  GD  sont  lès  bissec- 
trices des  angles,  et  si  l'on 
fait  passer  un  cercle  par  les 
trois  points  A,  D,  B,  on  sait 
qu'il  rencontre  la  bissectrice 
CD  en  un  point  E  tel  que 
l'angle  DBE  est  droit.  Main- 
tenant, comme  on  a 

CkD  =  DAB  =  BED, 
et  AGD  =  BGE,  les  triangles 
AGD,   BGE  sont  semblables 
et  donnent 

GD  _  GB 

CA  ■"  OB' 

Donc  il  est  facile  de  trouver  le  point  E  ;  d'oîi  cette  con- 
struction: 

On  prend  la  droite  GD,  et  sur  cette  ligne  prolongée  on 
prend,  à  partir  de  G,  une  quatrième  proportionnelle  GE  à  GD 
et  aux  côtés  donnés;  sur  DE  comme  diamètre,  on  décrit  une 
circonférence,  et  de  G  comme  centre  avec  GB  comme  rayon, 
on  décrit  un  arc  de  cercle,  qui  détermine  le  point  B  ;  puis, 
sur  l'autre  demi-circonférence,  on  déterminera  le  point  A,  à 
une  distance  CA  du  point  G. 

Nota.  —  Cette  solutioa  très  simple  est  empruntée  à  la  Geometrical  Anàlytis 
de  Benjamin  Hallowell,  professeur  de  mathématiques  k  Philadelphie. 
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QUESTION  14 

JiolvttoB  par  M.  Pibrrb  G.  la  Ghbsnais,  &  Henri  IV. 


Par  un  point  pris  sur  la  perpendiculaire  abaissée  dans  un 
triangle  rectangle  du  sommet  de  l'angle  droit  sur  rhypolénuse, 
mener  une  droite  telle  que  la  portion  comprise  entre  les  deux 
côtés  de  Vangle  droit  ait  son  milieu  sur  Vhypoténuse. 

(Hallowell.) 

Je  suppose  le  problème  résolu. 

Dans  la  circonféreuce  dont  le  centre  est  en  E,  et  qui 
passe  en  M,  À,  N,  D  (D  étant  le  symétrique  du  sommet  A 


par  rapport  à  l'hypoténuse),  je  vois   que  l'angle  au  centre 
MED  est  double  de  l'angle  MAD  : 

MED  =  2(90»  —  B). 
D'ailleurs  le  triangle  MED  est  isoscèle,  et  j'ai 

EMD  ou  PMD  = =  B. 

2 

On  obtiendrait  donc  le  point  M  en  construisant  sur  PD 
comme  corde  un  segmeut  de  cercle  capable  de  l'angle  B, 
ce  qui  donne,  en  général,  deux  droites  répondant  à  la  ques- 
tion, MEPN,  MTE'N'. 
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QUESTION  24 

SU^latloB  par  M.  Dbyillb,  canonnier  au  régiment  d'artillerie  de  Marine. 


On  donne  deux  triangles  OAB,  OGD  qui  ont  un  angle  0  comr 
mun.  4^  Mener  par  les  points  A.etB  deux  parallèles  AE,  BF,  qui 
coupent  respeC" 
tivement  OB  en 
E,  OA  en  F,  cfo 
façon  que  EF 
soit  parallèle  à 
CD  ;  déterminer 
comment  varie 
la  longueur  EF 
lorsque  la  direc 
tion  de  CD  varie. 
—  2^  Le  pro- 
blème étant  sup^ 
posé  résolu^  on 
mène  BD,  9 ut 
rencontre  AE  en 
G,  et  AG,  qui 
rencontre  BF  en 
H  ;  démontrer  que  GH  est  parallèle  à  CD;  —  5*» Démontrer  que 
deux  parallèles  à  AE  menées  par  G  et  D  interceptent  sur  les 
deux  côtés  communs  une  droite  parallèle  à  AB. 

Je  suppose  le  problème  résolu  :  j'ai  alors  les  relations 

_0A_^  OF  _    OE 

OF  ""  OB  '        Où  ""    OC  • 
De  ces  deux  proportions  je  tire  les  valeurs  de  OE  et  OF  : 

OC        __        ^-      ^^      OD 


OE*  =1^  OA  .  OB 


0F«  =  OA  .  OB 


OD  ' "  ■     OC* 

Je  puis  donc  facilement  construire  le  point  E  ou  le  point  F. 

J'ai  déplus  EF  =  CD.-^; 

uc 
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par  stxite,  en  remplaçant  OE  par  sa  ralenr, 

^^*  =  <^^  •  °«  • -ô^- 
Or,  on  a 

CD»  =  OC»  +  0D«  —  2OC  .  OD  .  cos  0. 

Donc     EF»  =  OA  .  OB  .  (~  +  ^  —  2  cosOV 
Posant                        -^  =  X, 
le  tout  revient  à  chercher  les  variations  de  oî  H ;    or, 

X 

X  étant  positif,  on  sait  que  cette  expression  passe  par  un 
minimum  pour  x  =  i  ;  ce  minimum  donne 

EF«  =  2  OA  .  OB  (i  —  cos  0)  =  4  OA  .  OB  sin* . 

2.  Soient  M  et  N  les  points  où  CD  rencontre  A£  et  BF  ;  j'ai 

,       .     ..^^         AG         FB         EB         AH 
les  égalités      _.  =  _  =  _  =  ^^. 

Donc,  en  vertu  de  l'égalité  du  premier  et  du  dernier  rapport, 
GH  et  CD  sont  parallèles. 

8.  Soient  K  et  L  les  points  où  les  parallèles  CE,  DL  à  AE 
rencontrent  les  côtés  de  l'angle;  j'ai  la  suite  de  rapports  égaux 

~     OK  _  OC   _  OD  _  OL 

OA  ""  OE  ""  OF  ""  OB' 
Donc,  en  vertu  de  l'égalité  du  premier  et  du  dernier  rapport, 
EL  et  AB  sont  parallèles. 


QUESTION  29 

Sol«tloR  par  M.  Diviixb»  canonnier  au  régiment  d'artillerie  de  Marine. 


Les  diagonales  2a  et  2b  d'un  losange  sont  vues  sous  des  angles 
fietp  d'un  point  dont  la  distance  au  centre  est  c.  Prouver  qvx 
Von  a  : 

b*(a*  —  c*)«  tg*  a  +  a«(b«  —  c*)*  tg*  p  =  4a»b«c«. 

Soit  0  le  centre  du  losange(*)  ;  OA  =  OA'  =  a  ;  OB  =  OB' 

(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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=  6  ;  P  le  point  donné  tel  que  APA'  =  a,  BPB'  =  p.  J'a- 
baisse PS  perpendiculaire  sur  AA;  j'ai 

AA'*  =  AP*  +  AT»  —  2AP. AT  cos  a. 
En  posant  OS  =:x,     PS  =  r, 

je  trouve  facilement,  en  remplaçant  AP,  AT  par  leurs  va- 
leurs et  élevant  au  carré, 

[y*  +  {x  +  a)*][y*  +  (x  —  a)«l  cos  «a  =  (a«  —  c*)\ 

Mais  oî*  +  !/*  =  c*  > 

j'en  tire 

"^             (a«  +  c«)«  —  4a«x«  '  (a»  +  c*)*  —  4a«cc* 

J'aurai  de  même  tg*  p  =  -—^^ ^. 

(0        c  ) 
J'en  tire 

4a*  »  if  46*  ' 

et  en  ajoutant  ces  égalités  membre  à  membre,  j'aurai  la 
relation  énoncée. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  H.  Paig,  de  Montpellier. 


QUESTION  30 

Solution  par  M.  Matstav,  élève  au  Collège  du  Vigan  (Gard). 


Traie  cercles  A;  B,  G  ^e  touchent  deux  à  deux  y  et  une  tan- 
gente commune  à  k  etB  est  parallèle  à  une  tangente  commune  à 
ketC  ;  prouver  que  si  a,  b,  c  sont  les  rayons  et  p,  q  te  distances 
des  centres  de  B  et  C  au  diamètre  de  A  qui  est  noi'mal  atux)  deux 
tangentes,  on  a  pq  =  2a*  =  8bc.      (Wolslenholme.) 

Menons  CE  perpendiculaire  sur  MB.  On  a 

AM«  =  AB«  —  HB*  =  (a  +  6)*  —  p«  (1) 

AN*  =  AC*  —  NG«  =  (a  +  c«)  —  q\  (8) 

Or  AM  =  (a  —  b),  AN  =  (a  —  c)>  remplaçons  dans  (1) 
et  (2),  on  a  après  simplifications 
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4ac  =  ç«  ; 

par  suite  pq  =  4.a\  bc. 

Le  triangle  EBG  donne 

BK«  =  BC*  —  CE*  =  BG*  —  MK' 

ip -q)^  =  {b  +  cy- {2a -(b  +  c))\ 


Développant  cette  dernière  égalité,  remplaçant  p«,  q\ 
par  les  valeurs  trouvées  précédemment,  on  a 

pq  =  2a*. 

Nous  avons  trouvé  pg  =  4av  6c;  d'après   la  relation  pré- 
cédente on  a  2a"  =  4av  bc 
ou  a*  =  46c  ; 
par  suite                         2a*  =  86c  ; 
donc                      pq  =  2a*  =  86c. 

Nota.  —  Ont  résolu  la  même  question  :  MM.  Musy,  collège  de  PontariiCT; 
.G.  Pigeaud  et  G.  Berthelot,  à  ChÂteauroux;  Yigy,  à  Yitry-le -François;  CoIid. 
à  Bar-le-Duc;  Deviile,  à  LorientJ;  A.  La  ChesDais,  lycée  Saint-Louis,  à  Paris. 


QUESTION  31 

Solution  par  M.  Puig,  élève  du  Lycée  de  Montpellier. 


Déterminer  le  minimum  du  rapport  de  la  somme  des  volumei 
engendrés  par  un  riangle  rectangle  tournant  successivemenl 
autour  des  côtés  de  Vangle  droite  au  volum/e  engendré  par  b 
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triangle  tournant  autour  de  Vhypoténuse,  en  supposant  que  le 
périmètre  du  triangle  soit  constant^  les  côtés  étant  variables. 

Soient  a  l'hypoténuse,  6  et  c  les  autres  côtés;  h  la.  hauteur 
abaissée  du  sommet  de  l'angle  droit  sur  l'hypoténuse;  le  vo- 
lume engendré  par  le  triangle  tournant  autour  de  l'hypoté- 
nuse est  —TcaA*; 

3 

la  somme  des  volumes  engendrés  par  le  triangle  tournant 
successivement  autour  des  côtés  est 

—  r:bc  {b  -|-  c). 

Donc,  l'expression  dont  on  cherche  le  maximum  est 

6c  (b  -f-  c) 
âh^       ' 
les  quantités  a,  6,  c,  h  étant  liées  par  les  relations 

6»  4-  c«  =  a\ 
bc  =  ahj 
a  -|-  fe  -f-  c  =  2p. 

De  ces  équations   on  tire  facilement  6,  c,  h  en  fonction 
de  a,  et  on  est  amené  à  chercher  le  minimum  de  l'expression 

a  {2p  —  o)  ^ 
2p(p  — a)' 
or,  on  sail,  par  la  nature  du  problème,  que  a  doit  être  posi- 
tif et  inférieur  à  p;  de  plus,  dans  ces  conditions,  lenuméra- 
teur  augmente,  et  le  dénominateur  diminue,  lorsque  a  aug- 
mente ;  il  en  résulte  que  le  rapport  augmente  pour  ces  deux 
raisons.  Donc,  le  minimum  du  rapport  aura  lieu  lorsque 
nous  donnerons  à  a  la  plus  petite  des  valeurs  qu'il  puisse 
prendre  pour  donner  pour  b  et  c  des  valeurs  réelles. 
Or,  nous  avons 

6  4-  c  =  2p  —  a;      bc  =  {b  4-c)*  —  a'  =  sp  (p  —  a). 
Donc,  6  et  c  sont  racines  de  Téquation 

X*  —  (2p  —  o)  X  -f-  2p  (p  —  a)  =  o. 
Pour  que  cette  équation  ait  ses  racines  réelles,  il  faut  que 
nous  ayons        (2p  —  o)*  —  8p  (p  —  «)  >  o 

ou  a*  +  4pa— 4p»^o, 
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Gomme  a  doit  être  positif,  nous  trouyerons  comme  eon£- 
tion  a>2p(v^2  — i). 

Donc,  le  minimum  de  a  a  lieu  pour 

En  portant  cette  valeur  dans  le  rapport  dont  on  cherche  le 

2v/l(v/T— 1>. 

minimum,  on  trouve    — r= 

3  —  2/2 

Or,  le  dénominateur  étant  précisément  égal  à  (jfZ  —  iX 

le  minimum  du  rapport  est    2  y  2» 

et  alors  le  triangle  est  isoscële.  Ses  côtés  sont 

a  =  2p  (v  2  —  i) 

6  =  c  =  pv  2  (v^2  —  i). 

Nota.—  La  même  question  a  été  résolue  par  MIL  VaraieTy  à  Bar-lerDoe; 
Jacquemet,  Va  il  et  Lenolr,  école  Albert-le-GraDd,  à  ArcaeiL 
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QUESTION  33 

Solvilon  par  H»  àdric,  aa  Collège  d*Oranga. 


Trouver  les  côtés  d*un  triangle^  sachant  qu'ils  sont  eocprimés 
par  de^  nombres  entiers  en  progressiùn  arithmétique^  que  si  Voil 
aitgmente  chaque  côté  de  5o  mètres,  le  rayon  du  cercle  inscrit 
augmente  de  17  mètreSy  et  quesi  chaque  côté  croit  de  60  métrés^ 
le  rayon  du  cercle  inscrit  augmente  de  20  mitres. 

Soient  a  le  côté  moyen  du  triangle,  r  la  raison  de  la 
progression  et  œ  le  rayon  du  cercle  inscrit. 

Les  côtés  du  triangle  sont  évidemment  a  +  ^f  ^  a^^r. 

On  a 

3a  a  —  2r  ,        «  o  4-  ar 

Or,            ce  =  )/(?-«)  (P-^)(P-<^) 
ou,  après  réduction    xss  V — .  (I) 
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Les  énoncés  nous  donnent 


]/  (g  +  5o)'  -  4r« 

«+i7=r Ti ^*^ 

et  se  +  20  =  y  j^ — •  (3) 

De  (1)  on  tire  4**'  =  0»  —  i2CD*  .  (4) 

Élevant  (2)  et  (3)  au  carré,  on  a 
{x-^-iyyx  i2  =  (a+  5o)»— 4r«=a"+  100a  +  25oo — 4.1* 
ce  qui  donne  408a;  =  looa  —  968.  (5) 

De  même 
(x  +  2o)"  X  12  ss  (0+  60)* — 4r"  =  a"  +  120a  +  36oo  — r4* 

480a;  =  1 20a  —  1 200.  (6) 

Résolvant  les  équations  (5)  et  (6)  on  a 

X  =  rayon  du  cercle  inscrit  =  4  mètres. 
a  =  côté  moyen  du  triangle  =  26  mètres. 
En  remplaçant  dans  (4)  on  trouve 

r  =  raison  de  la  progression  =:  1 1  mètres. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue   par  HH.  Bablon,  au  collège 
d'Ëpinal  ;  Marsy,  à  YalencienDes  ;  Mosnet,  à  Thiers. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


B5.  —  On  considère  deux  droites  rectangulaires,  Oa?,  Oy, 
et  dans  un  plan  une  courbe  9  quelconque,  mais  symétrique 
par  rapport  à  Ox.  Soit  M  un  point  de  cette  courbe;  on  mène 
la  normale  en  M  à  la  courbe  9  ;  puis,  ayant  pris  le  point  M', 
symétrique  de  M  par  rapport  à  Ox,  point  qui  est  situé  sur 
9,  par  hypothèse,  on  mène  la  tangente  à  9  en  ce  point;  cette 
tangente  et  la  normale  en  M  donnent  deux  droites.  On 
considère  les  bissectrices  de  leur  angle  ;  et  du  point  0  on 
abaisse  des  perpendiculaires  sur  ces  bissectrices  ;  lieu  des 
pieds  de  ces  perpendiculaires.  (G.  L,) 

56.  —  On  considère  un  cercle  G  de  centre  0  ;  soit  ÂB  un 
diamètre  fixe  de  ce  cercle;  par  le  point  0,  on  mène  une 
circonférence  G  tangente  à  ÂB  ;  puis  on  mène  une  tangente 


commune  aux  cercles  G  et  G';  on  propose  de  trouver  le  lieu 
des  points  de  contact  de  cette  dernière  droite  avec  C,  lieu 
qui  se  compose  de  deux  droites  parallèles.  (G.  L.J 

B7.  — On  considère  un  cercle  G,  et  une  droite  D,  tangente 
à  G  au  point  0;  sur  D,  on  prend  deux  points  A  et  6  tels 
que  Oâ.OB  =  E*,  E  étant  une  ligne  donnée  ;  par  ces  points 
A  et  B,  on  mène  à  G  des  tangentes;  soient  A^  et  B^  les  points 
de  contact.  D'un  point  fixe  P,  pris  dans  l'espace,  on  abaisse 
sur  A'B'  une  perpendiculaire  FI  ;  trouver  le  lieu  décrit  par 
le  point  I.  (G.  L.) 

58.  —  On  considère  l'équation  du  quatrième  degré 
(a;  +  a)   (ac  +  a  +  ï)   (a?  +  *  +  2)  (a;  +  *  +  3)  +  A  =  0. 

On  propose  de  résoudre  cette  équation,  et  de  montrer  que 
ses  racines  sont  imaginaires  si  h  est  supérieure  à  i,  deux 
à  deux  coïncidentes  si  A  r=  i ,  et  réelles  si  h  est  inférieur 
à  I.  (G.  L.) 

B9.  —  Résoudre  l'équation 

X  (05  +  a)  (^  H-  P)  (oî  +  a  +  P)  +  A  =  o. 

60.  —  Résoudre  l'équation 

1,1,1,1 
X        X  +  i     '    a?+2         X  -{-3 
et  plus  généralement 
I  I 


+ -rrr-r  + -rrr-T-TT- =  o; 


X    *    aj  +  a    '    x-^-b        X'{'a-\-b 

on  fera  voir  qxie  les  trois  racines  sont  toujours  réelles,  et 
même  toujours  commensurables  si  a*  -{-  6'  est  un  carré. 

(G.  L.) 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.  VÂZEILLE. 
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NUTE SUR  LA  DIFFÉRENCE 

ENTRE   LA.  MOYENNE  ARITHMETIQUE    ET    LA  MOYENNE 
GÉOMÉTRIQUE  DE  QUANTITÉS   POSITIVES 

Par  M.  Jf,  Bonrf^et* 
(Suite,  voir  page  79.) 


Théorème.  —  La  moyenne  arilhmélique  de  quantités  poni- 
lives  dont  deux  au  moins  sont  inégales^  est  supérieure  à  la 
moyenne  arithmétique  de  la  somme  des  racines  r^*  de  leurs 
produits  r  à  r. 

Soient  Ai,À,^À, . . .  A„ 

n  quantités  positives  qui  ne  soient  pas  toutes  égales.  Dési- 
gnons par  Sr,  S^. . .  les  sommes  de  ces  quantités  prises 
r  à  r  et  par  P^,  P^. . .  les  produits  r  h  r  correspondants  de 
ces  mêmes  quantités  ;  P'r^  renferme  les  mêmes  lettres 
que  S^^ 

Le  théorème  fondamental  nous  donne  la  série  des  iné- 

S'        r  —      " 
galités  suivantes  :  — f-  >  i/Pr  » 


u 


s; 

r 


>VPr. 


Quelques-unes  de  ces  inégalités  peuvent  être  des  égalités. 
Ajoutons  membre  à  membre,  nous  aurons 

sL±iL±_!Li:  >  ;/p;  +  Vfr  +  v^r  + ... 

r 
Mais  au  numérateur  du  premier  membre  chaque  quantité 
a  sera  répétée  autant  de  fois  qu'il  y  a  de  combinaisons  de 
n  —  I  lettres  (r  —  i)  à  (r  —  i),  nombre  que  nous  désigne- 
rons avec  Cauchy  par  (n  —  i)r-i;  donc  l'inégalité  ci-dessus 
devient 

iOUANAL  Dl  MATH*  iLftM.  18S2.  il 


n(n— i)(n  — 2)...(n— V+  i) 
Mais  (n)r  =  -^ — = — ^ ! — - 

1.2  3  , 


*  •  • 


_{n—  i)(n  — 2)...(n  — r+  i)       n^_  .    _    .        Ji_ 
I  .  a  ...  (r  —  i)  '    r        ^  ;r-t    ^  . 

Donc  on  peut  écrire  Tinégalité  ci-dessus  soua  la  forme 

n  (n)r 

C'est  le  théorème  qu'il  s'agissait  de  démontrer,  car  les 
quantités?  sont  au  nombre  de  (n)^. 

Dans  le  cas  oh  tous  les  nombres  seraient  égaux»  celte 
inégalité  deviendrait  une  égalité. 

Corollaire.  —  Posons 

A^  s!s  0|j  A]  ^^  O2  Aj  ï^  Oj    ... 

l*iuégaUté  devient 

^  ^  (n)r 

en  nommant  Q^,  Q^.  ••  les  produits  r  i^  r  des  quantités  i|, 
6,...bn;  et  nous  pouvons  formuler  le  théorème  saivaat: 

IM  moyenne  arithmétique  des  puissances  r  de  n  qmntiiéSy  non 
toutes  égales,  est  supérieure  à  la  moyenne  arithmétique  de  leun 
produits  r  àr. 

Cas  particuliers.  — ^  Nous  tirons  de  ce  théorème  général  les 
cas  particuliers  suivants,  qui  peuvent  être  utiles  : 

x^  4"  y*  +  ^'   ^    yz  -}-  zx  -}-  xy 


3  3 

ou  bien  x»  -j"  tf*  "h  **  >  y*  +  «^c  +  xy^  (a) 

puis  CD*  +  y'  +  ^'  >  3xyz,  (b) 

De  l'inégalité  (a)  on  peut  facilement  conclure  les  deux 
théorèmes  géométriques: 

1^  De  tous  les  parallélépipèdes  rettangles  de  même  surface,  ic 
cul^  est  celui  qui  a  la  plus  petite  diagonale  ; 

jf^  Dç  tous  les  parallélépipèdes  rectangles  de  même  dia,gonak^ 
le  cube  est  celui  qui  a  la  pliu  grande  surface. 

Tbéorème«  —  La  moyenne  arithmétique  de  la  somme  de> 
produits  r  à  r  de  n  quantités  positives,  non  toutes  égales^  est 
moindre  que  la  r*  puissance  de  leur  moyenne  arithmétique. 


que 
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Soient  <*f  i  ^«»  Os Om 

n  quantités  positives,  non  toutes  égales.  Désignons  par  la 
notation  S»,,,  la  somme  de  leurs  produits  r  à  r;  la  somme 
des  quantités  sera  désignée  par  S»  «»  et  il  s'agit  de  démontrer 

^  <  (¥)' 

(n)r        \  n    / 

ou  bien  que  S„,r  <  (n)r  ( — —j 

i^  Admettons  que  Ton  ait 

S„_..,<(n-i).(.|^y        (1) 

S,-,.^.  <  (rt-  .),_.  ("I^)"'  (-2) 

le  signe  =  de  la  relation  (2)  se  rapportant  au  cas  oii  r  =  2. 
Je  dis  qu'on  peut  en  conclure 

s,.,.  <  (n)r  (-^y  (3) 

En  eA*et,  nous  avons  identiquement  : 

o\iy  ce  qui  es  lia  même  chose, 

Sn,r  =  (Sn,l  —   S^-i^i)   S|»-l,r--l  +    Sh-I,,. 

do  là  et  des  hypothèses  (1)  et  (2),  on  déduit 

s„  <  (S.,  -  s„m)  (»-  ■)-.  drir)'"' 
+  (»  -  ■»,  (^)'. 

Posons  maintenant 

=  X ^— , 

n  I  —  n 

nous  obtiendrons,  après  quelques  transformations  faciles, 

S«,r<(n).  ^-jpj ^;,— . 

Or»  nous  avons  démontré  (p.  80)  que,  si  x  est  différent  de 

"TX  "**  1*   "4^    I 

l'unité,  ^     ■       <  1  ; 

x^ 

donc,  dans  ce  cas,  S^,r  <  (H)r(— ^]  . 


—  444  — 

Si  a;  =  1  y  la  fraction  se  réduit  à  l'unité  et  Ton  a  encore  la 
même  relation. 

Admettons  que      ai=  as=  03=  ...  =  On^i 
et  que  a»  diffère  de  ces  premières  quantités.  Nous  aurons  au 
lieu  de  (1)  et  (2)  les  égalités 

s..,,  =  («  -  0,  {^) 

S„_,.^  =  (n  —  i)_i  ^— ^iii-V 
par  suite  on  arriverait  à  l'égalité 

mais, On  étant  différent  de  ai  as  02=  ...  ,   a;  ne    peut  pas 
être  égal  à  i,  donc       ; est  moindre  que  i; 

donc  encore  S„,r  <  {n)r  i     "'*  \ 

2*»  La  relation  (3)   étant  démontrée   dans   les  hypothèses 
(1)  et  (2),  et  rinégalilé 

étant  évidente  d'après  le  théorème  fondamental  de  la  page  73. 
nous  avons  donc  les  deux  relations 


Nous  en  concluons 

S3,.<{3),(^y 

parle  théorème  que  nous  venons  de  dcmonlrcr, 

/  S3  4  \* 
Des  relations  83,3  <  (3)3  (  ""3"  ) 

s,,  <  (3)*(-^y 

S3,.=  (3).(^)* 
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nous  pouvons  passer,  par  le  même  Ihéorème,  aux  relations 

S,,.<(4).(-^)' 

S», 


s,. 


s»    < 


'^'r) 


S, 


puis  de  là  tirer 


,.=  (4),(^) 

) 


S5.5< 


S5.4<(5)»( 


>5.J 


•M¥) 


5 


S5.2<(5)î(-^) 


5 

S5,, 


S...  =  (5).(-^) 


GlCa*  • 


On  arrive  donc  de  proche  en  proche  à  démontrer  que  n 
et  r  étant  quelconques,  on  a 

S. 


'».  r 


< 


<■•>•  m 


C.  Q.    F.  P. 

Ce  théorème  comprend  le  théorème  fondamental  comme 
cas  particulier;  la  démonstration  que  nous  avons  développée 
en  suivant  l'analyse  de  Besso  est  ingénieuse  et  simple.  II 
nous  parait  difficile  de  l'aborder  directement,  môme  pour 
des  cas  particuliers.  Pourrait-on  faire  voir  simplement,  par 
exemple,  que 

xy!i  +  xyt  +  xyu+  ...       f  x  +  y  +  x  +  t  +  uy  ^ 
10  -\  5  J   ' 

Corollaire.  —  De  ce  théorème  on  peut  conclure  : 

4°  Le  maximum  de  la  somme  des  produits  t  àr  de  quantités 

positives  dont  la  somme  est  constante; 
2^  Le  maximum  de  la  somme  de  quantités  positives  dont  In 

somme  des  produits  r  à  r  est  constante. 
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RiMAROVK.  >-  Nous  ayons  démontré  h  la  page  81 ,  en  noos 
appuyant  sur  le  théorème  fondamental,  que 
/x\<i/y\p/  zVf       Jx  +  y-{-»+  ...  \«+p+T+- •  • 
\T)  \J)  Ky)  •••<V«  +  P  +  Y+  •••/ 

si   ...,.£*, —  ne  sont  pas  tous  égaux, 
a      P     Y 
De  ce  théorème  on  déduit  immédiatement  : 

4^  Que  le  maximum  du  produit  x^yjjz'^...,  quand  x  4"  7 
+  z. . .  reste  constant^  a  lieu  quand 

2*  Que  le  minimum  de  la  somme  x  +  y  -f"  ^  . . . ,  quand  k 

produit  x^y'^z^  . . .  reste  constant ,  a  lieu  aussi  lorsque 

X   _   y  _    z 

— —  .^—    _    —      "  •  •  • 

Cette  démonstration  est  à  Tabrj  de  toute  objection.  La  dé- 
monstration habituelle,  au  contraire,  présente  cette  difficulté 
que  le  théorème  sur  lequel  on  s'appuie  suppose  que  les 
facteurs  du  produit  ne  sont  assujettis  qu'à  une  condition,  et, 
dans  le  cas  oh  on  l'applique,  les  facteurs  sont  assujettis  non 
seulement  à  ce  que  leur  somme  soit  constante,  mais  encore 
à  cette  autre  condition  que  a  soient  égaux  entre  eux,  p  égaux 
entre  eux,  y  égaux  entre  eux,  etc. 


SUR 

UNE  THÉORIE  ÉLÉMENTAIRE  DE  LA  PARABOLE 

Par  M.  «I»  llarolMind,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique. 


1.  —  Soit  OX  un  axe  de  projection,  et  AB  une  droite  limi- 
tée; par  les  extrémités  A  et  B,  et  dans  le  même  sens,  on 
mène  deux  droites  faisant  avec  AB  un  angle  fixe  «.  Nous 
donnerons  le  nom  d*obliques  aux  parties  AR,  BR"  de  ces 
droites  comprises  entre  ABetOX,  ainsi  qu'à  toute  autre  por* 
tion  analogue  de  parallèle  à  leur  commune  direction,  issue 
d'un  point  quelconque  de  AB. 
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Gela  posé,  faisons  la  construction  pour  le  point  0  milita  de 
AB,  et  considérons  les  projections  des  trois  obliques  sur  OX. 
La  proposition  sui- 
vante est  évidente  : 
Si  l'on  regarde 
comme  positives 
les  projections  di- 
rigées dans  le  mê- 
me sens  que  celle 
de  l'oblique  du 
point  milieu  G  ou 
oblique  moyenne, 
comme     négatives 


X 


P  R/>'  F" 

Fig.  4. 

celles  qui  sont  dirigées  en  sens  contraire  (en  marchant  de 
P'  vers  R'  par  exemple),  la  projection  de  Toblique  moyenne 
est  la  moyenne  arithmétique  des  projections  des  obliques 
des  points  extrêmes. 

Ainsi  on  a  toujours  P'R'  = — . 

2 

Bn  particulier  si  le  point  A  est  sur  Taxe,  il  vient 

p'R'  =  11-. 

2 

Réciproquement,  se  donnant  C  comme  centre  et  sur  AB  de 
part  et  d'autre  des  longueurs  égales,  quelles  que  soient  ces 
longueurs,  on  aura  RP  -f-  R  P  '  =  ^P'R'. 

La  somme  des  projections  est  donc  absolument  indépen- 
dante de  la  valeur  de  la  demi-longueur  GA. 

2.  —  Lemme.  —  Dans  une  série  de  parallèles,  telles  que 
la  somme  des  projections  sur  un  axe  déterminé  des  obliques 
menées  par  leurs  extrémités  soit  constante^  le  lieu  des  milieux 
de  ces  cordes  est  une  droite  parallèle  à  Vaxe. 

Alors,  en  eflet,  le  triangle  GP'R'  est  invariable,  et  le  lieu 
cherché  est  décrit  par  le  point  C,  lorsque  GP'R'  glisse*  le 
long  de  OX. 

RsMARQUKS.  —  i^  La  tangente  à  l'extrémité  du  diamètre 
étant  la  corde  dont  lês  deux  extrémités  deviennent  indéfini- 
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ment  voisines,  elle  reste  parallèle  a  la  direclion  (\oinmnne 

dos  cordes,  el  si  du  point  de  contact  on  mène  nne  oblique. 

,1  la  projectitm  de  celle-ci  sera 
la  demi-somme  des  obliques 
issues  des  exirénvilés  d'une 
corde  quelconque. 

*»  Les  droites  AC.  DB  obte- 
nues enjoignant  les  extrémités 
de  deux  cordes  parallèles  quel- 
conques couperont  le  diamètre 
en  un  point  M  :  à  la  limite 
quand  CD  se  confond  avec  AB. 

la  proposition  s'appliquera  encore  aux  tangentes  issues  des 

points  A  et  B. 

3.  —  Si  nous  supposons  maintenant  Tangle  a  égal  à  9o^ 
les  obliques  deviendront  normales  aux  cordes  et,  ainsi,  la 
sous-normale  de  la  tangente  menée  à  l'extrémité  du  diamètre 
sera  la  demi-somme  des  sous-normales  issues  des  extrémités 
d'une  corde  quelconque  du  système  et  égale  à  la  sous-nor- 
male issue  d'un  point  quelconque  du  diamètre  linéaire  de  ce 
môme  système. 

4.  —  Cela  posé,  soient  deux  axes  rectangulaires  OX  et  OT: 
par  l'origine  je  mène  une  droite  OM  faisant  avec  OX  un  an^le 

quelconque,  j'abaisse 
^^*  MP     perpendiculaire 

sur  OX  et  j'élève  la 
normale  è  la  cordo 
OM  ;  je  suppose  enfin 
la  sous-normale  PB 
constante  et  égale 
à  2p,  et  je  me  propose 
de  déterminer  les  pro- 
Fig,  s,  priétés  de  la   courbe 

ainsi  définie. 
Je  prends  pour  cela  un  deuxième  point  M'  du  lieu  cher- 
ché, et  j'y  effectue  les  constructions  précédentes;  adoptant 
maintenant  OM,  pour  direction  de  cordes,  et  pour  diamètre 
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IG  la  parallèle  à  OX  issue  du  point  milieu  de  OM,  je  trace 
M'M'  en  prenant  NM'  =z=  NM'  :  cette  corde  est  telle  que  la 
somme  des  sous-normales  issues  de  ses  extrémités  est  égale 
à  2p,  et  je  dis  que  M'  est  un  point  du  lieu. 

Nous  remarquerons,  pour  le  prouver,  qu'à  chaque  point  du 
lieu  correspond  un  triangle  rectangle  tel  que  OMR,  qui 
donne  pour  M  et  M'  :  OP  x  2p  ="mP,  (1) 

OP'  X  2p  =  ITF',  (2) 

et  devra  donner  par  conséquent  pour  M': 

0P'X2p=lrP^;  (3) 

or  si  par  M'  on  mène  une  parallèle  à  Taxe  jusqu'à  sa  ren- 
contre avec  le  prolongement  de  MF  en K,  comme  M'J  =  JK, 
en  posant  M'J  =  e,  il  viendra 

M'K  =  2e; 
comme  aussi  ML  =  LP,  on  pourra  écrire  en  posant  ML  =  u  : 

MP=2W,    M'F  =  e  +  w,    MT'=e  — w; 
substituant  ces  valeurs  dans  (2)  et  (3)  et  retranchant  membre 
à  membre,  l'équation  (3)  de  condition  deviendra 

2p  X  P'P'  =  4eu; 
à  cause  de  FP''  =  M'K,  elle  peut  s'écrire 

or  les  triangles  semblables  M'M'K,  OMP  donnent 

M'K  _  MP 

M'K  ""  OP  * 
Donc  finalement  il  vient 

2p  X  OP  =TIP*, 
c'est-à-dire  la  relation  (1)  déjà  connue  ainsi  ;  M"  est  un  point 
du  lieu. 

Corollaires*  —  4^  Véquation  du  lieu  est  : 

y*  =  2px. 

^  La  somme  des  sov^- not^males  aux  extrémités  d'un  système 
quelconque  de  cordes  parallèles  tracées  dans  la  courbe  est  con^ 
stante  et  égale  à  2p  ; 

S^  Un  système  quelconque  de  cordes  a  pour  diamètre  une 
droite  parallèle  à  OX; 

49  La  sous-noimale  au  point  où  une  corde  coupe  son  diamètre 
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est  constanfe  et  égale  à  f;  et  la  sotis-nortMile  à  la  tangente  en 
son  point  de  contact  est  par*  suite  constante  et  égale  à  p; 
S^  inversement  à  (4**)  toute  droite  parallèle  à  OX  est  un  diamètre 

de  la  courbe^  car  si  en  O  nous 
élevons  OY  perpendiculaire  sur 
ÛX,  et  si  nous  prenons  à  partir 
du  point  0  une  longueur  Ocp  =  p, 
en  joignant  cj»  au  point  I,  intersec- 
tion de  OY  avec  ID  diamètre  sup- 
posé, la  perpendiculaire  OJ  à  I9 
sera  la  direction  des  cordes  con- 
juguées; 

G^  Si  on  prolonge  OJ  jusqu'en  E 
sur  ID,  en  prenant  EM  =  OE,  le 
point  M  ainsi  déterminé  est  un 
point  du  lieu  ;  de  là  par  conséquent  une  construction  de  la  para^ 
bole  par  points.  —  La  même  construction  donnera,  si  Von  cannait 
la  direction  des  cordes,  la  position  du  diamètre  conjugué  ; 

7^  Dans  la  précédente  figure,  si  Von  fait  tourner  OM  autour 
du  point  0,  de  maiiière  à  tendre  vers  OY,  ID  se  rapprochera 
indéfiniment  de  OX,  et  à  la  limite  se  confondra  avec  lui,  OX  est 
donc  le  diamètre  conjugué  des  cordes  qui  lui  sont  perpendicu- 
laires, c^est-àrdire  Vaxe  unique  de  symétrie  de  Ut  courbe;  d'apré'i 
cette  discurssion  même,  la  perpendiculaire  OY  est  par  suite 
tangente  à  la  courbe  au  point  0,  c'est-àrdire  la  tangente  au 
sommet; 

8^  Une  remarque  analogue  prouve  que  si  nous  menons  IM,  cette 
droite  sera  tangente  à  la  courbe  au  point  M  ;  on  résout  ainsi 
le  problème  de  la  tangente  par  un  point  donné  de  la  courbe;  on 
peut  7'econnaltre  par  cette  même  construction  si  une  droite  IM 
eU  une  tangente,  et  déterminer  alors  son  point  de  contact. 

9^  Si  de  ^  on  abaisse  MP  perpendiculaire  sur  OY,  PL  sera 
égale  à  10,  ce  qui  prouve  que  IM,  c'est-àrdire  la  tangente  à 
Veo^trémié  d'un  diamètre  coupe  la  tangente  à  la  demi-distance 
entre  le  sommet  et  le  point  ou  le  diamètre  conjugué  de  la  tangente 
rencontre  lui-même  la  tangente  au  sommet  (on  peut  dire  aussi 
que  l'ordonnée  à  Vorigine  de  la  tangente  est  la  moitié  de  l'or- 
donnée MQ  du  point  de  contact).  On  voit  enfin  que  si  Van  joint 
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Pc,  cette  droite  sera  perpendiculaire  à  IM,  ce  qui  nov^  permet 
de  mener  une  tangente  à  la  parabole  parallèle  à  une  direction 
donnée  ; 

Iff"  Metv>nsi  maintenant,  par  I,  ÎF  parallèle  à  Pc  ;  ly  sern 

P© 
égale  à  — ■-,  coupera  OX  en  un  point  F  miHeu  de  0<p,  à  une 

me 

distance  du  sommet  égale  à  -^  et  sera  perpendiculaire  à  IM; 

donc,  si  du  point  de  rencontre  de  la  tangente  au  sommet  avec 
une  tangente  quelconque  on  élève  une  perpendiculaire  à  celle^ 
d,  cette  perpendiculaire  passera  par  un  point  fixe,  situé  sur  Vaxe 

et  4  ^ne  distance  égale  à  —  du  sommet  4e  la  eeurke;  inveree^ 
ment,  et  d'un  point  eitui  sur  Vaxe  à  une  distance  —du  sommet, 

2 

on  abaisse  des  perpendiculaires  aux  tangentes  menées  par  les 
différents  points  de  Iq  courbe,  le  lieu  décrit  par  les  pieds  de 
ces  perpendiculaires  sera  la  tangente  au  sommet  ; 

44^  Prolongeant  maintenat^t  IF  jusqu'à  sa  rencontre  en  ï  at>ec 
M?  pvolengée  également,  les  triangles  FTI,  lOF  seront  égaux  ; 

d'o4  suit  que  PI'  =  OF  =  —  ;  donc  le  lieu  de  T  sera  une  per-- 

pendiculaire  l'V  à  Vaxe,  dont  le  pied  ¥  est  le  sjimé(ri(im  cJh 
foyer  par  rappoi^t  au  sommet,  bailleurs  II  étant  égai  à  IF, 
IM  est  perpendiculaire  ^ur  le  milieu  de  la  4raite  l'F  ;  4^iM  «I 
nous  joignons  MF,  on  aura  MF  =  FM  :  par  fùnséquen^  4^  le 
foyer  est  un  point  tel  que  si  nous  le  joignons  au  point  M  quel' 
conque  pris  sur  la  courbe,  cette  distance  est  égale  à  la  distance 
du  point  "M.  à  la  droite  menée  perpendiculairement  à  taxe  par 
le  syw4trique  F'  du  foyei*  par  rapport  au  point  0  (cette  droite 
prend  le  nom  de  piregtricej  ;  2®  l'angle  formé  par  la  perpen^ 
diculaire,  abaissée  du  point  M  sur  la  directrice,  et  la  c(roite 
joignant  le  point  M  au  foyer,  est  bissecté  par  la  tangente 
à  la  courbe  au  point  M.\  3^  la  distance  du  foyer  à  \in  point 
quelconque  de  la  courbe,  en  appelant  x  Vabsci^se  (^  point  M» 

aura  pour  expression  FM  =52  F'M  =  x  +  "*"»' 
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42^  En  remarquant  que  angle  FMT  =  angle  MTF,  on  obtient 

également  9M  =  TF  =  x  +  -^;  d'où  on  déduit  OT  =  x,  c'est-à- 
dire  que  la  sous-tangente  est  égale  à  2  x.  Notons  enfin  qu'en 
appelant  m  la  tangente  de  Uangle  ITO  on  a 

2 


II 
2 


=  m. 


Fig,  S. 


D*ou  p  =  myo- 

5.  —  La  théorie  de  la  parabole  étant  complètement  rame- 
née à  sa  définition  ordinaire»  il  n'y  a  pas  lieu  d'y  insister 

davantage.  Nous  ferons  remar- 
quer toutefois  qu'en  abordant 
la  question  comme  nous  l'ayons 
fait,  on  obtient  immédiatement 
une  construction  de  la  courbe 
par  points  :  en  effet  par  le 
point  9i  tel  que  0^^  =  2p, 
élevons  une  perpendiculaire 
sur  OX;  d'un  point  R  arbitraire 
sur  OX  avec  un  rayon  égal  à  OR  décrivons  une  circonfé- 
rence; parle  point  M'  de  rencontre  de  la  perpendiculaire 
f  ^M'  avec  cette  circonférence  menons  une  parallèle  à  OX, 
le  point  M  obtenu  par  cette  nouvelle  intersection  sera  un 
point  de  la  parabole. 

6.  —  Comme  dernière  question  nous  nous  proposerons  de 
démontrer  le  théorème  suivant  : 

Dans  une  parabole  Veaveloppe  des  normales  aux  cordes  nu'- 
nées  du  sommet  aux  différents  points  de  la  parabole  et  passant 
par  ces  pointSy  est  la  développée  de  la  parabole  qui  a  même  cuce 
que  la  proposée,  le  foyer  placé  en  son  sommet,  et  un  paramètre 
quatre  fois  moindre. 

Pour  le  montrer,  soit  M  un  point  d'une  parabole  rapportée 
à  son  axe  OX  et  à  sa  tangente  au  sommet  OY;  construisons 
son  ordonnée  MP,  sa  tangente  MI,  sa  normale  MS;  joignons 
enfin  le  foyer  F  à  l'extrémité  I  de  l'ordonnée   à   l'origine  de 
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la  tangente  et  au  milieu  M'  de  la  normale  :  la  figure  IFMM 
est  un  parallélogramme,  et  FM'  égale  et  parallèle  à  MI  est 
perpendiculaire  sur  le  milieu  de 
MS.  D'ailleurs,  comme  la  soas- 
normale   à   la    corde    FM',   PS, 

P 
est  constante  et  égale  à  -^ ,   on 

voit  que  le  lieu  du  point  M'  est, 
d'après  un  théorème  démontré  ci- 
dessus,  une  parabole  dont  Taxe 
est  OX,  le  sommet  le  foyer  de  la 
proposée,  et  le  paramètre  le  quart 
de  celui  de  la  proposée.  Ce  qui  ^*Sl'  ^• 

établit  la  proposition  énoncée. 


QUESTION  35 

flolutlon  par  M.  Vazod,  élève  au  Collège  RoUin. 


Soit  K  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  d^un  triangle,  P  un 
point  du  cercle  circonscrit;  la  ligne  VK  rencontre  enQ  la  droite 
de  Simson  relative  au  point  P  ;  démontrer  que,  si  le  point  P  se 
déplace  sur  la  circonférence,  le  lieu  du  point  Q  est  le  cercle  des 
neufs  points  du  triangle.  (G.  L.) 

Ce  théorème  résulte  immédiatement  des  deux  suivants  : 

I.  —  Lorsqu^on  prolonge  les  hauteurs  d'un  triangle  jusqu  à  la 
circonférence  du  cercle  circonscrit,  la  portion  de  la  hauteur 
extérieure  au  triangle  est  égale  à  la  longueur  de  cette  hauteur 
comprise  entre  la  base  corre^ondante  et  le  point  de  rencontre 
des  hauteurs. 

En  effet,  joignons  BA',  Tangle  BAa  =  C  puisque  ces  deux 
angles  ont  leurs  côtés  respectivementperpendiculaires;raugle 
BA'K  =  C  comme  ayant  même  mesure  ;  donc  BKa  =  BA'K, 
par  suite  Ka  =  A  a. 

II.  —  Si  Von  joint  un  point  P  de  la  circonférence  circonscrite 
à  un  triangle  au  point  de  rencontre  K  des  hauteurs  de  ce  triangle, 
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la  droite  de  Simson  relative  au  point  P  partage  en  (kux  parties 
égales  la  ligne  PK, 
Prolongeons  PI  jusqu'à  sa  rencontre  en  I  avec  la  circonfé- 

rei^ce,  prenons  IH 
=  IP  ci  menons 
PB',  KH  et  BL.  La 
droite  |3l  étant  per- 
pendiculaire sur 
les  miUeu:^  des 
^ases  du  trapèze 
PHKB',  ce  trapèze 
est  isoscèle  etron 
a  HKB^  =  PB  K; 
maisPB'K=LBB' 
donc  HK  est  pa- 
rallèle à  LB  ;  or 
cette  dernière 
droite  est  paral- 
lèle à  la  droite  de 
Simson,  puisque 
LBA  =  APL  =  AGI  ;  donc  HK  est  parallèle  à  la  droite  de 
Simson  et  par  conséquent  cette  dernière  droite  GID,  paral- 
lèle à  HK  et  passant  par  le  milieu  I  de  HP,  partage  la  droite 
KP  en  deux  parties  égales. 

Revenant  maintenant  au  théorème  proposé,  nous  voyons 
que  le  lieu  du  point  Q  est  homothétique  du  lieu  du  point  P. 
K  étant  le  centre  d'homothétie  et  1/2  ïc  rapport  d'homothétir. 
C*est  donc  un  cercle.  Or,  d'après  (I)  ce  cercle  passe  par  les 
points  a,  p,  y;  c'est  donc  le  cercle  des  neufs  points  du  triangle. 

Nota.  —  La  même  question  n  clé  résolue  par  MM.  Deville,  à  Lorient. 
P.  Godefroy,  à  Lyon  ;  Puig,  à  Montpellier. 
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QUESTION  36 

Solution,  par  M.  R.  Godefrot,  au  Lycée  de  Lyon. 


On  considère  deux  droites  rectangulaires  AB^  AG  et  au  point 
A  un  cercle  A  tangent  à  la  droite  AB.  Soit  D  le  second  point  de 
rencontre  de  A  avec  AG;  si  par  un  point  fixe  P  de  AB  on  mène 
une  tangente  à  A,  cette  droite  rencontre  la  parallèle  à  AB  menée 
par  le  point  D  en  U7i  point  I  dont  on  demande  le  lieu  géométri' 
que  quand  on  fait  varier  le  cercle  A. 

Soit  £  le  point  de  contact  de  la  tangente  PI  et  du  cercle  A. 

Quel  que  soit  le  cercle  A  on  a  PE  =  PA  comme  tangentes 
à  une  circonférence  issues  d'un  même 
point;  or  le  point  P  est  fixe  et  la  lon- 
gueur PA  est  constante.  Le  lieu  des 
points  E  est  donc  une  circonférence 
de  centre  P,  de  rayon  PA  tangente  en 
A  M^  droite  AC.  On  a  aussi,  quel  que 
soit  le  cercle  A,  lE  =  ID  (tangentes 
issues  d'un  même  point  à  une  circon- 
férence). Le  lieu  des  points  I  est  donc 
le  lieu  des  points  équidistants  d'une  circonférence  et  d'une 
de  ses  tangentes.  On  sait  que  c'est  une  parabole  de  foyer 
P  dont  la  directrice  parallèle  à  AG  en  est  distante  d'une 
longueur  égale  à  PA  du  côté  opposé  à  P  par  rapport  à  AG. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Bablon,  à  Épinai; 
Planlif,  à  Constantine  ;  Quintard,  à  Arbois  ;  Berthelot  Pigeaud,  à  Chàteauroux, 
Puig,  à  Montpellier;  Kœhl,  à  Grenoble;  Paillard,  Yail  et  Lenoir,  école  Albert- 
le-Grand  (Arcueil)  ;  Ambei*t,  à  Bordeaux  ;  Blessel,  h  Paris  ;  Bordier,  à  Blanzac; 
Auric^à  Orange; Mary, à  Perpignan;  P. Godefroy,  à  Lyon;  Deville,  k  Lorienk; 
Lachesnais,  lycée  Henri  IV,  à  Paris;  Vazou,  collège  Rollin,  à  Paris. 


—  Me  — 


QUESTION  37 

ft«l«ti«B.  par  M.  R.  Godeprot.  «n  Lycée  de  Lyon. 


On  considère  une  droite  kB  et  par  deux  points  fixes  A  et  Bpm 
sur  cette  droite  on  mène  des  cercles  tangents  à  cette  droite  et 
tangents  entre  eux.  A  ces  cercles  on  mène  une  tangente  commune 
extérieure.  Trouver  le  lieu  géométrique  décrit  par  le  milieu  de 
cette  tangente  commune ,  (G.  L.) 

Soient  AB  et  CD  les  deux  tangentes  communes  extérieures, 

dont  Tune  AB  est  fixe  et  con- 
stante. La  tangente  commune 
intérieure,  étant  l'axe  radical 
des 2 cercles, passe  parle  mi- 
lieu 0  de  AB,gui  est  fixe  et  par 
le  point  variable  M,  milieu  de 
CD.  Le  point  de  contact  de  la 
tangente  commune  intérieure 
partage  cette  droite  en  deux 
parties  chacune  égale  à  la  moitié  de  Tune  des  tangentes 
communes.  Ces  deux  tangentes  étant  égales,  on  aura  enfin 
MO  =  AB  =  const.  Le  point  0  étant  fixe,  le  lieu  du  point 
M  est  une  circonférence  ayant  pour  centre  le  milieu  de  AB  et 
pour  rayon  AB  lui-même. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  des  Essarts,  Vail,  Pail- 
lard et  Lenoir.  à  l'école  Albert-le-Graod  t'Arcueil);  Ambert,  à  Bordeaux; 
Pigeaud,  à  Châteauroux;  Bablon,  à  Épinal  ;  Quiotard,  à  Ârbois  ;  Puig,  à  Moot> 
()ellier;  Auric,  à  Orange;  Vigy,  à  Vitry-le-FrançoIs;  P,  Godefroy,  à  L^on; 
Varnier.  à  Bar-le-Duc;  Deviile,  à  Lorient  ;  Vazou,  collège  RoUin,  à  Paris  ; 
P.  La  Chesnais,  lycée  Henri  IV,  à  Paris. 
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QUESTION  39 

Solution  par  M.  Puio,  élève  au*  Lycée  de  Montpellier. 


On  donne  deux  droites  rectangulaires  OA  et  OB,  et  deux 
droites  A,  A',  parallèles  à  OA.  Soit  M  un  point  pins  sur  A,  et 
supposé  mobile  sur  celle  droite.  Élevons  au  point  M  une  perpen- 
diculaire à  OM,  qui  rencontre  OA  au  point  A;  joignons  celui-^i 
au  point  G  de  rencontre  de  ^^  et  de  OM,  et  sur  cette  droite  AC 
abaissons  de  0  une  perpendiculaire  01.  Démontrer  que  le  lieu  du 
point  I  est  ttne  circonférence.  (G.  L.) 

Menons  OF  perpendiculaire  à  OM  jusqu'à  sa  rencontre  en 


F  avoc  GA,  et  FP  perpendiculaire  à  OB.  Les  triangles  sera 
blables  OGB,  OFP  donnent 

OP         GB         MD 


Or 


Donc 


OF  ~ 
0F  = 

0P=± 


OC         OM 
OG.AM  , 

MG 
MD.AM      OG 


OM 


MG 


—  288  — 

OD.OC         OD.OB  6c 

donc  OP  =  - 


MG  DB  b  —  r 

Donc  le  point  P  est  fixe,  et  la  droite  BP  est  consiante.  Cl 

voit  que  le  lieu  du  point  F  est  la  parallèle  à  OA  menée  par 

un  point  fixe  P. 
Joignons  le  point  I  aux  points  P  et  B  ;  les  quadrilalèrr^ 

inscriptibles  lOPF,  IGBO  nous  font  voir  que  l'angle  IPO  est 

égal  à  IFO,  et  que  IBO  est  égal  à  ICO.  Donc,  le  triangle  FCH. 

étant  rectangle,  il  en  est  de  même  du  triangle  PIB;  parsui*? 

le  lieu  du  point  I  est  la  circonférence  décrite  sur  PB  coraii 

diamètre. 


QUESTION  47 

isolation  par  M.  F.  Landry. 


Quelles  sont  les  heures  auxquelles  on  peut  faire  permuter  If- 
aiguilles  d'une  horloge,  de  telle  sorte  que  la  nouvelle  po^^itîy- 
puisse  se  produire  par  le  mouvement  même  de  P  horloge? 

(Laisant.i 

Cotte  intéressante  question  peut  être  résolue  ainsi  : 

De  o  h.  à  12  h.  la  petite  aiguille  prend  toutes  les  positi«m? 
sur  le  cadran.  A  chacune  do  ces  positions  correspond  ud 
position  de  la  grande  aiguille,  une  seule;  et  cotte  positii>:. 
est  déterminée  par  sa  vitesse,  qui  est  égale  à  douze  fois  c»m^ 
do  la  petite  aiguille. 

Gela  posé,  soit  exprimée  en  minutes  par  e  la  position  6 
la  petite  aiguille  à  un  moment  donné,  celle  de  la  granJ^ 
aiguille  sera  donnée  par  12e  dont  il  faudra  seulement  défal- 
quer les  tours  complets,  s'il  y  a  lieu. 

La  permutation  des  aiguilles  entre  elles  fera  que  la  nouvell- 
position  de  la  petite  aiguille  sur  le  cadran  sera  déterraiiitv 
par  1 2e  et  que  celle  de  la  grande  sera  e. 

Or,  pour  satisfaire  à  la  loi  des  vitesses  relatives,  il  faudra 
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que  le  nombre  e  qui  marque  la  nouvelle  position  de  la  grande 
aiguille,  soit  égal,  sauf  la  suppression  qui  devra  être  faite 
(les  tours  complets,  à  12  fois  le  nombre  12^  qui  marque  la 
position  nouvelle  de  la  petite  aiguille.  C'est-à-dire  que  la 
différence  enlre  les  deux  nombres  12. 12e  et  e  devra  être  un 
multiple  exact  de  60. 
Il  en  résulte  donc  144c  =  p  -f-  60K, 

60K 


(rou 


143 


Comme  K  ne  peut  être  qu'un  nombre  entier,  on  trouvera 
los  diverses  positions  e  de  la  petite  aiguille,  en  donnant  suc- 
cessivement à  K  les  valeurs  i,  2,  3,..  143.  Au-delà  ou  retom- 
berait sur  les  mômes  positions. 

Ainsi  la  question  comporte  143  solutions  distinctes. 

Les  positions  correspondantes  de  la  grande  aiguille  seraient 
données  par  1 2e,  pour  chaque  valeur  de  e. 


QUESTION  48 

Solution  {>arM.A.  Fleurot,  élève  nu  Lycée  de  Marseille. 


On  donne  une  circonférence  el  dans  cette  circonfârence  tme 
ord^  fixe  AB.  Soit  G  le  point 
le  rencontre  des  tangentes  en 
\,  et  B  à  la  circonférence;  on 
yrend  un  point  M  quelconque 
nr  la  circonférence^  on  mè- 
le  les  droites  MA,  MB,  et  par 
e  point  G  une  parallèle  à  la 
angente  en  M;  cette  parallèle 
encontre  Mk  au  point  V,  MB 
u  point  Q;  démontrer  que  PQ 
>'/  constant,     (Mannheim) 

Le  triangle  AGP  est  iso- 
cèlo  ;  en  elfet,  on  a  :  angle 
.PC  =  angle  RMA  comme 
Iternos-inlernos,  et  angle  RM  s=  angle  RAM  =  angle  PAC. 


—  260  — 

Donc  PC  =  kC. 

On  démontrerait  de  même  que  le   triangle  BGQ   est  au>-i 
isoscèle,  et  que  l'on  a  CQ  =  BC. 
Donc  PC  +  GQ  ou  PQ  =  AG  +  BG  =  constante,  c.  q.  r.  i». 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Mosnat,  k  Thier»;  Ru^ 
Prémorant,  lycée  Saint-Louis,  à  Paris;  Collinet,  à  la  Ferté-Gaacher  ;  P.  Li 
Cbesnais,  lycée  Henri  IV,  à  Paris;  Puig.  à  Montpellier;  Bordier,  à  Blanur: 
Vazou,  collège  RoUin,  à  Paris  ;  Deville,  à  Lorient. 


NOTICE  BIOGRAPHIQUE  SUR  CHARLES  BRIOT 


Charles  Briot,  qui  a  pris  au  mouvement  scientifique  modems 
une  si  large  part,  est  mort  le  20  septembre  dernier  aaboar^ 
d'Ault  (Somme),  à  Tâge  de  soixante-cinq  ans.  Nous  voulons 
essayer  de  résumer  ici  la  vie  et  les  travaux  de  ce  savant 
regretté.  C'est  un  hommage  naturel  que  ce  journal  doit  à 
tous  ceux  qui,  comme  Charles  Briot,  meurent  après  avoir 
aimé  et  honoré  la  science  mathématique. 

Rien  n'est  plus  touchant  que  le  début  de  cette  vie  qci 
devait  être  si  bien  remplie.  Charles  Briot  était  fils  d'un 
tanneur  et  son  père,  après  lui  avoir  fait  donner  un  commes- 
cement  d'instruction,  songeait  à  l'occuper  dans  sa  maisoD. 
Briot  s'étant  un  jour  cassé  le  bras,  il  fallut  abandonner  cetu 
idée  et  songer  à  une  autre  carrière.  «  Je  n'étais  bon  à  rien, 
avec  mon  bras  cassé,  disait  plaisamment  Briot.  quand  il 
parlait  de  sa  jeunesse;  mon  père  ne  sachant  que  faire  d'* 
moi,  ni  comment  m'occuper,  ne  s'opposa  pas  à  la  continua- 
tion de  mes  études.  )) 

C'est  l'institution  Barbet  qui  reçut  le  jeune  Briot  à  sa 
sortie  de  Sainte-Hippolyte  (Doubs),  sa  ville  natale.  On  ne  peu. 
écrire  cette  notice  sans  rendre  justice  à  tous  ceux  qui  ou: 
afdé  Briot  dans  ses  premiers  pas.  M.  Barbet  raccueillii 
généreusement  et  il  ajouta  à  ce  bienfait  en  entourant  sjn 
jeune  élève  d'une  affectueuse  sympathie  et  d'une  sollicitude 
dont  Briot  t,  pendant  toute  sa  vie,  gardé  le  plus  vif  sou- 
venir. 

Un  autre  homme,  M.  Régnier,  était  dans  la  pensée  recon- 
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naissante  de  Briot  lié  aux  souvenirs  de  son  arrivée  à  Paris  et 
des  difficultés  qu'il  avait  rencontrées  à  cette  époque  de  sa, 
jeunesse.   Briot  avait  alors   15  ou   16  ans;   il  ne  possédait 
guère,  en  débarquant  de  Saint-Hippolyte,  qu'une  forte  instruc- 
tion primaire  et  il   avait  à    peine    commencé    les   études 
latines.  Il  pouvait  être  de  la  force   d'un  élève  de  sixième; 
mais  il  était  trop  âgé   pour  qu'on  songeât  à  le   mettre   dans 
celle  classe.  «  M.  Barbet,  nous  a  raconté  M.  Régnier  qui, 
aujourd'hui  membre  de  l'Institut,  était  alors  professeur  de 
seconde  au  lycée  Saint-Louis,  plein  de  confiance  dans  les 
facultés  extraordinaires  de  son  protégé,  vint  me  le  présenter 
cl  m'exposa  la  situation.  —  Je   n'ai  jamais   vu,  me  disait 
M.  Barbet,  une  pareille  facilité;  le  passé  répond  pour  moi 
de  l'avenir  :    il    faut  tenter  l'aventure.    Je  ne    partageais 
pas  entièrement  la    confiance   de  M.  Barbet;   mais  je  me 
suis  prêté  à  l'essai  et  je  n'ai  pas  eu  à  le  regretter.  —  C'é- 
tait, ajoutait  M.  Régnier,  un   de  ces  rares  et  bons  esprits 
presque  aussi  aptes  aux  lettres  qu'aux  sciences,    et,  dans 
ma  longue  carrière  où  j'ai  rencontré  plus  d'une  intelligence 
d'élite,  je  n'ai  jamais  vu  aucun  exemple  d'une  telle  marche,  d 

Briot  fit  ainsi,  sous  la  direction  de  M.  Régnier,  trois  ou 
quatre  classes  en  un  an.  Les  lacunes  du  passé  ainsi  répa- 
rées, il  put  reprendre  son  rang  parmi  les  jeunes  gens  de 
son  âge,  à  la  tète  desquels  il  devait  marcher  désormais.  En 
mathématiques  élémentaires  il  remporta  le  premier  prix  au 
concours  général  et,  bientôt  après,  en  1838,  Briot  entrait  à 
l'Ecole  normale,  le  premier  de  sa  promotion.  Reçu  agrégé  à 
sa  sortie  de  l'École  en  1841,  il  prit  l'année  suivante  le  grade 
de  docteur  es  sciences  mathématiques. 

La  vie  universitaire  de  Briot  a  été  bien  remplie  depuis  cette 
époque  jusqu'à  sa  mort.  D'abord  professeur  à  Reims,  puis  à 
Orléans,  il  passa  du  lycée  de  cette  ville  à  la  faculté  de  Lyon. 
C'est  au  mois  d'octobre  1848  qu'il  vint  à  Paris,  d'abord 
comme  professeur  au  lycée  Fontanes,  puis  comme  professeur 
de  mathématiques  spéciales  au  lycée  Saint-Louis.  Il  occupa 
colle  chaire  importante  pendant  de  longues  années,  entouré 
de  nombreux  élèves  qu'attiraient,  auprès  de  ce  maître  dis- 
tingué, des  succès  toujours  croissants.  Il  ne  quitta  le  lycée 
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Saint-Louis  que  pour  entrer  à  la  Sorbonne,  où  il  professa 
successivement  l'astronomie  et  la  physique  mathémaiique. 
il  faut  ajouter,  pour  être  complet  dans  celle  nomenclature. 
que  Briot  fut,  dans  rintenralle,  en  I88S9  maître  de  con- 
férences à  rÉcole  normale  et,  en  1864»  examinateur  d'ad- 
mission à  rËcole  polytechnique. 

Les  travaux  scientifiques  de  Charles  Briot  sont  nombreoi; 
ils  ont  tous  une  importance  réelle  et  quelques-uns,  comme 
la  Théone  des  Fonctions  abélioines y  à  laquelle  !  Académie  des 
sciences  accorda  dernièrement  le  prix  Poncelet,  suffiraient 
pour  rendre  le  nom  de  Briot  impérissable  près  des  ma- 
thématiciens de  l'avenir. 

Voici  une  liste,  aussi  complète  qu'il  nous  a  été  possible 
de  la  faire,  des  livres  et  mémoires  publiés  par  Briot. 

i .  Thèse  éur  le  mouvement  dFun  corps  solide  autour  d'un 
point  fixe.  (Liouville,  tome  VII,  1842,  15  pages.) 

3.  Théorie  des  points  singuliers  dans  les  courbes  planes  aljjt- 
briques,  (Liouville,  tome  X,  1845,  10  pages.) 

3.  Tfote  sur  Vattraclion.  (Liouville,  tome XI,  1845,  lOpages.: 

4.  Note  sur  un  thermomètre  à  indication  continue.  (LjoQ. 
Société  agricole,  tome  IX,  1846,  2  pages.) 

5.  Note  sur  un  perfectionnement  dans  la  méthode  en  Géométrie' 
(Lyon,  Mémoires  de  l'Académie,  tome  II,  1847,  Spages.i 

6.  Sur  la  théorie  mathématique  de  la  lumière.  (Comptes  reu' 
dus,  1859,  1860,  1861,  1863,  1867,  1868.) 

7.  Essai  sur  la  théorie  mathématique  de  la  lumière. 

8.  Recherches  sur  les  propriétés  des  fondions  définies  par  dg< 
équations  différentielles.  (Comptes  rendus,  1854.) 

9 .  Recherches  sur  les  fonctions  doublemetit  périodiques,  (Comp- 
tes rendus,  1855.) 

10.  Mémoire  sur  l'intégration  des  équations  différentielles  ou 
moyen  des  fonctions  elliptiques.  (Comptes  rendus,  1835.) 

11.  Étude  des  fonctions  d'une  varnable  imaginaire.  (Paris. 
Journal  de  l'École  polytechnique,  1856,  cahier  36.) 

12.  De  la  mesure  des  petites  forces  au  naoye»  dupeM^- 
(Comptes  rendus,  1865.) 

13.  Théorie  mécanique  delà  chaleur. 

14.  Théorie  des  fonc'i.n  elliptiques» 
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lo.  Théorie  des  fonctions  abéliennes. 

Eu  oatre,  M.  Briot  a  publié  un  grand  nombre  d'ouvrages 
esiinosà  renseignement  classique  :  Arithmétique,  Géomé trie, 
Uyèbref  Trtgonométne,  Géométrie  analytique.  Mécanique.  On 
ait  que  parmi  ces  livres  et  ces  mémoires  quelques-uns  ont 
té  écrits  en  collaboration  avec  M.  Bouquet,  et  le  Mémoire 
[O  12  a  été  composé  en  collaboration  avec  M.  Jamin. 

C'est  par  cette  longue  suite  de  travaux,  par  ces  publications 
Liverses  et  aussi  par  son  enseignement  à  TËcoIe  normale 
it  à  la  Sorbonne  que  Briot  avait  pris,  sur  la  génération 
)résente  des  professeurs  de  mathématiques,  une  si  grande 
tt  si  légitime  influence.  Un  journal  (te  XIX^  Siècle,  ix^  du 
1  octobre  1882),  consacrant  un  article  à  la  mémoire  de 
jharles  Briot,  disait,  en  parlant  de  ces  professeurs  et  en 
appelant  cette  influence  :  a  Chez  ces  jeunes  maîtres,  on 
rouverait  encore  autre  chose,  le  souvenir  et  la  reconnais- 
ance  d'avoir  été  aimés  par  Briot  comme  des  enfants,  d'avoir 
té  conseillés,  soutenus,  poussés  par  lui  dans  les  comment 
rcments  de  leur  carrière.  Briot  ne  considérait  que  comme 
m  prêt  les  services  qu'il  avait  reçus  de  M.  Barbet,  et  c'était 
ine  de  ses  joies  d'homme  et  de  citoyen  de  pouvoir  en 
ondre  à  bon  escient  de  tout  pareils  aux  autres.  ï>  Nous 
enons  à  nous  associer  ici  à  ce  langage.  C'est  celui  de  la 
'érité,  et  son  exactitude  sera  reconnue  par  tous  ceux  qui, 
;omme  nous,  ont  eu  le  bonheur  de  recevoir  les  leçons  et  les 
lonseils  de  Briot.  «  Si  vous  saviez,  disait-il  un  jour  à  quel- 
[u'un  de  notre  connaissance,  comme  nous  aimons  les  pro- 
Gsseurs  qui  travaillent  1  » 

Tels  ont  été  la  vie  et  les  travaux  de  ce  maître,  un  des 
sprits  les  plus  justes  et  les  plus  excellents  que  nous  ayons 
onnus.  Les  circonstances  ont  voulu  que  nous  fussions,  dans 
c  petit  village  d'Ault  oii  il  est  venu  s'éteindre,  le  témoin 
ttristé  des  derniers  jours  de  Briot.  Nous  pouvons  dire, 
nyant  vu,  que  Briot  a  su  mourir  aussi  bien  qu'il  avait  su  vivre, 
l  a  vu  venir  la  mort  avec  calme,  et  s'est  préparé  en  phi- 
osophe  et  en  sage  à  cette  suprême  épreuve.  Ses  dernières 
•enséesy  après  celles  qu'il  devait  aux  siens,  ont  été  pour 
ette  Ëc:!e  normale  qu'il  aimait  si  profondément  et  dont  il 
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a  été  un  des  élèves  les  plus  illustres.  Il  manifesta  le  re- 
gret de  quitter  la  vie  sans  avoir  pu  contribuer  à  faire  pré- 
valoir certaines  réformes  qui  lui  paraissaient  utiles  au  boii 
recrutement  de  cette  école.  Fidèle  aux  principes  de  tode 
sa  vie,  il  ne  voulut  avoir  à  son  enterremenl  ni  cérémonie>. 
ni  représentation  de  corps,  ni  discours;  mais  seulemeot 
ses  proches,  ses  amis  et  les  habitants  de  ce  petit  villd;:^ 
de  Châtenay,  oii  il  passait  la  plus  grande  partie  de  son  exis- 
tence. (G.  L.) 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


61.  —  Résoudre  Téquation 


+     ^     I     ^     + 


Oî+I  X-\-  2  x-\-3 

(G,  Lj 

62.  —  On  considère  un  cercle  0,  et  deux  diamètres  rec- 
tangulaires AB,  GD.  A  partir  du  point  A  on  prend  un  arc 
AQ,  et  dans  l'autre  sens  un  arc  AP  tel  que 

arc  AP  =  2arc  AQ. 
Soit  Q'  le  symétrique  de  Q  par  rapport  à  CD.  On  demande 
le  lieu  géométrique  décrit  par  le  point  I,  commun  aux  droite- 
PQ'  et  BQ.  fQ^  i-  ^ 

63.  —  Les  premiers  termes  d'une  série  sont  i,  n^  lo... 
mais  on  a  perdu  la  loi  de  récurrence  des  termes  de  celle 
série;  on  sait  seulement  que  le  terme  général  Un  était  une 
fonction  entière  et  de  second  degré  en  n.  Retrouver  ceUe 
série,  et  démontrer  que  la  somme  des  n  premiers  termes  t.-l 
égale  à  n».  (q^  /^  : 

Le  Rédacteur-Gérant, 
E.VAZEILLE. 


IXPHIMBHIB  CSNTAALB   1  tS   CUBMINS   DE  VU.  —  lUPHlMtHlE  CUAU 
HUB  BBROBMBi  20.  PAHIS.  —  S3M4-S. 
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EQUATIONS  RECIPROQUES 

du  troisieme  et  du  quatrieme  degré 

(sens  général) 

Par  M.  es.  de  Iionipchanipt. 


1.  —  Nous  avons  déjà  indiqué  dans  ce  journal  (*),  en 
Iraitant  quelques  équations  quadratiques,  ce  que  nous  en- 
tendions, dans  un  sens  plus  général  que  celui  qui  est  ordi* 
aairement  adopté,  par  équation  réciproque  du  quatrième  degré. 
N^ous  nous  proposons  de  revenir  sur  ce  point,  parce  que  la 
léfinition  que  nous  avons  donnée  de  Téquation  réciproque, 
somme  celle  qui  est  ordinairement  employée,  renferme  une 
pétition  de  principe  dont  il  est  facile  de  la  débarrasser, 
i^omme  nous  allons  le  montrer.  Nous  avons  dit  qu'une  équa- 
tion était  réciproque  lorsque,  admettant  la  racine  x,  elle 

k 
idmettait  aussi,  et  nécessairement,  la  racine  — r.  Mais  cette 

X 

léfinition  suppose  l'existence  d'une  racine,  c'est-à-dire  le 
hcorème  de  d'Alembert.  Il  n'y  a  évidemment  aucun*  incon- 
vénient à  envisager  de  la  sorte  les  équations  réciproques 
lans  les  cours  de  Mathématiques  spéciales  où  l'on  donne  la 
lémonstration  de  ce  théorème.  Il  n'en  est  plus  de  même 
lans  les  cours  de  Mathématiques  élémentaires.  Ici  il  nous 
)araU  nécessaire  de  ne  pas  préjuger,  dans  une  définition, 
'existence,  non  démontrée^  des  racines  d'une  équation  dti 
[uatriëme  degré.  Pour  ce  motif  nous  voulons  revenir  ici  rapi- 
lement  sur  le  sujet  déjà  traité  dans  l'article  cité,  et  donner, 
les  équations  réciproques  du  quatrième  et  du  troisième  degré, 
lans  le  sens  général  que  nous  donnons  à  cette  expression,  une 
héorie  qui  nous  parait  à  l'abri  de  toute  objection. 

2.  — Nous  dirons  qu'une  équation  de  degré  m,  f(x)  =  o  est 
éciproque  lorsque  F  on  a  identiquement 


(*)  Juillet  1883,  Mathématiques  élémentaires^  p.  156. 

JOUHNAL  Dl  MATH.  iLiU.  1881.  1^ 
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(l> 


f(x)  =  Xx-f(-) 

pour  des  valeurs  convenablement  choisies  de  \  et  de  fc- 
Si  Ton  applique  cette  définition  à  Téqualion 
Aflc*  +  Bx»  +  Qx»  +  Dx  +  E  =  o, 
on  trouve,  par  un  calcul  facile,  la  condition  unique 

AD«  =  B«E, 
que  nous  ayons  donnée  dans  Tarticle  cité. 

Cette  condition  étant  établie,  on  décompose  comme  nous 
l'avons  fait  voir  (*)  l'équation  donnée  en  deux  trinômes  da 
second  degré,  et  c'est  cette  décomposition  môme  qui  prou\.* 
que  réquation  proposée  a  quatre  racines.  On  évite  ainsi: 
!•  de  faire  reposer  la  définition  des  équations  réciproques  stir 
une  hypothèse  ;  î®  on  n'a  pas  à  distinguer  des  équations  réci- 
proques de  première  ou  de  seconde  espèce  (**)  et  ton  traite 
un  problème  qui  renferme  les  unes  et  les  autres^  et,  avec  celUs-à. 
toutes  les  équations  réciproques  dans  le  sens  général  q[ue  noui 

donnofis  à  ce  mot. 

Il  faut  d'ailleurs  observer  que,  Texistcnce  des  racines  liii? 
fois  établie,  il  résulte  de  la  définition  (i)  que  si  x^  est  use 

k 
racine,  —  est  aussi  une  racine  :  appelant  colle-ci  x,  ou  a 

donc  oc^oc^  =  k. 

k 
Soit  Xa  une  troisième  racine, est  la  quatrième  racine: 

on  peut  donc  dire  que     x^Xi  =  k 

et,  par  suite,  XiX^  =  flc^x^. 

•  Cette  propriété  des  racines,  en  adoptant  notre  manière  de 

voir,  est  donc  une  conséquence  de  la  définition  donnée  plus 

haut,  et  ne  doit  pas  être  prise  comme  définition,  pour  ne  pas 

admettre  l'existence  même  des  racines. 

3.  —  Ou  trouvera,  à  l'article  déjà  cité,  tous  les  détails  qu? 
nous  avons  donnes  pour  résoudre  l'équation  réciproque  Ct 
quatrième  degré.  Nous  ajouterons  ici  seulement  quelques 
mots  relatifs  à  l'équation  du  troisième  degré. 

(*)  Journal  de  Mathématiques  élémentaires^  p.  169. 
V*)  Algèbre  de  M.  Combette,  p.  370. 
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Soit  Ace»  +  Bx»  +  Cte  +  D  =  o 

une  équation  réciproque  (sens  général)  du  troisième  degré. 
On  a  donc  identiquement,  par  définition  : 
Aa?»  +Bx^  +  Ca:  +  D  =  X  (AA-»  +  Bk^x  +  Ckx*  +  Dx»); 
et,  par  suite,  A  =  AD 

B  =  lCk 
C  =  XBfc» 
D  =  }AkK 
En  éliminant  X  et  t  entre  ces  relations  on  trouve  entre  les 
coefficients  la  condition  unique 

AG«  =  B'D. 
L'équation  peut  alors  s'écrire 

^(*'  +  'F")+^^(^+'f)=°- 

Q 

On  aperçoit  la  racine         jj^  =  —  -— 

Q 

et  l'équation,  débarrassée  du  facteur  x  -}-  -^»  est 

B 

On  peut  facilement  résoudre  et  discuter  celte  équation. 

4.  —  Les  idées  et  les  calculs  qui  précèdent  s'étendent  sans 
difficulté  aux  équations  de  degré  quelconque;  mais  nous  ne 
voulons  pas  entrer  ici  dans  une  généralisation  facile  à  faire 
et  qui  s'adresserait  plus  particulièrement  à  l'autre  partie  de 
ce  journal.  Nous  ajouterons  seulement  quelques  mots  pour 
bien  préciser  notre  pensée  et  montrer  ce  qui  la  différencie 
de  celle  qui  préside  ordinairement  à  cette  théorie  des  équa- 
tions réciproques.  Pour  nous,  des  équations  réciproques, 
dans  le  sens  que  nous  attachons  à  ce  mot,  ne  sont  pas  seu- 
lement celles  dont  les  racines,  groupées  deux  à  deux  conve- 
nablement, jouissent  de  la  propriété  de  former,  dans  ces 
groupes,  un  produit  toujours  égal  à  +  i  ou  à  —  i  ;  mais,  plus 
généralement,  dont  le  produit  est  toujours  égal  à  un  nombre 
donné  k. 

Nous  irons  même  plus  loin  dans  cette  voie,  et  nous  esli- 
xnons  qu'on  devrait  nommer  équations  réciproques^  celles  dont 
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les  racineSf  groupées  deux  à  deux  convenablement ^  satisfont  à 
une  même  équation  homographique  en  involuUon  ;  de  telle  sorte 
enfin  que  les  racines  ce,,  a?î;  x,,  flCj;  . .  -  x^^  Xp  de  Téquaiion 
proposée  (groupées  convenablement)  donneraient  les  rela- 
tions : 

Ax^x\  +  B(X4  +  a;;)  +  G  =  o 

Ax,cc;  +  B(x,  +  0?;)  -f-  G  =  o 


XxpX  +  B{Xp  +  cCp  +  G  =  0. 
Si  Ton  suppose  B  =  o  on  retombe  dans  le  cas  qui  vient 
de  nous  occuper,  celui  où  deux  racines  ont  un  produit  con- 
stant :  si  A  =  0  on  a  un  autre  cas  d'abaissement  bien  connu 
et  dont  nous  ayons  dit  un  mot  relativement  au  quatrième 
degré  (voir  Journal  des  Mathématiques,  p.  172).  Enfin  si  Fou 
suppose  A  et  B  différents  de  zéro,  ce  qui  est  le  cas  général, 
on  ramène  facilement  ce  casa  celui  des  équations  réciproques 
(sens  général),  en  observant  que  la  relation  homographique 
en  involution  kxx'  -f-  B{x  +  ce)  +  G  =  o 
peut  s'écrire 

(^+x)(^'+-r)  =  ^^iï^- 

Si  Ton  change  alors  d'inconnue,  en  posant 

la  nouvelle  équation  en  X  sera    réciproque,  dans  le  sens 
que  nous  donnons  à  ce  mot. 


QUESTION  347 


Dans  un  parallélogramme  on  donne  la  somme  des  côtés  et  des 
diagonales  2a,  un  angle  p  et  V angle  des  diagonales  a,  trouver 
les  côtés  et  les  diagonales. 

La  figure  ci-après  donne 

X  -{-y  +«  +u  =  a,  (^) 

u*  4"  **  —  2UZ  cos  a  =  x',  (2) 


(3) 

(4) 


^*.5*.^- 


^'x. 
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u*  -}-  a*  4"  2***  ^os  a  =  y*, 
û3*  +  y*  —  2;ry  cos  p  =  4JJ*. 
Pour  résoudre  ce  système,  posons 

X  =rv/2  sînç, 

tt  =  r  sin  0, 

j5  =  r  cos  6.  /  ...''''^' V 

Or  si  on  ajoute  (2)  et  (3)      '        "' 
et  si  Ton  remplace  Xy  y,  z^  u  c' 
par  leurs  valeurs,  on  trouve 

r  =  r'. 
Cela  posé,  substituons  dans  (2),  (3),  (4),  il  vient 

I  —  sin  2Ô  cos  tt  =  2sin*  ç,  (S) 

I  -}-  sin  2Ô  cos  a  =  2C0S*  «p,  (6) 

I  —  sin  2(p  cos  p  =  2C0S»  0.  (7) 

Multiplions  (iï)  par  (6),  il  vient 

I  —  sin*  26  cos*  a  =  sin*  29 
et  (7)  peut  s'écrire 

sin  29  cos  p  =  cos  26. 
Éliminons  sin  29  entre  ces  deux  dernières  équations,  il 
vient        cos*  p  —  sin*  2Ô  cos*  a  cos*  p  =  cos*  20, 
d'où  cotg  2d  =  sin  a  cotg  p.  (8) 

De  même  cotg  29  =  sin  p  cotg  a.  (9) 

Or  (1)  donne 

r[v/  2  (sin  <p  +  cos  9)  +  sin  6  4"  cos  ÔJ  =  a 
et  en  appliquant  la  formule  _ 

sin  jx  -f-  cos[x=  2sin45cos([JL  —  45)  =v  2  cos(|x  —  45), 

on  a        tV  ^[v^  2  cos((p  —  45)  +  cos(0  —  45)]  =  a, 

d»  >                                                ^ 
ou         r  =  ,  ._ . 

V  2Lv  2  cos(9  —  45)  +  cos(0  —  45) 
Les  équations  (8)  et  (9)  donnent  Oet  9;  par  suite  r  est  connu 
par  suite  aussi  ce,  y,  :s,  u. 
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QUESTION  391 


Calcukr  les  éléments  d*un  trapèze  inscrit  dans  un  cercle^  con- 
naissant un  angle  et  la  surface. 

Soit  a  Tangle  donné  BDC,  R  le  rayon  du  cercle  circonscrit, 

m*  la  surface. 
^^-^^         ""^"^^^  Soient  en  outre 

A^-C. — , ^  BD  =  flc,  CD  =  y, 

^'''' '    iv\       Oïl  a 
^-'-'  !  Y^p    AB=t/  —  2ED=:j/  —  2a:cosa 

^-''' ;  \  I      BE  =:  X  sin  a. 

ii^lim LJo       ^      .        AB+CD 

Ê^"       Or  ftt*  =  — .  BE  : 

\  /  ^ 

\  /        donc  en  remplaçant 

N.  y^  ^         2V  —  235  cos  a 

^"-•^ --^  w*=— = xsinx 

2 

ou  wi'  =  cet/  sin  tt  —  x^  sin  a  cos  a.  (i) 

D'un  autre  côté  en  joignant  BG,  on  a 

Tî(j»  =  ac*  4"  y*  —  ^^y  ^^^  *• 

Menant  le  diamètre  GF,  et  remarquant  que  Tangle  en  F 

est  égal  à  a,  on  a 

BG  =  2R  sin  a  ; 
dès  lors         4R*sin«a  =  x«  +  î/*  — aarj/cosa.  (2) 

Les  équations  (1)  et  (2)  résolvent  la  question. 

m'  +  05*  sin  a  cos  a 

De  (1)  on  tire    n  =• : ; 

^  '  ^  X  sin  a 

portant  cette  valeur  dans  (2)  et  réduisant,  il  vient 

a?*  sin*  a  —  4R*x*  sin*  a  +  m*  =  o. 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  discuter  celte  équalîon 

et  de  calculer  y. 
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QUESTION  40 

SoliiUoB  par  M.  Puio,  élève  au  Lycée  de  Montpellier. 


Trouver  le  lieu  des  points  tels  que  si  de  ces  points  on  mène  des 
tangentes  à  une  parabole,  elles  forment  avec  une  droite  fixe  un 
triangle  isoscèle. 

On  peut  toujours  faire  passer  la  droite  fixe  par  le  foyer: 
car  si  elle  ii*y  passait  pas,  on  lui  mènerait  une  parallèle  par 
le  foyer. 

Soit  M  un 
point  du  lieu. 

Menons  par 
ce  point  une 
parallèle  MK  à 
l'axe,  et  joi- 
gnons MF. 

D'après  un 
théorème  con- 
nu, on  a  TMK 
=  T'MF;  d'ail- 
leurs le  trian- 
gle MTT'  de- 
vant être  isos- 
cèle,  il  s'en- 
suit que  l'on  a 
MKF  =  MFK, 
donc  le  trian- 
gle MFK  est  aussi  isoscèle;  l'angle  MFK  est  égal  à  l'angle 
TED  que  fait  la  droite  fixe  avec  Taxe,  donc  la  droite  FM  a 
une  direction  fixe,  et  le  lieu  du  point  M  est  la  droite  FM 
déterminée  de  façon  qu'elle  fasse  avec  l'axe  un  angle  double 
de  l'angle  de  TT'  avec  l'axe. 
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QUESTION  41 

fitolatloB  par  M.  Devin ,  élève  au  Lycée  Charlemagne. 


Si  Von  considère  une  parabole  rapportée  à  son  axe  Ox  et  à  m 
tangente  au  sommet  Oy;  la  normale  en  un  point  quelconque  }ii. 
de  cette  parabole  rencontre  l'axe  en  B  et  la  tangente  au  sommet 
en  I;  soit  G  le  milieu  de  MB;  si  Conjoint  OC,  la  hauteur  IH  du 
triangle  OIG  est  la  polaire  de  l'origine  par  rapport  au  cerck 
décrit  sur  MB  comme  diamètre. 
Menons  la  tangente  MT  au  point  M  à  la  parabole  ;  elle 

rencontre  la  tan- 
gente au  sommet 
en  A. 

De  If  abaissons 
la  perpendicu- 
laire MP  sur  l'axe 
Ox 
On  a  OT  =  OP 
par    suite    AM 

=  AT 
et,  si  l'on  joint 
AG,  MH  =  HP 
Or,  MT  est  aussi 
la  tangente  en  M 
au   cercle   décrit 
sur  MB;  par  suite 
MP  est  la  polaire 
de  A  par  rapport 
à  ce  cercle. 
Alors  Hy  milieu 
de  MP,  est  le  pôle  de  Oy  et  la  droite  IH,  qui  passe  par  H 
et  qui  est  perpendiculaire  sur  OG  est  bien  la  polaire   de 
TorigineO  par  rapport  au  cercle  décrit  sur  M. 

Remarque.  —  Ceci  prouve  que  le  point  I  décrit  la  droite 
Oy  quand  le  point  M  parcourt  la  parabole. 
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b'ou  ron  déduit  le  théorème  suivant  .' 

Théorème.  —  Si  Von  décrit  le  cercle  sur  la  normale  MB 
en  un  point  quelconque  M  d*une  parabole^  cette  normale  et  la 
polaire  du  sommet  de  la  parabole  par  rapport  à  ce  cercle  se 
coupent  sur  la  tangente  au  sommet. 

Nota.  —  La  même  question  à  été  résolue  par  M.  Puig,  à  Montpellier. 


QUESTION  42 

Solution  par  M.  Mosnat,  à  Thiers. 


On  considère  une  parabole  P  ;  d'un  point  M,  mobile  sur  cette 

courbe,  on  abaisse  une  perpendiculaii'e  MA  sur  son  axe.  0  étan 

le  sommet  de  la  courbe,  on  imagine  une  ellipse  ayant  pour  axes, 

en  grandeur  et  en  position,  OA  et  MA.  Trouver  le  lieu  des  foyers 

de  cette  ellipse.  {Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure.) 

(G.  L.) 
Nous  distinguerons  deux  cas. 

Premier  cas.  —  OA  est  le  petit  axe  de  l'ellipse.  Pour  obte- 
nir les  foyers,  il  faut  alors  décrire,  de  0  comme  centre,  avec 
MA  comme  rayon,  un  arc  de  cercle  qui  coupe  MA  aux  deux 
points  cherchés  :  soient  F  et  F'  ces  deux  points. 

Le  triangle  rectangle  OAF  donne  AF*  =ÔF*  —  ÔI*. 

Mais  OF  =  MA  et  MA^  =  2p  .  OA,  par  conséquent 
ÂF*  =  OA  {2p  —  OA)  =  OA.O'A, 
si  nous  prenons  00'  =  2p. 

Le  lieu  cherché  est  donc  un  cercle  décrit  sur  00'  comme 
diamètre. 

Deuxième  cas.  —  OA  est  le  grand  axe  et  par  suite  le  lieu 
des  foyers. 

Le  lieu  se  compose  du  cercle  décrit  sur  00'  comme  dia- 
mètre et  de  la  droite  O'X. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Puig,  à  Montpellier 
Gaullaider,  au  lycée  Saint-Louis,  à  Paris. 


>i— « 
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QUESTION  49 

•  liol«tloB  par  H.  Puig,  élère  au  Lycée  de  Montpellier. 


Construire  un  triangle  dont  on  cannait  un  angle,  la  hauUbr 
issue  du  sommet  de  cet  angle,  et  la  somme  des  pefT)€fidiculami 
abaissées  du  pied  de  cette  hauteur  sur  les  deux  autres  côtés. 

(Hallowell.) 
Le  quadrilatère  ADEF  est  inscriptible,  le  diamètre  éioi: 

la  hauteur  donnée  ;  TaL- 
gle  au  centre  EOF  est  le 
double  de  l'angle  en  Â.et 
par  suite  la  corde  EF  est 
connue  en  grandeur. 

En  outre,  dans  le  tri- 
angle ËDF,  on  connaît 
le  côté  EF,  l'angle  op^- 
posé  qui  est  égal  au  sup- 
plément de  l'angle  en  A 
donné,  et  la  somme  des 
deux  cotés  qui  compren- 
nent cet  angle  ;  on  sait 
donc  construire  ce  tri* 
angle  ;  il  suffit  pour  cela 
de  construire  sur  £F  un 
^  segment  capable  du 
demi-supplément  de  Tangle  donné  ;  de  F  comme  centre,  aveo 
la  somme  donnée  pour  rayon,  on  décrit  une  circonférence 
qui  rencontre  en  K  l'arc  de  ce  segment  ;  on  joint  le  point  F 
au  point  K;  cette  ligne  rencontre  en  D  la  première  circonfé- 
rence tracée;  le  diamètre  DA  donne  le  sommet  A  du  triangle, 
pour  le  construire  complètement,  il  suffit  de  mener  en  D  um' 
tangente  au  cercle  AD  jusqu'à  la  rencontre  avec  les  lignes 
AEetAF. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  DeviUe,  à  Loricat; 
Mosnat,  à  Thiers;  Toussaint,  à  Bar^le-Duc;  Fleorot,  à  Marseille;  GauUaider 
au  lycée  Saint-Louis,  à  Paris. 
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QUESTION  60 

•olnUon  par  M.  Marst,  élève  au  Lycée  de  Lillt . 


Résoudre  Végiuition 


x^x+i    ^x  +  2    ^x  +  3    "*^' 
et  plus  généralement 

T"^   x  +  a   "^  x  +  b  +  x  +  a  +  b  ~^' 
on  fera  voir  que  les  trois  racines  sont  toujours  réelles,  et  mêms 
toujours  commensurables,  si  a*  -f*  ^*  ^^  ^^  carré  parfait. 

(G.  L.) 
Je  résous  réqaation  générale.  Pour  cela,  je  groupe  ensem- 
ble le  premier  et  le  dernier  terme,  puis  le  second  et  le  troi- 
sibme,  ce  qui  donne 

Oa  a  la  première  solution 

a  +  6 

puis  il  reste  l'équation 

(07  +  ^)(^  +  ^)  +  ^(^  +  a  +  6)  =  o 
ou  205*  +  2{a  +  b)x  -f-  a6  =  o. 

La  quantité  sous  le  radical  est 

(a  +  6)*  —  2ab, 
ou  a»  +  b*. 

Donc  les  racines  sont  toujours  réelles,  et  de  plus  elles 
seront  commensurables  si  a'  4*  b^  est  un  carré  parfait. 
Appliquons  a  l'exemple  donné.  Ici 

a=:i,    6  =  2,    a  +  &  =  3;    a"-f-&"=5; 
donc  on  a  pour  les  racines 

—  3  ±  Vs" 

X=      ; 

2 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Lédn  Chevalierj  &  Sainte* 
Barbe;  Derilie,  à  Lorient;  Desplanques,  à  Condé-sur-l'Escaut; 
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ÉGALITÉS  ET  INÉGALITÉS  SIMULTANÉES 

ET    QUADRATIQUES 
Par  M.  C}.  de  Ijong ehanps. 


1.  Nous   supposons  connus  les  principes   démontrés 

dans  tous  les  cours,  exposés  dans  tous  les  ouvrages  élémen- 
taires, principes  relatifs  à  la  théorie  des  inégalilés.  Nous 
nous  proposons  seulement,  dans  cette  noie,  d'appliquer  ces 
principes  à  des  égalités  et  inégalités  simultanées.  Ce  pro- 
blème est  1res  élémentaire;  il  offre  pourtant  quelque  diffi- 
culté et  il  n*est  pas  à  notre  connaissance  qu'il  ait  été  encore 
abordé,  au  moins  d'une  façon  générale  et  méthodique.  Nous- 
même,  dans  ce  petit  travail,  ne  traitons  que  le  cas  le 
plus  simple,  celui  ou  les  égalités  et  inégalilés  considérées 
sont  quadratiques. 

Nous  définirons  d'abord  en  quoi  consiste  au  juste  le  pro- 
blème que  nous  allons  essayer  de  traiter. 

Soient  U  et  V  deux  fonctions  de  la  lettre  ce,  fonctions 
quadratiques,  c'est-à-dire  susceptibles  d'être  décomposées 
en  facteurs  du  premier  ou  du   second  degré  tout  au  plus. 

l*'  Existe-t-ii  des  nombres  x  satisfaisant  à  la  fois  aux  deux 

conditions 

U=o  U=o 

V>o    ^^    V<o? 

Ceci  constitue  un  premier  problème  qui  ne  comporta 
qu'un  nombre  déterminé  de  solutions,  ce  nombre  pouvant 
être  zéro  ;  et  il  faut  trouver  ces  solutions. 

^Existe-t-il  des  nombres  x  satisfaisant  à  la  fois  aux  deux 

conditions 

U>o  U>o 

V>o    ^^    V<o  ?clc... 

C'est  un  second  problème,  problème  dans  lequel  on  peut 

dire  qu'on  cherche  à  résoudre  des  inégalités  simultanées;  les 

solutions  peuvent  être  en  nombre  infini  ou  ne  pas  exister  du 

tout.  Dans  le  premier  cas  on  doit  chercher  s'il  y  a  des  limites 


cntre  lesquelles  on  doit  choisir  la  valeur  de  œ  et  déterminer 
ces  limites. 

Un  troisième  problème  se  présente  aussitôt  à  Tesprit  quand 
on  s*est  posé  les  deux  questions  précédentes,  problème  dans 
lequel  on  se  proposerait  de  trouver  des  nombres  x  satisfai- 
sant aux  trois  conditions  : 

U>o  U>o 

V>-o     ou     V  >  o,    etc.. 
W  >  o  W  <  o 

et  beaucoup  d'autres  ;  mais  nous  n'aborderons,  et  encore  dans 
le  cas  le  plus  simple,  que  les  deux  premiers  problèmes.  Peut- 
être  cette  étude  engagera-t-elle  quelqu'un  de  nos  lecteurs  à 
poursuivre  et  à  développer  une  question  qui  nous  parait  une 
des  plus  intéressantes  et  des  plus  délicates  de  l'algèbre  élé- 
mentaire. 

2.  —  On  propose  de  trouver'  les  valeurs  de  x  qui  satisfont  à 
la  fois  aux  deux  conditions  : 

x«  -f  px  +  q  =  o, 
X  —  a  >  o. 
Ce  problème  revient  à  résoudre  les  deux  équations  : 

x^  +  px  +  q  =  o,  (1) 

X  —  a  —  y  ==  o.  (2) 

en  exigeant  que  y  soit  positif.  Nous  supposerons  p'  —  4?  >  o, 

car  s'il  en  est  autrement,  il  n'y  a  aucun  nombre  qui  puisse 
satisfaire  à  la  condition  (1). 
L'équation  qui  détermine  y  est  : 

y«  +  !/  (2a  -fp)  +  a»  +  pa  -f  gr  =  o. 
Cette  équation  admet  deux  racines  y\  y\  car  : 

(2a  -}-  p)*  —  4(a«  +  pa  +  g)  ==  p*  —  49. 
Mais  il  faut  encore  que  ces  racines  soient  positives. 

Si  a*  -f"P*  +  î  <C  o>  ^1  y  ^  ^^^  racine  positive,  Tauti-e  est 
négative;  il  y  a  donc  seulement  un  nombre  x  satisfaisant 
au  problème,  c'est  la  racine  supérieure  à  a;  si  a*  -j-  pa  -f-  g 
^  o,  les  deux  nombres  y,  y'  sont  tous  les  deux  positifs  ou 
tous  les  deux  négatifs;  positifs  si  2a  -f*  P  <I  o,  négatifs  si 
2a  -(-  p  >  o. 

Bn  résumé  : 
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a*  -|-  pa  -(-  g  <  o  une  solution, 

.   ,  ,      ^       \  2a  +  p  <r  o  deux  solulions, 

*  ^     •'  /2a  +  p>o  zéro  solution. 

3.  —  Trouver  les  valeurs  de  x  qui  satisfont  à  la  fois  aux 
deux  conditions  :        x*  +  P^  +  Q  =  o,  (1) 

i"  +  p'x  +  q>o.  .         (i) 

Conformément  à  la  méthode  que  nous  avons  indiquée, 
nous  posons  :  x'  +  P'^  +9'  —  y  =  o.  (3) 

Nous  supposons  p*  —  4Î  >  o>  ^^^^  entendu,  et  nous  exa- 
minerons d'abord  le  cas  particulier  où  p  =  p .  Les  équations 
(1)  et  (3)  entraînent  celle-ci  : 

puisqu'on  exige  que  y  soit  >-  o,  on  répondra  donc  que  si 
q'  —  9  >  G  il  y  a  deux  solutions;  il  n'y  en  a  aucune  si 
q'  —  q<o. 

Abordons  maintenant  le  cas  général  et  supposons  dans  ce 
qui  va  suivre  p'  —  p  <  o. 

Les  équations  (1)  et  (3)  donnent  pour  déterminer  y,  et  en 
appliquant  la  règle  connue  : 

(?'  —  ?—»)*  =  (P9  —  9p'  —py)  (P—P)f 

ou  !/•  +  !/  \2{q  -  g')  +  p(p'  _  p)}  +  T  ==  o.  (4^ 

En  posant  : 

T=(?-?r-(p'-p)(Pî-9P'). 

S=p(p  —  p)  +  2{q—q). 

Il  est  facile  de  vérifier  que  l'équation  (4)  admet  deux  ra^ 
cinos  différentes;  on  trouve^  en  effet, 

h  (î  -  9')  +  P  (P'  -  P)J3  -4T  =  (P'  -P)'  ip'  -  49), 
quantité  positive,  puisque  nous  supposons  p  —  p  <  o  et 
p*-^4g>o. 

En  raisonnant  comme  dans  le  cas  qui  précède^  on  forme 
le  tableau  suivant  : 

T  <:  o  une  solution  et  une  seuki 

r«  ^      1  S  >  d         deux  solutions  f 
'^     (  S  <  o         %éro  Mutténj 

^ (  S  >  o  une  solution^ 

"^      /  S  <  o         zéro  solution: 
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Remarque.  —  On  ne  peut  pas  avoir  à  la  fois  S =o  et  T  =0, 
sans  avoir  nécessairement  :  ou  bien  p  =  p  avec  q  =  q\  ou 
p*  —  49  =  o  avec  Tune  des  conditions  S  =  o,  T  =  o. 

Cette  remarque  est  évideute,  elle  peut  se  vérifier  par  un 
calcul  facile. 

4.  —  Supposons  maintenant  qu'on  veuille  trouver  toutes  les 
valeurs  de  x  qui  satisfont  aux  deux  inégalités  simultanées  : 

X*  +  px  +  q  >  0, 

X  —  a  >>  o. 

Nous  supposons  — 9  >  o;  si  non  la  oremiëre  iaégalité 

4 
aurait  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  le  problème  serait 

immédiatement  résolu  par  toutes  les  valeurs  de  x  comprises 

dans  l'intervalle  a,  -f-  <»  . 

Considérons  les  deux  équations  à  trois  inconnues 

y  =  x*  +  px  +  q 

Lorsqu'on  donne  à  x  une  valeur  arbitraire  x\  il  en  ré- 
sulte pour  y  et  pour  z  des  valeurs  correspondantes  bien  défi- 
nies y',  «';  les  seules  conditions  imposées  sont  y  >  o,  s'  >  o. 
Appelons  Xi  la  plus  petite,  (c,  la  plus  grande  racine  de 
l'équation  ce*  +  pcc  +  ^  =  o 

et  supposons  d'abord 

a*  -f  pa  +  g  <  o, 
alors  X  est  compris  dans  l'intervalle  x^  x^  et  les  valeurs  de  x 
qui  satisfont  aux  deux  inégalités  sont  celles  qui  sont  com'^ 
prises  entre  ccg  et  -|-  00 .  Si,  au  contraire,  a"  +  pa  -J-  ç  >  o# 
deux  cas  sont  à  distinguer  suivant  que  a  est  inférieur  a  Xi 
ou  supérieur  à  ce,;  dans  la  première  hypothèse  on  peut 
prendre  pour  x  toutes  les  valeurs  comprises  entre  a  et  Xi 
et  entre  x^^i  -^oo  ^  dans  la  seconde  seulement  toutes  les 
valeurs  de  x  supérieures  à  a.  Pour  distinguer  ces  deux  der- 
niers cas,  on  peut  remarquer  que  a?^  -|-  oj,  =  —  p  et  que  si 
(X  <Cxi  on  a  aussi  a  <C  cc^t  et  par  suite 

2ût  •<  Xi  4"  ^«    ou    2a  -|-  p  <;  o. 
Si   au    contraire  a  >-  x^^  on  a  de  môme  2a  -|-  p  I>  0  et 
l'on  peut  résumer  cette  discussion  aiusi  qu'il  suit: 
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Étant  données  les  deux  inégalités 

X*  +  px  -f-  q  >  o 
X  — a>o, 
avec  la  condition  p*  —  4^  >  o 

et  ayant  posé  x*  +  px  +  <I  =  o  • 

4""  Si  a*  +  P»  +  q<o» 

Us  solutions  sont  déterminées  par  les  nombres  supérieurs  à  la 

pluA  grande  racine. 

^  Si  a*  'f-  pa  4-  q  >  o, 

on  distinguera  les  deux  hypothèses  2a  +  P  <  o  e/  2a  4"  P  >  o- 
dans  le  premier  cas  on  pourra  prendre  pour  x  tous  les  nombres 
de  l'intervalle  qui  sépare  7,  de  la  plus  petite  racine  et  aussi  ceux 
qui  sont  supérieurs  à  la  plus  grande  racine  :  dans  le  second  onx , 
on  prendra,  pour  x,  le**  nombres  supérieurs  à  a,  et  ces  nombreé 
seuls, 

5. Supposons  enfin  qae  Ton  veuille  résoudre    les  deux 

négalités  simultanées  : 

x'  +  px  +  g  >  o 

X*  +P'^  +  9  >o- 

Nous  supposons,  pour  des  raisons  déjà   données,  p*  —  47 

-^  o,  «'• 4^'  >  o  et  nous  nommons  Xi,  a;,,  les  racines  de 

r  équation  x*  +  px  +  q==o  (1) 

(E„  a;,,    cell c  de  a;*  +  px+q=o  (2) 

En  posant  y  =  x^  +  px  +  q 

J5  =  X*  +  P'^  +  9» 
on  aura  donc  j/  =  (x  —  xj  (x  —  x,) 

Z  =  {x  —  Xa)  (x  —  X4)  ; 

avec  les  conditions  !/  >  o 

z>  o. 

Nous  nous  plaçons  dans  le  cas  général,  celui  où  les  équa- 
tions (1),  (2),  n'ont  pas  de  racines  communes,  celui  oùron 
a,  par  conséquent,  T  ^  o,  en  posant 

T  ==  (g  —  qy  —ip  —  p)  ipq'  —  9P )» 
Nous  distinguerons  trois  cas  dans  la  discussion  qui  va  suivre 

suivant  que  les  racines  sont  rangées  en  grandeur  croissante 

dans  Tun  ou  l'autre  des  ordres  suivants  : 
\o  Xi,    Xj,    x„    x^; 
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2°  X^y      CTj^^      £Cj,      X^  \ 

O  X^y  £Cj,  X^y  X^'y 

cc^  désignant,  nous  le  supposons,  la  plus  petite  des  quatre 
racines. 

Dans  la  première  hypothèse,  x  peut  varier  depuis  —  oo 
j  usqu'à  Xi  ;  puis  de  x^^x^'y  enfin  de  a;^  à  -|-  oo . 

Dans  la  deuxième,  de  —  oo  à  Xj  et  de  ac^  à  -j-  ^  • 

Enfin  dans  la  troisième  de  —  oo  à  .x,  et  de  rr,  à  +  ^• 

On  peut  faire  rentrer  ces  deux  derniers  cas  dans  un  énoncé 
unique  en  disant  que  :  x  peut  varier  depuis  — oo  jusqu*à  la 
plus  petite  des  racines  et  depuis  la  plus  grande  jusqu'à  +  <x> . 
Il  y  a  donc  deux  cas  principaux  à  distinguer;  dans  Tun  il  y 
a  trois  intervalles  pour  la  variation  de  x,  dans  l'autre  il  n'y 
eu  a  plus  que  deux  et  Ton  peut  se  proposer  de  reconnaître 
immédiatement  et  sans  résoudre  les  équations  dans  lequel  des 
deux  cas  on  est  placé. 

Soit  X*  -{-  px  '\-  q  =i  Oy 

l'équation  qui  admet  la  pins  petite  racine  x^  ;  pour  avoir 
l'ordre  Xt  x^  x^  x^ 

il  est  nécessaire  et  suffisant  que  les  deux  racines  de  celle 
équation  satisfassent  Vune  et  Vautre  à  l'inégalité 

X*  -|-  p*x  +  ?'  >  o. 

Or  si  l'on  avait  T  <:^  o,  nous  avons  vu  plus  haut  (deuxième 
cas)  qu'une  seule  des  racines  x^y  a?,  répondait  à  cette  con- 
dition; on  n'a  pas  d'ailleurs  T  =  o;  on  doit  donc  enfin  sup- 
poser T  >  0.  Ainsi  dans  l'hypothèse  T  >  o,  on  peut  avoir 
l'ordre  x^y  a?,,  or,,  x^  ;  de  plus  on  ne  peut  avoir  que  celui-ci 
puisque  x^  est  la  plus  petite  racine  (V.  le  deuxième  cas). 
Concluons  donc  :  Si  Von  propose  de  résoudre  les  deux  inéga^ 
lités  U  >  o,  V  >  o, 

U  =  ac'  +  px  +  qr,    V  =1  05'  4-  P  ^  +  7  • 
Les  équations  U  =  o,    V  =  o  ayant  comme  racines   quatre 
nombres  différents,  x^  désignant  le  plus  petit  d'entre  eux,  x^ 
le  plus  grand,  si  U  repi'ésente  celle  de  ces  deux  équations  qui 
admet  pour  racine  Xj,  ayant  calculé  la  fonction 

T  =  (q  -  q')'  -  (p  -  p')  (pq  -  qp') . 
Si  T  >  o,  X  peut  va7ier  dans  trois  intervalles  : 
!•>  De  —  00  o  Xi  ; 
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2**  Dans  Vinte^nmîle  des  deux  racines  comprises  entre  x^  et  x^  ; 
3<»  De  X4  à  +  00  . 

Si,  au  contraire  T  <  0,  x  peut  vaner  seulement  dans  deux 
into'valles 

4""  De  — 00  àxi'y 

S^  Dex^a-^oc. 

Remarque.  —  Si  l'on  a  T  =  o,  cas  particulier  que  nous 
avons  réservé,  on  voit  encore  que  x  peut  varier  comme  dans 
l'hypothèse  T  <  o. 

6.  —  Dans  les  discussions  qui  précèdent,  nous  avons, 
pour  plus  de  clarté,  donné  aux  inégalités  considérées  un 
sens  défini.  On  remarquera  que  la  méthode  que  nous  avons 
suivie  est  applicable,  sauf  des  modifications  évidentes,  aux 
inégalités  ayant  un  sens  différent  de  celui  que  nous  avons 
adopté  dans  notre  exposition.  Nous  ferons  d'ailleurs  ici  uno 
dernière  remarque  pour  montrer  comment  on  peut  par  nn 
changement  de  variable  transformer  le  sens  dune  inégalité  du 
second  degré. 

Considérons  l'inégalité  : 

x'+px  +  ?>Or  (1) 

1®  Supposons  d'abord  q  <C.o. 

Posons  :  œ  =  r|-, 

on  aura  :  .i-  -|-  ^  +  ç  >  o, 

ou  en  multipliant  par  X"  : 

jX»  -I-  p^f  X  +  ^«  >  o, 
et  en  divisant  par  le  facteur  négatif  9: 

X'+|,X  +  g<o.  (2) 

L'inégalité  (1)  se  trouve  ainsi  transformée  en  une  égalité 
équivalente,  mais  de  sens  difTércnt. 
2®  Si  7  >  o,  on  posera  d'abord  : 

x  =  y  -{-h, 

CD*  +  po;  -|-  ^f  =  j/'  +  (2ft  +  P)y  +  ''^*  4"  P^  +  9î 

et  comme  Ton  suppose  p*  —  49  >  o,  il  y  a  une  infinité  de 

valeurs  de  A,  savoir  celles  qui  sont  prises  dans  rintervalle 

de  deux  racines  de  l'équation  : 
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x*-\-px-\-q  =  o, 
satisfaisant  à  l'inégalité  : 

fc.  +  pfc  4.  g  <  o. 
On  retombe  ainsi  dans  le  cas  précédent, 
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Mathématiques. 

On  donne  deux  sphères  0  et  0',  et  un  plan  P  ;  on  pro- 
pose de  mener  un  second  plan  Q  loi  qu'il  coupe  les  deux 
sphères  suivant  deux  cercles  donl  les  projeclions  sur  le  plan 
P  soient  des  ellipses  ayant  leurs  axes  respectivement  égaux 
aux  quatre  longueurs  données  a,  6,  o',  b\  Le  plan  Q  sera 
dclerminé  par  son  intersection  avec  le  plan  P  et  Tangle  des 
deux  plans.  —  Discuter. 

—  Chercher  la  condition  pour  que  le  polynôme  x^  +  ^^* 
+  c  soit  divisible  par  o;'  +  px  +  ?• 

—  Résoudre  le  système  suivant  : 

ym  ^n  _.  qx  .    i^n  ^m  __.  q». 

Il'  v^  =z  b;  H^  V'  =  C. 

—  Résoudre 

cotg  X  —  tg  ce  =  sin  o?  +  ces  x. 

—  Étudier  la  variation  de  distance  d'un  point  fixe  A  à  un 
point  d'un  cercle  0  donné. 

Physique. 

Soit  une  balance  dont  le  fléau  pèse  5o  grammes,  la  lon^ 
gueur  du  fléau  est  de  o'",4o  ;  son  centre  de  gravité  est  à  o'",oi 
au-dessous  de  l'axe  de  suspension  ;  l'aiguille  indicatrice  a 
o'",2o  de  longueur.  On  demande  :  1®  le  déplacement  de  l'ai- 
guille pour  un  poids  p  mis  dans  l'un  des  plateaux  ;  2°  quelle 
modification  il  faudrait  apporter  à  l'appareil  pour  qu'il  pût 
peser  des  poids  décroissants  jusqu'à  i  milligramme.  On  ad- 
mettra que  le  déplacement  minimum  appréciable  à  l'œil  nu 
pour  l'extrémité  de  l'aiguille  est  de  t/a  millimètre. 
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—  Soit  un  cône  qui,  plongé  par  sa  poinle  dans  l'eau,  émerp 
d'une  hauteur  égale  à  a,  el,  plongé  dans  le  mercure,  éme^^e 
d'une  hauteur  égale  à  6  ;  on  demande  la  hauleor  totale  d: 
cône  et  la  densité  de  la  matière  dont  il  est  fait.  —  Applica- 
tion, a  =  0.2  ;  6  =  0.9  ;  densité  du  mercure,  iS.Sq. 

—  Considérons  un  tube  à  deux  branches  réunies  par  cii 
tube  capillaire;  une  des  branches  est  fermée,  et  a  i",5ode 
hauteur  ;  on  a  versé  du  mercure  dans  le  tube,  de  façon  ù 
enfermer  un  certain  volume  d'air.  A  la  pression  de  o",70,  it 
à  o^  le  mercure  s'élève  de  i  mètre  dans  la  branche  féru... 
et  de  o",40  dans  la  branche  ouverte;  on  demande  quelit 
sera  la  position  de  la  colonne  mercurielle  à  la  pression  F 
et  à  la  température  T  ;  le  coefficient  de  dilatation  cubique  du 
mercure  est  0,00006  ;  le  coefficient  de  dilatation  cubique  li: 
l'air  est  o,oo36  ;  on  négligera  la  dilatation  du  verre.  —  Ap- 
plication :  P  =  0.720  ;  T  =  100®. 


BACCALAUREAT  ES  SCIENCES 


JuiUet  1882. 
BORDEAUX 

P 
Résoudre  sin  x  =  ^^  cotg  a;;  discuter. 

Application  :  p  =  23,  g  =  3o. 

—  Un  terrain  triangulaire  a  pour  côtés  i3o,  140,  iSomètres. 
on  creuse  tout  autour  un  fossé  qui  raccourcit  chacun  def 
trois  côtés  de  3  mètres;  la  profondeur  du  fossé  est  de  i",5o. 
On  répand  ensuite  sur  le  triangle  la  terre  provenant  à. 
déblai  à  une  hauteur  uniforme.  Quelle  sera  cette  hauteur^ 

—  On  donne  un  cylindre  horizontal  de  rayon  R;  on  po?? 
sur  ce  cylindre  une  tige  rigide  AB,  pesante,  de  longueur  2L 
dont  le  poids  est  p  par  unité  de  longueur.  Lorsque  la  IL^ 
estposée  horizontalement,  s'appuyantsursonpoint  milieu,  el> 
reste  en  équilibre.  On  suspend  à  son  extrémité  A  un  poids  1:. 
la  tige  roule  sans  glissement  sur  le  cylindre  et  prend  h 
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position  A'B'  où  elle  est  immobile.  Trouver  à  ce  moment 
l'angle  que  fait  A'B'  avec  Thorizon. 

Application  :  L  =  i,  R  ^  2,  tc  =  5,  p  =  12. 

—  Somme  des  n  premiers  termes  d'une  progression  géomé- 
trique décroissante. 

Le  premier  terme  est  égal  à  a,  la  raison  à  9.  Calculer  cette 

somme  quand  n  =  1 2,  a  =  1 10,  g  =  — ^ .  Dans  ce  cas  ou 

demande  la  différence  qu'il  y  a  entre  cette  somme  et  le 
nombre  qu'on  obtiendrait  si  la  progression  était  continuée  à 
riufmi. 

—  Inscrire  dans  un  cercle  de  rayon  R  un  triangle  isoscele 
(cl  que  la  somme  de  la  base  et  de  la  hauteur  soit  égale  à  une 
quantité  donnée  h.  Maximum  de  h.  Calculer  la  distance  de 
la  base  au  centre  du  cercle  dans  le  cas  oîiR=i35etfc  =  255. 

—  Résoudre  sin  (a  +  a?)  =  -5-  cos  (a  —  x). 

Cas  où  a=  i8®3o'. 

—  Calculer  le  périmètre  et  la  surface  d'un  hexagone  régu- 
lier inscrit  dans  une  circonférence  de  rayon  R.  Calculer  en 
outre  le  volume  et  la  surface  engendrés  par  cet  hexagone  en 
tournant  autour  d'un  diamètre  passant  par  un  de  ses  sommets. 

Tansformer  .  —  .,    et  calculer  celte  ex- 

a  —  h\c        a  +  byc 

pression  pour  c  =  3,  6  =  8.  a  =  20. 

TOURNON 

Dans  une  sphère  donnée  inscrire  un  cylindre  tel  que  son 
volume  augmenté  de  trois  fois  les  volumes  des  segments 
sphériques  qui  ont  même  base  que  lui  donne  une  somme 
égale  à  ira'.  Maximum  de  ce  volume. 

NANTES 

Les  racines  d'une  équation  du  deuxième  degré  ont  40*2^* 
pour  différence,  et  (a*  —  6*)"pour  produit.Calculer  ces  racines. 
Montrer  que  si  a  et  6  sont  entiers,  ces  racines  sont  des  nom- 
bre s  positifsentiers  et  carrés  parfaits. 
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TOULOUSE 

Les  angles  consécutifs  A  et  C  d'un  trapèze  sont  droits.  C 
donne  les  côtés  parallèles  AB  =  a,  CD  =  6  et  lecôtc  ÂC  =  ' 
On  coupe  le  trapèze  par  une  droite  EP  parallèle  à  AB  et  J 
longueur  x.  Calculer  les  segments  AF,  CF  de  la  droite  ACr»ir 
la  considération  des  aires  des  trapèzes  ABEF,  CDEF,  ABCD. 

Si  on  fait  tourner  la  figure  autour  de  AC,  calculer  !:> 
volumes  engendrés  par  les  trapèzes  ABEF,  EFDC.  Déterminer 
X  de  façon  que  ces  volumes  soient  égaux. 

—  Le  grand  axe  de  l'orbite  d'une  planète  est  quadruple  ce 
grand  axe  de  l'orbite  terrestre.  Connaissant  la  durée  de '.2 
révolution  sidérale  de  la  terre,  évaluer  en  jours  solaire 
moyens  la  durée  de  la  révolution  sidérale  de  la  plane: 
proposée. 

MARSEILLE 

On  coupe  un  tétraèdre  SABG  par  un  plan  parallèle  am 
deux  arêtes  opposées  SA,  BG;  démontrer  que  rintersecLi:: 
est  un  parallélogramme;  maximum  ou  minimum  de  ce;: 
surface. 

—  Démontrer  que  dans  un  pentagone  régulier  les  dia^:- 
nales  qui  n'aboutissent  pas  au  même  sommet  se  coupent  e: 
moyenne  et  extrême  raison. 

—  Inscrire  dans  un  triangle  équilatéral  ABC,  de  cûtc  " 
un  triangle  équilatéral  DEF,  de  surface  égale  à  la  moi::: 
du  premier.  Calculer  les  segments  AD,  DB,  en  fonction  de  c. 

NANTES 

Un  levier  pesant  a  la  forme  d'un  triangle  rectangle  OBa; 
Tangle  A  est  égal  à  a;  la  matière  dont  le  triangle  est  cox- 
posé  est  homogène;  il  peut  tourner  dans  un  plan  vertic^. 
autour  de  l'angle  droit  0.  Quelle  force  faut-il  appliquer  s::!- 
vaut  le  côté  AB  pour  maintenir  ce  levier  en  équilibre  daa> 
une  position  donnée,  en  supposant  du  reste  son  poids  coni: 
et  égal  à  P. 

BESANÇON 

On  donne  un  cercle  de  rayon  R  ;  sur  le  diamètre  AF 
on  construit  un  triangle  équilatéral  ABC  ;  on  prend  sur  01 


—  287  — 

une  longueur  OD  =  a;  on  tire  CD,  et  on  prolonge  cette  droite 
jusqu'à  sa  seconde  intersection  M  avec  la  circonférence.  Dé- 
terminer la  longueur  de  la  corde  AM. 

MONTPELLIER 
Simplifier  l'expression 


(a  —  b){a  —  c)    '     (6  —  c)  (b  —  a)    '    (c  —  a)  (c  —  b)' 

—  Résoudre  l'équation 

PAU 

La  diagonale  d'un  rectangle  est  28.  Si  Ton  allonge  le 
plus  petit  côté  de  a,  en  raccourcissant  le  plus  grand  de  b, 
la  diagonale  reste  la  même;  calculer  les  côtés  du  triangle. 

—  On  donne  un  triangle  équilatéral  ABC,  et  on  partage 
BC  en  quatre  parties  égales.  —  On  joint  chacun  des  points 
de  division  au  sommet  A.  Calculer  les  quatre  angles  en  A, 
et  le  rapport  de  chacune  des  lignes  de  division  au  côié  BC. 

—  Deux  droites  rectangulaires  AB,  AG  étant  données, 
ainsi  qu'une  circonférence  de  rayon  R  tangente  à  ces  droites, 
trouver  sur  AB  un  point  B  tel  qu'en  menant  de  ce  point  une 
troisième  tangente,  la  surface  du  triangle  ABC  ainsi  obtenu 
soit  égale  à  un  carré  donné  m'. 

—  Résoudre  Téquation 

5      . 
C3s'  x-=  ^—  sin  X* 

12 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


64.  —  On  donne  un  demi-cercle  construit  sur  la  droite 
PQ  comme  diamètre  ;  soient  A  et  B  deux  points  pris  sur  la 
circonférence,  et  tels  que  PA  +  QB  =  2R  ;  les  droites  PB  et 
QA  se  coupent  en  un  point  G. 
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!<•  Démontrer  que  le  triangle  CPQ  jouit  de  celte  propriété 
que  l'inverse  de  la  hauteur  relative  à  PQ  est  égal  à  la  somme 
des  inverses  des  côtés  qui  la  comprennent. 

2«  Établir  que  celte  propriété  s'applique  aussi  au  triangle 
GÂ>B;  en  considérant  la  hauteur  issue  du  point  C. 

3®  Étudier  la  variation  de  AB  quand  le  point  A  est  suppose 
mobile  sur  la  circonférence,  et  montrer  que  cette  longueur 
passe  par  un  maximum  relatif  quand  la  figure  PABQ  est  un 
demi-hexagone  régulier. 

40  Ayant  projeté  les  points  P,Qsur  AB,  on  obtient  deni 
points  A',B'.  On  propose  d'établir  la  relation  qui  existe  entre 
A'B'etAB.  (G.  L,} 

65.  —  Démontrer  les  propositions  suivantes  : 

1®  La  somme  de  trois  cubes  consécutifs  est  toujours  divi- 
sible par  trois  fois  le  terme  du  milieu,  et  toujours  par  9. 

2®  Le  nombre  est  toujours  un  nombre  en- 

4 
tier;  il  est  de  plus  toujours  un  nombre  composé,  excepté 

pour  n  =  I . 

3®  Les  nombres  de  la  forme  arithmétique  n*  -|"  ***  +  ^  so^t 

toujours  composés,  excepté  pour  n  =  i.  (G.  L.) 

66.  —  On  considère  deux  cercles  A  et  A'  se  coupant  ortho- 
gonalement.  On  prend  sur  A  un  point  quelconque  A,  et  on 
mbne  par  ce  point  à  A  une  taugentc  qui  rencontre  A'  aux 
points  B  et  G  ;  par  ces  points  et  par  le  point  A',  diamétrale- 
ment oppose  à  A,  on  fait  passer  une  circonférence  qui  ren- 
contre AA'  en  un  point  L  Trouver  le  lieu  décrit  par  ce  point 
I,  lieu  qui  est  une  circonférence.  (G.  L.) 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E«YAZEILLE. 


IMPRIMERIK  CENTRAUt  DIS  CfeBMIKS  BB  riR     —    IlIPKIMtRIB  CHAIX, 
RUB  BBROKRB,  20,  PARIS.    —  25070-S. 
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PROBLÈME  D'ANALYTIQUE 


Ueu  des  sommets  des  coniqtus  bitangentes  à  l'elUpte 

Ces  coniques  passent  par  un  point  fixe  P  (x'y  )  et  Vun  des  axes  est 
dirigé  suivant  le  grand  axe  de  V ellipse.  Distinguer  les  différentes 
formes  du  lieu.  (Concours  académique  de  Poitiers.) 

La  condition  imposée  que  l'un  dôs  axes  soit  dirigé  sui- 
vant XX',  revient  à  la  condition  de  symétrie  par  rapport  à 
cette  même  ligne,  et  cette  condition  sera  satisfaite  si  la 
corde  commune  EF  est  toujours  perpendiculaire  sur  OX. 

L'équation  des  coniques  bitangentes  et  Confondant  l'un 
de  leurs  axes  avec  XX'  sera  donc 

f-  +  |r-'  +X(a:-a)»=o,  (1) 

a  étant  l'abscisse  à  l'origine  de  la  corde  EF. 

La  condition  pour  ces  coniques  de  passer 'par  le  point  P 
(x'j/)  se  traduit  par  la  relation 

et  les  coordonnées  des  sommets  dont  on  cherche  le.  lieu 
vérifieront  l'équation  de  l'axe  parallèle  à  OY,  qui  est 

r«  .=>(7-  +  x)  -  aX  =  ©•  (3) 

On  aura  le  lieu  en  éliminant  les  paramètres  «  et^  entre  (1), 
(2),  (3). 


—  *  — 

Elimination.  —  Ecriyons,   pour   simplifier,  les  relation: 
précédentes,  sous  la  forme 

A4-X(a?— a)*  =  o     ou     X(a?  — a)*=:  — A        (1) 
p  4- X(flD' —  a)*  =  o    ou    X(aî'  — a)*  =  — P        (ii 

ce  ce 

— -  +  Vx  -^  a)  =  o     ou     Xte  —  a)  = (3' 

a'  a* 

(on  voit  ce  que  représentent  A  et  P)  ; 

Ao* 


05 

formons  le  rapport  (1)  (3) 


X*  —  Aa 


t 


a? 

cette  yaleur  de  a  substituée  dans  (3)  donne 


x^ 


Aa*  ' 

les  deux  paramètres  a  et  X  déterminés,  l'équation  (2)  deTieat 

.^         flc*    /  ,        X*  —  Aa*  \" 

d'où  l'équation 

K+i--][^+f-]=[-+i^-'i 

Cette  forme  A.P  =  G*  prouve  à  la  fois  que 

1® L'ellipse  A=  ^  -{- ^  —  i  =  o,leL  parabole  C=  — p 

+  -^  —  I  =  o  et  la  courbe  A.P  —  G*  =  o  se  coupent  aux 

mêmes  points; 
^  En  ces  points  la  courbe  est  tangente  à  l'ellipse. 
Déterminons  ces  points  remarquables. 

Intersection  avec  Vellipse.  —  Il  suffît  de  résoudre 

^=-^+¥-^=° 

n       axe'    ,    y* 


—  5  — 

ce 
brmons  A  —  G  =  o,  —;•  (ûd  —  a?')  =  o  ce  qui  cdnduit  à  c© 

\t 

ésultat  :  les  points  d'intersection  du  lieu  avec  Tellipse  sont 

;ur  les  droites  \  ,  )^. 

(  X  =x  :        (2) 

Le  premier  système  donne  les  sommets  B  et  B'.  . 

Le  second  système  donne  les  points   dont  les  OFdonnées 

x^    .    2/* 
jont  "T"  +  Tî  ~  '  =  ^ 

2/* .X  * 

Ces  points  seront  réels  si  oj'  <  ±  a. 

Ces  points  seront  imaginaires  si  x  >  +  ^  ; 
m  cas  particulier  où  aj'  =  a,  les  points  se  confondent. 

L'équation  est  bicarrée  en  y  ;  du  second  degré  en  x,  elle 
peut  donc  être  résolue  par  rapport  aux  deux  variables  ;  cette 
particularité  servira  pour  la  discussion. 

Elle  est  symélrique  par  rapport  à  Taxe  des  x  (évident  à 
oriori), 

La  courbe  passe  parle  point  P  (x'y)  et  en  ce  point  la  tan- 
;^ente  est  horizontale  (ce  qae  nous  vérifierons  plus  loin  par 
e  calcul).  Ces  deux  remarques  se  justifient  facilement. 

1°  Elle  passe  par  le  point  P.  —  En  effet  on  peut  déterminer 
ane  conique  en  ajoutant  aux  conditions  de  bitangence  et 
le  symétrie  (ce  qui  fait  3  conditions)  deux  autres  conditions, 
celles  d'avoir  pour  sommet  le  point  P.  Celte  conique  par- 
iculière  rentrera  donc  dans  la  famille  considérée  et  donnera 
an  point  du  lieu  qui  sera  le  point  P. 

2°  En  ce  point  la  tangente  est  horizontaley  car  les  coniques 
considérées  formeront  dans  le  voisinage  de  P  un  ensemble 
eprésenté  soit  par  la  figure  (a),  soit  par  la  figure  (6). 

Les  coniques  du  groupe  (o)  ont  toutes  l'axe  parallèle  à  OY, 
:>lus  grand  que  celui  de  la  conique  particulière  dont  nous 
parlons. 

C'est  le  contraire  pour  le  groupe  (6).  Dans  les  deux  cas,  la 
courbe,  lieu  des  sommets  M,  sera  tangente  à  t/=,j/'. 

GheTchous  àonc  les  tangentes  hmizontales:-     -    -•    ^  • 


—  6  — 


(v+i-'Xv+^-')=(^+i-^' 


formons 


X 


//mmz^ 


mzr    '^ 


TiQ,a, 


Pig.b. 


!• 


go 


Cette  relation  est  yérifiée  par  les  deux  systèmes  de  yale  ' 

a?  =  o 
y  =  ±  b 

ce  sont  les  points  B  et  B'  que  nous  avons  déjà  trouT^. 

x  =  œ 

c'estr-à-<lire  le  point  P  (ou  son  symétrique). 
En  résumé,  Tensemble  des  tangentes  horizontales  est 

Tangentes  verticales.  —  Résolvons  l'équation  bicarrée  ea? 
y*    ,   j/V  2xx'       X*        t/'*         \       as*  /  j/'*         \      sxr 


X* 


l'a 


la  condition  B*  —  4AG  >.  o  de  réalité  des  racines  donne 


I 


.'I 


20505         o;  ■        w  "  /  '   ,     4 

/il  7>1  M       ^^     fc4 


a' 


a' 


—  7  — 


o«  V  6»        7    "''    o»  a»         6»  i  - 


ou  en  groupant  les  termes 

6*    a«  6*     a*       ^  6*      - 

40;*  —  4£ca?'  +  ^^^  -  o 
Ce  trinôme  admet  des  racines  qui  représentent  des  droites 
verticales  tangentes  et  en  même  temps  droites  de  séparation 
des  points  réels  d'avec  les  points  imaginaires  du  lieu. 
On  a  donc 


X  = 


.^yA-'-i^^+f-) 


2  2    ^  6' 


telles  sont  les  deux  tangentes  verticales  données  par  cette 
discussion. 

Pour  que  ces  tangentes  verticales  existent,  il  faut  que  le 
point  P  soit  compris  entre  les  deux  parallèles  ]/  =  +  &• 

Les  positions  que  le  point  P  peut  occuper  par  rapport  à 
ces  deux  parallèles  et  à  l'ellipse,  vont  servir  de  base  à  la 
discussion,  en  divisant  le  plan  en  régions  ;  chacune  de  ces 
régions  imposera  un  caractère  particulier  à  la  courbe. 

Pour  construire  les  tangentes  verticales,  on  remarquera 
que  I  et  D  sont  les  milieux  de  PK  et  de  PH. 

Car  le  point  E,  par  exemple,  intersection  de  l'ellipse  avec 
la  droite  y  =  y\  a  pour  abcisse 


^•=4'-t 


de  sorte  que  X  =  — — — . 

^  2 

Intersection  du  lieu  avec  oy.  —  Ces  points  sont  donnés  par 

6»        6«  \o»  ^  6'  /^  a'  ^  b* 

on  aura  donc  en  général  quatre  points 


—  8  — 

y=±b 


=  -/? 


^  6» 


il  7  aara  donc  toujours  quatre  points  d'intersection. 

■ 

Intersection  du  Heu  avec  ox.  —  Les  points  sont  donnés  par 
l'équation 

■    (^-■)(^+^- ■)=(*-■)■  <" 

qui  conduit  à 

Remarquons  que  l'équation  (1)  est  de  la  forme 

Hxy)  f{x,o)  =  {xrœ'  +  Ofy  +  Zf, )\ 

ce   qui  prouve   que  les   points  de  l'équation  (1)  Yérifient 
l'équation  de  l'ensemble  des  deux  tangentes.  Cette  remarque 
servira  beaucoup  pour  la  construction  des  courbes. 
Si  on  résout  l'équation  (1)  elle  donne 

a*\b^         ) 
ce  qui  montre  que 

P  <  G  le  lieu  ne  coupe  pas  l'axe  dlix  ; 
P  =  o  un  seul  point; 
P  >  G  deux  points  d'intersection  réô.s  et  distincts 

si  6*  =  v'*  un  point  rejette  à   oo; 

si  6*  <  !/'■  les  deux  racines  •  J  sitivesj; 

si  &*  >  y^  les  deux  racines  de  signes  contraires. 

Bien  que  le  signe  de  {x^  —  a*)  n'ait  pas  une  grande  in- 
fluence dans  la  discussion  qui  précède,  nous  le  considérerons 
et  nous  obtiendrons  ainsi  des  points  particuliers  dans  les 
régions  caractérisées,  à  la  fois;  par  le  signe  de  (y*  —  6*)  et 
de  P.  Tous  les  cas  qui  peuvent  se  présenter  sont  compris 
dans  le  tableau  suivant» 


flC  =  — 


P  <  o 


P  =  o 


p  >  o 


a;  >  o 


—  9  — 

y'  >  o 
y'  =  o 


on  a  toujours  d'ail- 

=  o     }       f  1 


oc  =  o 
œ'  <  o 
œ'  =  a 


j/'t  =  6* 


on  a  toujours  d'ail- 
leurs     y*    <  ft*. 


y'«  >  6« 


ac 

X 

œ 

X 
X 
X 
X 


<o 
=  a 

>  a 

<  a 
:=  a 

>  a 
=  o 

<  à 
=  a 

>  a 


Nous  allons,  indiquer  rapidement  la  forme  de  la  courbe 
ans  chacun  de  ces  cas. 


A        X      X' 


Fig.^ 


a?'  >  O  K'  :i 


Premier  cas.        P  <  o 


X  =  a 


y'  >  o 

y=^ 

y'  >  o 

!/'  =o 
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(1)  x'  >  o  et  sf'  >  o.  Le  point  est  quelconque.  On  place 
les  tangentes  verticales  de  telle  façon  que  I  soit  milieu  de 
PE»  D  le  milieu  de  PH.  La  figure  1  indicpie  la  forme  géné- 
rale du  lieu. 

(2)  X  >  G  et  y  =  o.  Le  point  P  est  sur  Taxe  des  X.  Les 
deux  tangentes  horizontales  se  sont  confondues  et  on  a  Ii 
figure  2. 

(3)  x'  =  o  avec  y  >  o.  Le  point  P  est  sur  Taxe  des  OT. 
La  courbe  est  symétrique  par  rapport  aux  deux  axes»  le 
point  0  est  centre.  La  figure  3  indique  la  forme. 

(4)  x'  =  o  avec  y  =  o.  Le  point  P  est  au  centre.  La 
courbe  offre  en  ce  point  un  point  double  dont  les  tangentes 
sont 


(T  +  ^)(^-i)  = 


c'est-à-dire  les  diagonales  du  rectangle  construit  sur  les 
axes  de  l'ellipse.  La  figure  4  rend  compte  de  la  forme. 


te. A ^  at- ?-> 


Fig.S. 

ix'  <  a 
X'=:  o 
x'  =  a 
1®   Le  point  P  est  quelque  part  sur  l'ellipse  œ   <  a,  Té- 
quation  se,  réduit  à 


/xx  v*  \* 
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c'edt  donc  le  cas  de  deux  paraboles  superposées; 

î/*    OCX 

Elle  a  son  axe  sur  XX',  et  son  sommet  a  pour  abscisse 


X  = 


a' 

X 


c*est  le  pôle  de  la  droite  EF,  par  rapport  à  l'ellipse  (fig.  S). 
9^  X  =  o.  Le  point  P  est  en  B  sommet  de  l'ellipse.  Le 


lieu  se  réduit  à 


(*-)■= 


Ce  sont  les  deux  tangentes  en  B  et  B'. 
3^   x  =  a.  Le  point  P  est  en  A 

X         v* 
a        5* 
est  une  parabole,  son  sommet  S  est  en  A,  elle  est  donc  tan- 
gente à  l'ellipse  en  ce  point. 


V 


I 


Fig.  5.  Fig*  6. 

l  y*  <  6* 
Froisièms  cas.        p  >  o  I  y'*  =  b* 

(  y'»  >  6' 
(X  <a 

Première  hypothèse.       y*  <  b*  |x'  =  a 

(x  >  a 

ce  qui  veut  dire  que  le  point  P  est  compris  entre  les  deux 

tangentes  y  =  ±b. 
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1®  y  <  b  avec  x  <  a.  Le  point  P  extérieur  à  Tellipse 
reste  dans  le  rectangle  des  axes.  En  se  reportant  à  ce  que 
nous  avons  dit  sur  les  différents  points  remarquables  et 
l'appliquant  on  obtient  la  courbe  (fig.  6)  dans  laquelle 

PI  =  IK 

PD  =  DH 

les  points  M  et  N  sont  sur  les  tangentes  à  Tellipse  menées 
par  P.  Nous  devons  faire  remarquer  qu'il  y  a  des  branches 
infinies  sans  qu'il  y  ait  d'asymptotes  (droites  asymptotes). 

2°  y  <  b  avec  x  =  a.  Les  points  de  tangence  du 
croissant  avec  l'ellipse  se  confondent  en  A,  ce  que  montre 
la  figure  7. 

3®  y  <  b,  X  >  a.  Les  points  de  tangence  devien- 
nent imaginaires  (on  l'a  vu  lors  de  la  discussion)  et  l'équa- 
tion est  interprétée  par  la  figure  8. 


X' 


% 


FigJJ7. 


[Fig.8. 


x'  <  a 

y'«  ==  b«  ^  X  =  a 

x'  >  a 


Deuxième  hypothèse. 
L'équation  s'écrit 

y  =  ^  b  font  partie  du  lieu  et  il  reste  la  parabole 

b^xx  u.  fx^     .      \ 

1*'      Dans  le  cas  général  t/'=  6,    x  >  a.  La  parabcle 
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ne  touche  pas  Fellipse;  ses  branches  se  dirigent  du  côté 
des  X  négatifs. 

2^  Dans  le  cas  de  y'  -=  6  et  x  =  a,  son  sommet  est 
au  point  A. 

3*^  Dans  le  cas  de  x  <  a,  son  sommet  (toujours  donné 
par  l'intersection  de  la   tangente  menée  par  P  à  Tellipse, 


.-J!^       X' 


tig.  y, 

avec  Taxe  des  x)  est  à  droite  de  A  et  la'parabole  est  bitan- 
gente  à  l'ellipse  (fig.  9). 

Y 


Fig.  //.  Fig.  4 S. 

Remarque.  —  Dans  ce  cas  de  t/*'  =  6'",  il  y  a,  comme 
nous  Tavons  déjà  dit,  un  point  d'intersection  du  lieu  avec 
l'axe  OX  rejeté  à  l'infini. 
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TrotmtM  hypothé^.      y'*  >  b*. 

Le  point  se  trouve  en  dehors  des  droites  :  y  =  ih  6,  on 

as'  =  o 


peut  avoir 


^  ^x  =  a 


x'  >  a 

1®       y  >   b   avec   x'  =  o.     La   courbe  est  symétrique 
par  rapport  aux  deux  axes  ;  les  deux  tangentes  verticales 


nr 


.'-'^^ 


X' 


fig.  13. 

données  par  la  discussion  du  radical  sont  imaginaires.  En 
se  conformant  aux  conclusions  diverses  que  nous  avons 
tirées  sur  ce  cas,  nous  obtenons  la  courbe  de  la  figure  10. 

2®  y  >  b  avec  x  <  a.  Les  points  de  tangence  avec 
l'ellipse  existent,  ce  qui  donne  la  forme  delà  figure  11. 

3^  y  =ib  avec  x  =  a.  Les  poiats  de  tangence  se  con- 
fondent en  A»  ce -qu'indique  la  figure  12. 

4®  y  =b  avec  x'  >  a.  Les  points  de  tangence  sont 
imaginaires  (fig.  13). 


THÉORÈME  DE  TAYLOR 

Par  M.  P.  M •Bsioii,  professeur  à  TUnivorsité  de  Gand. 


On  peut  résumer  les  recherches  des  géomëlres  sur  la 
démonstration  (*)  du  théorème  de  Taylor,  pour  une  fonction 
f{x)  continue,  ainsi  que  ses  dérivées  jusqu'à  la  n«  de  a?©  à  X, 
sous  la  forme  suivante  facile  à  retenir  : 

I.  Re$tB  exprimé  au  moyen  d'une  inU^lrale  définie.  -^  Posons 

F(x) = />x)  -  [fix)  +  ipi  rw  +  -^if^rw 

ce  qui  donne,  comme  on  le  trouve  sans  peine, 

F(X)  =  o 

+  ...  +  .E^_£iO!il^,„_,,,;i. 

I.2..  .(n  —  i)  'J 

Mettons  ces  valeurs  dans  l'identité  : 

F  (X)  —  F  (ûCo)  =   r^  F  {x)  dx 

ci  transposons  quelques  termes.  Il  viendra 

I  1  •  ^ 

+  •  •  •  +  -Ti^-v— f/'(""  *)  ('"•>  +  ^«' 

1  •  ^  •  •  •  7»    ^^"    1 

01*1.2.. .(n—i)' 


«0 


(*)  Nous  disons  la  démansiraHon^  parce  qu'en  réalité  toutes  les  démonstra- 
tions proposées  se  ramènent  à  celles  qui  sont  exposées  ici;  et  celles-ci  elles- 
mêmes  sont  équiralentes  entre  elles;  car  le  théorème  de  Rolle  se  déduit  aisé- 
ment de  rôgalitô  (1),  et  la  seconde  forme  du  reste  de  la  première,  quand  on 
songe  qu'âne  intégrale  définie  est  nne  limite  de  somme. 
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c'esi-à-dire  le  théorème  de  Taylor  avec  la  forme  da  reste  de 
Laplace. 

II.  Reste  exprimé  sans  intégrale  définie.  —  Il  saffit  d'appli- 
qaer  le  théorème  de  RoUe  :  <  Entre  deux  racines  Xo,  X  d'une 
équation  (^(\)  =  o^  il  y  a  une  racine  de  V équation  dérivée 
(p'(x)  =  G,  si  ^x),  ^Y^)  ^^^^  ^  fonctions  continues  de  x«  àX  t, 
à  la  fonction 

9(x)  =  FfiC  +  (X—  x)P  P, 
oh  p  est  un  exposant  positif^  P  une  constante  telle  que 
f(Xo)  =:  0*  On  arrive  ainsi,  par  des  calculs  assez  simples,  à 
la  formule 

1 . 2  •  •  •  (n  —  I  ) 
^  (X  —  Xo)^     n  ,  .       ,    - 

I •  2. . .  n     p 
a?!  =  aso  +  6  (X  —  Xo)  étant  une  racine  <p'(x)  =  o,  intermé- 
diaire entre  Xq  et  X.  La  forme  de  Rn,  trouvée  ici»  due  à 
M.  Schlômilch,  donne  le  reste  de  Lagrange,  si  Ton  y  fait 
p  =  n,  le  reste  de  Cauchy,  si  Ton  y  fait  p  =  i . 


THÉORÈME  D'ARITHMÉTIQUE 

Par  M.  F.  lémuérj. 


A  la  page  S  de  son  second  supplément  è  la  Théorie  des 
nombres,  ayant  pour  objet  le  dernier  théorème  de  FermaU 
Legendre  démontre  que  si  a  -|-  6  i^e  contient  pas  le  fac- 
teur n,  le  quotient  — "T  . ■     est  premier  avec  o  -f-  6,  et  que 

si  a  -)*  6  contient   le  facteur  n  à  la  puissance  v,  le  nombre 
an  ^  gn  contient  ce  même  facteur  à  la  puissance  v  -f-  i* 

Dans  ce  dernier  cas,  le  quotient  — .     ,    .,   est  premier  avec 

^  n{a  +  b)         '^ 

a  +  6.  . 
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Le  nombre  n  est  un  nombre  impair  quelconque  ;  a  et  6 
sont  deux  nombres  premiers  entre  eux  et,  par  suite,  avec 
a  -|-  6. 

Legendre  procède  en  divisant  a*»'-}-  l^  par  a  +  b.  Voici 
une  autre  démonstration  : 

On  pose  a  =  a-(-6  —  6  et  on  développe  (a  -f-  6  —  6)»  par 
le  binôme,  en  prenant  a  +  6  pour  premier  terme.  On  trouve 
a"  +  6"  =  (a  +  6  —6)'»  +  6*» 

=  (a+6)'»— n(a-f  6)*»-i6  +  ...  +  n(a  +  6)  6«  -  S 
puisque  —  6»  détruit  +  i>^  • 

Il  n'y  a  plus  qu'à  conclure  en  supprimant  le  facteur 
commun  (a  +  6  ou  n{a  +  b)). 

Il  est  clair  que  les  mêmes  principes  ont  lieu  pour  a^  —  b^ 
et  a  —  6,  puisqu'il  suffit  d'écrire  —  6  au  lieu  de  -j-  6  dans 
a»  +  6»  et  a  +  6. 


QUESTIONS  D'EXAMEN 


Quelle  est  l'expression  la  plus  générale  des  polynômes  du  troi- 
sième degré  qui  pour  les  valeurs  x=  i,  x=oefx  =  —  i 
prennent  les  valeurs  respectives  i,  —  i  et  2? 

Nous  formerons  d'abord  le  polynôme  unique  du  deuxième 
degré  qui  pour  les  trois  valeurs  de  x  données,  prend  les  trois 
valeurs  i, —  i  et  2. 

Soient  Ui,  U,,  U,  les  trois  valeurs  données;  si  X^,  Xj,  X, 
sont  trois  polynômes  du  deuxième  degré  en  x,  le  polynôme 

X  =  U,  X,  +  U,  X,  +  U,  X, 

satisfera  aux  conditions  données  si  on  assujettit  X^,  X,,  X, 
aux  conditions  suivantes  : 

Pour  X  =  i,  Xi  =  I,  X,  =  o,  X,  =^  o 
Pour  X  =  o,  Xj  =  o,  Xj  =  I,  X3  =  o 
Pour  X  =  —  i,    Xi  =  o,    X,  =  o,    X,  =  I. 

En  vertu  de  ces  relations,  on  a: 

^1  =  ^  (^  +  0^>  et  I  =  XjL  .  2 
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d'où  X4  = X  (x  4-  i). 

2 

De  même      X^  =:X,  (x  —  i)  (x  -|-  0»  ®'  i  =  —  ^ 
d'où  X^  =  —  (x  —  i)  (x  -{-  i); 

enfin  X,  =  >,(x  —  i)  x»  et  i  =  2  I, 

d'où  X,  =  —  X  (x  —  i). 

2 

Le  polynôme 

T  =  —  x{x-\-  i)'\-(x—  i)  (x  4-  i)  +  x(x-i) 

prend  ainsi  les  valeurs  i  pour  a;  =  i,  —  i  pour  x  =  o,p'» 
2  pour  a;  =  —  i . 

Ce  polynôme  est  d'ailleurs  unique  de  son  degré;  cardeui 
polynômes  entiers  en  x,  du  degré  m,  qui  sont  identiques 
pour  plus  de  m  valeur  de  x,  sont  identiques,  quel  cp? 
soit  X. 

Cela  posé,  si  l'on  ajoute  au  polynôme  précédent  un  poly- 
nôme entier  en  x  du  troisième  degré  s'annulant  pourx  =^i 
X  =  o  et  X  =  —  I  lequel  est  par  conséquent  de  lafom? 
m  (x —  i)x  (x  -f-  i),  on  aura  Texpression  la  plus  fçénéralt 
des  polynômes  du  troisième  degré  satisfaisant  aux  coul- 
tions  données. 

En  effet,  tout  polynôme  du  troisième  degré  salisfaisa: 
à  ces  conditions  sera  totalement  déterminé  si  Ton  doo: 
la  valeur  qu'il  prend  pour  une  quatrième  valeur  de  j  art- 
trairement  choisie. 

Or  on  peut  toujours  choisir  m  de  manière  que  le  polynôn:" 

■^-^^-t-^4   {x-i)(x  +  i)+x(x-x)-\- 

2 

m  (x —  i)  X  (x  -|-  ï) 
prenne  la  valeur  considérée  pour  la  quatrième  valeur altn* 
bué  à  X. 

Ce  polynôme  et  le  proposé,  identiques  pour  plus  de  Iro  ^ 
valeurs  de  X,  seront  alors  identiques  quel  que  soitx,  c.qfî 


Quand  une  équation  algébrique  a  toutes  les  racines  réellf^^ 
mite  des  dérivées  peut  remplacer  la  suite  de  Sturm,  c'est-^-^ 
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qu'il  y  a  autant  de  racines  comprises  entre  a  c^  b,  b  >  a,  qu'il 
y  a  de  variations  perdues  quand  on  passe  de  la  suite  f(a),  f(a), 
r(a)  ...  f»(a)  à  la  suite  f(b),  f(b),  r(b)  ...  f"(b). 

Si  l'on  prend,  en  effet,  la  transformée  en  œ  +  ^  de  la  pro- 
posée» cette  éqnation  nouvelle  admet  les  racines  de  la  pro- 
posée diminuées  de  a.  Soient  a^,  a^,  ...  ap  les  racines  de  la 
proposée  qui  sont  inférieures  à  a;  dans  la  transformée,  les 
racines  a^  —  a,  a,  —  a,  Op  —  a  seront  négatives  ;  si  au  con- 
traire ap  4-  ^  >  a,  Op  -f  1  —  a  >  o  ;  donc  les  racines  de  la  pro- 
posée qui  sont  supérieures  à  a  donnent  dans  la  transformée 
des  racines  positives;  il  y  a  donc  m  — p  racines  positives  dans 
l'équation  en  x  +  a,  et  p  racines  négatives;  ces  racines 
étant  d'ailleurs  toutes  réelles,  comme  les  racines  a  elles- 
mêmes,   l'équation  f  (x  '\'  à)  =  o,  c'est-à-dire 

f(a)  +xr  W  +  -^  r  (a)  4-  ..•  +77^/'(«) 

doit  présenter,  d'après  le  théorème  de  Descartes,  p  perma- 
nences et  m  —  p  variations. 

De  même  l'équation  f{x  -f-  6)  =  o  présentera,  si  a^,  a,, 
...  ap  . . .  a^  sont  les  racines  de  la  proposée  inférieures  à  6, 
q  permanences  et  m  —  q  variations. 

Donc,  en  passant  de  l'équation /(x  -(-a)  =o  à  l'équation 
f(x  +  6)  =  o,  il  se  perd  m  —  q  —  (m  —  p)  variations, 
c'est-à-dire  p  —  q  variations,  ou  en  d'autres  termes,  un 
nombre  de  variations  égal  au  nombre  des  racines  comprises 
entre  a  et  6. 

Il  résulte  de  là  que,  si  toutes  les  racines  de  f(x)  =  o 
sont  réelles,  il  se  perd,  entre  —  oo  et  -|-  oo ,  w  variations, 
c'est-à-dire  que  les  dérivées  jouent  le  même  rôle  que  les 
fonctions  de  Sturm,  dans  le  cas  où  les  racines  sont  toutes 
réelles.  (Ce  théorème  est  un  cas  particulier  du  théorème  de 
Fourrier.) 

xP  "4-  x?  *—  I 
Décomposer  -r ^     — r-  en  fractions  simples^  p  et 

q  étant  deux  entiers  quelconques. 
Le   procédé   de   la  division   appliqué  à  ce  cas  général. 
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lorsque  p  cl  g  ne  sont  pas  donnés  numériquement,  est  trop 
laborieux.  Nous  supposerons  donc  établie  préalablement  la 
possibilité  de  la  décomposition,  et  cela  posé,  nous  savons 
que  l'on  aura  identiquement 

acP  -f-  ^  —  I         A  Al 

+ 


(x  —  i)»  {x*  +  I)  (x  —  0»     '     (x  —  i)« 

A,  Mx  +  N 

X  étant  un  polynôme,  partie  entière  du  développement, 
qu'il  n'est  pas  nécessaire  de  connaître  pour  déterminer  A 
Al,  A,,  M  et  N. 

On  déduit  de  cette  identité 

X?  +  x9—  i  =  A(jr«  +  i)  +  Ai(x  —   i)  (x*  +  i) 

Cette  relation  ayant  lieu  quel  que  soit  x,  faisons  x  =  i  ; 

nous  aurons  i   =  2A,  ce  qui  fournit  A  =  — .  Prenons  les 

^  2 

dérivées  des  deux  membres  ;  ces  dérivées  de  deux  quantités 

identiques  seront  elles-mêmes  identiques,  et  l'on  aura 

pxP  -  <  -fga^  -  *  =  2Ar  +  Ai(x*  +  0+  2Aj(x —  i)  (x*+  n 

-(-...-(-  Ai(x  —  I  )  .  2X  -|-  A,(x  —  I  )-  .  2.r 

les   termes  non  écrits  contenant  tous  x  —  i   en   facteur. 
Pour  X  =  I,  il  vient  p  -\-  q  —  i  =  2A,,  ce  qui  fournit  A|. 

Al—  ^ 

Prenons  encore  les  dérivées  des  deux  membres  de  la  dernière 
relation;  les  résultats  continueront  à  être  identiques,  et  il 
viendra 

p(p  —  i)  xP  —  «  +  g(g  —  i)  x«  —  «  =  2A  +  2A,x 

-}-    2A,(X*-|-    l)  +    •..  +    2A4X  +  2A,(X  —    l)   2X 

+  2Ai(x  —  i)  -|-  2A,(x  —   1)  2X 

-f"    2A2(X    —     l)* 

Pour  X  =  1 ,  il  vient 

/>IP  —  0  +  î(?  —  0  —  ï  —  2(p  -f  g  —  I)  =  4Ai 
ce  qui  fournit 
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A  _  p(p  —  ')  +  qjq  —  i)  —  2(p  +  ?/  +  I 
* 4 

_  p'  +  y  — 3(p  +  9)+i 

4 
Les  trois  premières  fractions  étant  trouvées,  on  obtiendra 

VI  et N  en  faisant  successivement  dans  Tidentité  primitive 

X  =  -{■•  i  et  X  =  —  t. 
Pour  x  =  +  t,  on  a  iP  +  *'  —  ï  =  (M*  +  N)(»  —  i)» 
Pour  a?  =  —  t,  on  a  (— t)i  +(— 1)«  —  i  =(Mî-f  N)(— t—  i)» 
Cela  revient   à  écrire   que  -f  t  et  —  i  sont   racines  de 
réquation  xP  -^^  x9  —  i  —  (Ma;  -f-  N)(ar  —  i)'  =  o. 

Or  si  i  est  racine,  —  i  le  sera  également  (M  et  N  étant 
réels);  il  suffira  donc  de  considérer  la  première  équation 
qui  est  iP  -f-  î9  —  i  =  2(Mt  -f-  N)(i  +  0 

ou  û>  +  tî  —  1  =  2(N  —  M)  +  2i(M  +  N). 

Cela  posé,  pour  terminer  la  question,  il  faudra  examiner 
les  diverses  hypothèses  que  Ton  peut  faire  sur  la  parité  de 
p  et  9  relativement  au  nombre  4,  Il  serait  trop  long  de  les 
examiner  toutes  ;  mais  prenons-en  quelques-unes  pour 
exemples  : 

Soit  p  multiple  de  4,  (p  =  4p')  ;  q  peut  en  même  temps  être 
de  Tune  des  formes  49,  49'  +  ^9  4?  +  2,  47'  +  3  ;  suppo- 
sons-le, pour  fixer  les  idées,  de  la  forme  49  +  i  ;  on  aura 

t  =  2(N  —  M)  +  2t(M  +  N), 
égalité  qui  donne 

N  —  M  =  o        etM  +  N=-i-.; 

2 

l'on  N  =  —  et  M  = Î-. 

4  4 

Soitp  multiple  de24,  -\-  i,  et  g  multiple  de  4,  -}-  3;  on 

aura  —  i  =  2(N  —  M)  +  2i(M  -f-  N); 

d'oh  N-f-M  =  o        etN— M  = !^, 

'  2 

c'est-à-dire  N  = et  M  =:  — 

4  4 

et  ainsi  de  suite. 

Enfin,  pour  avoir  X,  on  réduira  les  quatre  fractions  com- 
posantes en  une  seule;  on  retranchera  la  somme  de  la  frac- 
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tion  proposée,  et  le  résultat,  qui  sera  un  polynôme  entier, 

sera  X« 
En  supposant  p  >  9,  X  est  identiquement  nul  si  p  <  5. 
C'est  une  quantité  numérique  si  p  =  5. 
Enfin  c'est  un  polynôme  si  p  >  5. 


En  considérant  la  série  harmonique 
ei  appliquant  à  cette  série  le  théorème 


=  Limy 


en  a 


ou 


Lim -îî^iil  =  Lim  y    Ua 

Un 


-4-  =  lim  fj- 

n-4-  I  '      n 


lim  y  n 


La  limite  de  i  -j pour  n  infini  est  1  ;  on  aura  donc 


n 


lim   y  n 


d'où  l'on  conclut  que  la  limite  de  \n  pourn  infini,  c*est-à- 

I 

dire  la  limite  de  ce  ^  pour  x  infini,  est  l'unité. 

On  a  demandé  aux  examens  de  trouver,  sans  recourir  à 
l'emploi  des  dérivées,  quelle  est  la  limite  de  l'expression 

pour  m  infini,  x  étant  un  nombre  fixe  donné,  ei  p  un 

entier  positif  quelconque.  On  peut  appliquer  à  cette  qiiestioc 
un  procédé  analogue  au  précédent. 
Si  l'on  considère  la  série 


—  23  — 


on  a 


Un      ""Vn+i/""/  I  Y 


1/     I  I 

et  _.      . 

nP  -  .    „ 


i/«"  =   r  -^  -   y 


Par  suite,  lim 


{'  +  ^y  lim  yn^ 

I  +  — Y=  i>     lim  y  n/> 


Gela  posé,  observons  que 

OJ^   /     X     ^  ^ 

"*  /  ce 

La  limite  de  ymP  est  i  ;  donc  la  limite  de  — =  est  x. 

Il  en  résulte  que  la  limite  de est  celle  de  cc*^:  si  donc 

a;  est  >   i,  cette  limite  est  l'infini  ;  si  ce  est  <  i,  elle  est  o; 
enfin  si  x  =  i,  elle  est  l'unité. 

La  question  de  la  recherche  de  la  limite  de  — p=  est  ana- 

/çWl  X^ 

logue  à  la  précédente  ;  car  — t=  =  — j-.   Elle    n'en   est 

m 
pas  un  cas  particulier,  puisque  nous  avons  supposé  p  entier. 
Mais  il  est  facile  de  se  convaincre,  en  répétant  le  raisonne- 
ment, que  la  démonstration  s'étend  sans  restrictions  au  cas 
oli  p  >  I  sans  être  entier.  Par  conséquent^   la  limite  de 

ce 
est  celle  de  x^,  c'est-à-dire  l'infini  pour  ûc  >  i,  o  pour 


s 


oo  <  I ,  et  I  pour  a?  =  i . 


—  24  — 


QUESTIONS  PROPOSEES 


1. —  On  considère  un  cercle  M,  un  diamètre  fixeÂfi, 
et  la  tangenle  GG'  à  l'extrémité  B  de  ce  diamètre  ;  par  le 
point  A,  on  mène  une  transversale  qui  rencontre  le  cercle 
en  D,  et  la  bissectrice  de  l'angle  DAB,  qui  rencontre  en  H 
la  tangente  CC;  soit  0  le  centre  du  cercle  inscrit  au  trian- 
gle ADB,  et  A  une  droite  perpendiculaire  à  AO  en  ce 
point  0;  cette  droite  A  rencontre  le  cercle  décrit  de  B  comme 
centre  avec  BH  pour  rayon  en  deux  points.  Démontrer  que 
le  lieu  géométrique  décrit  par  l'un  de  ces  points  est  une 
droite,  le  diamètre  AB;  l'autre  point  décrit  une  strophoîde.  On 
démontrera  cette  double  propriété  par  le  calcul  et  par  la 
géométrie.  (G,  de  Longchamps,) 

2.  —  Deux  paraboles  variables,  sont  assujetties  :  1^  h 
avoir  leurs  axes  parallèles  et  à  une  distance  donnée  l'une  de 
l'autre;  3^  à  se  couper  orthogonalement  en  deux  points. 
Trouver  Taire  minima  comprise  entre  les  deux  courbes. 

3.  —  Mener  par  un  point  donné  une  droite  telle  que  K 
segment  intercepté  par  une  parabole  donnée  soit  maximum 
ou  minimum.  Le  problème  admet  trois  solutions.  Trouver  le 
lieu  des  points  du  plan  pour  lesquels  deux  des  solutions  s€ 
confondent  :  ce  lieu,  du  quatrième  degré,  partage  le  plan  en 
deux  régions  ;  discuter  le  problème  lorsque  le  point  donne 
est  dans  l'une  ou  l'autre  de  ces  régions. 


Le  Rédacteur-Gérant, 
J.  KŒHLER. 
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COURBES  DIAMETRALES  ET  TRANSVERSALES 

RÉCIPROQUES 
Par  M.  €}.  de  lioni^eliaiiipB* 


1.  — Nous  avons  déjà  exposé 'dans  ce  journal  (*)  quelques 
applications  des  transversales  que  nous  nommons  réciproques, 
et  nous  avons  fait  voir  dans  l'article  que  nous  rappelons, 
comment  on  peut  au  moyen  de  ces  transversales  construire, 
par  un  procédé  commun,  les  tangentes  aux  courbes  suivantes  : 
Ctssoide^  Strophoïdef  Conchoidef  Lemniscate;  et  généralement 
à  toutes  les  courbes  que  nous  avons  appelées  concho'idales  (**) 
et  nous  avons  fait  remarquer  à  ce  propos  que  les  quatre 
courbes  citées  ne  sont  en  eflet  que  des  cas  particuliers 
d'une  génération  qui  les  donne  toutes  par  une  définition 
qui  dérive  de  celle  qui  a  été  imaginée  par  nous  pour  engen- 
drer les  conchoïdalcs. 

Pour  rendre  plus  facile  la  lecture  de  cette  note,  nous  rap- 
pelons que  nous  nommons  transversales  réciproques  deux 
droites  A,  A',  définies  ainsi  :  Soit  ÂBG  un  triangle  et  A  une 
transversale  rencontrant  les  côtés  ÂB,  AC,  BC,  respectivement 
aux  points  G',  B'^^A'  ;  si  Von  prend  le  point  G  symétrique  de 
G"  par  rapport  au  milieu  de  AB  et^  de  même,  B'  et  A%  il  ré' 
suite  du  théorème  de  Ménélaiis  et  de  sa  réciproque  que  les  trois 
points  A',B",G''  ainsi  construits  sont  situés  sur  une  même  droite 
A'.  Réciproquement,  si  Ton  donne  A'  et  si  Ton  répète  avec 
cette  droite  la  construction  que  nous  venons  d'indiquer,  on 
retombe  sur  la  droite  A  et,  pour  ce  motif,  nous  avons  autrefois 
(*^  ^)  proposé  de  nommer  ces  droites  transversales  réciproques. 

2.  — Gette  définition,  qui  suffit  à  l'intelligence  des  applica- 
tions nouvelles  que  nous  allons  donner,  étant  rappelée,  nous 
dirons  quelle   est,  à  notre  avis,  la  définition  la  plus  géné- 


(•)  Année  1880,  p.  472. 

(**)  Nouvelle  correspondance  mathématique,  1879,  p.  145. 

(***)  Annales  de  l'Ecole  normale  supérieure,  t.  III,  18d7 

JOURNAL  DB  MATH.   SPiC»  1882. 


Fig.  /. 
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raie  des  coarbes  que  Ton  peut  nommer  courbes  diamélnl-- 
parce  qu'elles  se  rattachent,  mais  en  les  contenant  comme 
cas  particulier,  aux  courbes  habituellement  désignées  par 
cetle  dénomination. 
Imaginons  trois  courbes  ff  f ,  <|/,  situées  dans  le  même  pla: 

et  une  droite  A  qui  est  mobile 
dans  ce  plan,  mais  en  res- 
tant constamment  tangenU 
à  la  courbe  f;  A  renconlie 
(p  en  un  point  A  et  *|  en  us 
point  B;  soit  I  le  milieu 
de  âB.  Le  lieu  décrit  par  ce 
point  I  est  ce  que  nous  nom- 
mons unecouRBB  diaicétrau. 
quand  la  courbe  f  se  rédwt  a 
un  point  0. 

Dans  le  cas  particulier  oii 
le  point  0  s'éloigne  à  l'infini, 
lorsque  les  droites  A,  en 
d  autres  termes,  se  meuvent  parallèlement  à  une  direction  /tee,  el 
lorsque  les  courbes  ^  et  tj/  se  confondent  avec  une  conique, 
le  lieu  du  point  I  est  une  droite  nommée  diamètre;  de  là  le 
nom  de  courbes  diamétrales,  que  nous  proposons  pour 
désigner  les  lieux  géométriques  engendrés  comme  nous 
venons  de  le  dire.  Ce  mot  est  employé  d'ailleurs. 
mais  dans  un  sens  plus  restreint  que  celui  oii  nous 
nous  sommes  placé.  Si  l'on  suppose  en  effet  que  le 
point  0  s'éloigne  à  l'infini  et  que  (p  et  4^  se  confondeol 
en  une  seule  courbe,  le  lieu  des  milieux  des  cordes  parallèles 
à  une  direction  fixe  dans  une  courbe  donnée  F  de  degré  w 

est,  on  le  sait,  une  courbe  de  degré  — ,  dite  courbe 

diamétrale.  Nous  proposons  donc  en  définitive,  et  pour 
éviter  la  création  d'un  mot  nouveau,  de  généraliser  celle 
définition  et  de  nommer  courbe  diamétrale  le  lieu  i^ 
milieux  des  cordes  qui  s'appuienl  sur  deux  courbes  donn^^ 
dans  un  plan  en  passant  constamment  par  un  point  fixe. 
3.  —  Nousallons  montrer  qu'on  peut  toujours,  avec  la  règle 
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et  le  compas,  construire  la  tangente  en  un  point  donné  d'une 
courbe  diamétrale  :  il  est  sous-entendu  que  Ton  suppose  que 
les  tangentes  aux  courbes  9  et  t|/  qui  ont  engendré  la  diamé- 
trale considérée  peuvent  être  tracées  elles-mêmes  avec  la 
règle  et  le  compas. 

Considérons    un    triangle  ABC,   et  une  transversale  A; 
prenons  BR'  =  AR  et  CQ'  =  AQ. 

Dans  le  triangle  AR'Q'  on  pourra  considérer  PQR  et  BG 
comme  deux  transversales  ré- 
ciproques de  ce  triangle;  on  en 
conclut  que  les  points  P  et  F 
sont  symétriques  par  rapport 
au  milieu  de  R'Q'.  C'est  cette  re- 
marque  géométrique  que  nous 
allons  utiliser. 

4.  — Considérons  deux  cour- 
bes quelconques  <p  et^  et  un 
point  fixe  0;  ayant  mené  un 
rayon  vecteur  OAB,  ayant  pris  *^* 

le  point  I  milieu  de  AB,  le  problème  que  nous  nous  sommes 
posé  est  celui  qui  se  propose  de  mener  la  tangente  en  I  au 
lieu  décrit  par  ce  point  quand  OAB  tourne  autour  du  point  0. 

Prenons  une  transversale  voisine  OA'B'  et  déterminons 
les  points  C  et  C  par  la  condition  BC  =  OA,  B'iT  =  OA';  les 
points  H,  H'  seront  symétriques  parrapport  au  milieu  de  GC. 

Supposons  maintenant  que  les  points  AA'  se  rapprochent 
et  viennent  se  confondre,  nous  obtiendrons  à  la  limite  la 
figure  suivante. 

La  droite  AA'  devient  la  tangente  en  A  à  9,  BB'  la  tangente 
en  B  à  t|*  ;  c'est-e-dire  les  droites  AT  et  BT  de  la  figure  4.  Le 
point  C  reste  fixe  et  est  défini  par  la  condition  BG  =  OA. 
La  droite  HH',  et  par  suite  la  droite  II'  qui  lui  est  parallèle, 
prend  une  direction  telle  que,  passant  par  le  point  C,  elle 
soit  partagée  en  deux  parties  égales,  par  ce  point  et  les 
droites  AT  et  BT.  Si,  par  conséquent,  on  construit,  comme 
rindique  la  figure  4,  le  parallélogramme  CPTQ,  la  limite  de 
ir,  la  tangente  au  point  I,  par  conséquent  à  la  diamétrale,  est 
une  droite  A,  menée  par  ce  point  et  parallèle  à  PQ. 
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5.  —  Lo  cas  oii  les  cordes  coasidérées  restent  parallèles  à 
une  direction  fixe  doit  être  examiné  particulièrement,  ca[ 
alors  lo  point  G'  est  éloigné  à  Tinfini  et  il  faut  montrer  com- 
ment la  construction  précédente  doit  être  modifiée. 


Fig.  5. 


Fig.4. 


:*•  Supposons  donc  que  le  point  0  (fig,  4)  s'éloigne  de  plas  e: 
plus  et  considérons  la  droite  TC  qui  passe  par  le  milieu  (> 
PQ.  Menons  TC  parallèle  à  PQ,  les  quatre  droites  TC,  Tl . 
TP,  TQ  forment  un  faisceau  harmonique.  A  la  limite  lepoij 
0  étant  porté  à  rinfini  et,  par  suite,  le  point  G  lui-mèoj 
s'élant  éloigné  à  Tinfini^  la  droite  TC  a  pour  position  limi- 
tée une  parallèle  aux  cordes  considérées  menée  par  le  pois 
T,  et  la  droite  TC  la  droite  conjuguée  harmonique  de  cetlf 
direction,  par  rapport  aux  droites  TP  et  TQ.  On  connaitrj 
donc  encore  la  direclioa  de  la  droite  11'. 

6.  —  Remarque,  —  Eu  appliquant  la  construction  précédente 
il  faut  hien  observer  que  les  droites  BC  etOA  sont  éyaUs  (' 
dirigées  dans  le  même  sens.  Ainsi  si  le  point  0  est  situé  entr^' 
les  points  A  et  B,  il  faut  prendre  le  point  G  dans  la  direct'?' 
BO  et  non  plus  dans  la  direction  OB. 
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PROBLÈME  DE  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 


On  considère  detix  coniques  homothétiques,  tangentes  à  Ox,  à 
roriginc,  et  des  coniques  doublement  tangentes  à  chacune  déciles. 
Par  un  point  fixe  P  de  Ox,  on  leur  mène  des  tangentes.  Lieu  des 
points  de  contact.  (Concours  académique  de  Poitiers .  ) 

L'équation  générale  des  coniques  bitangentes  à  deux  coni- 
ques données  S  =  o,   S'  =  o, 
est 

Q2  _  2[X  (S  -f  XS')  +  {A*P*  =  o  (a) 

dans  laquelle  fx  esl  un  para- 
mètre variable,  X  une  des  raci- 
nes de  réquation  en  X,  et  P,  Q 
deux  facteurs  linéaires  dont  le 
produit  est  S —  XS'. 

Cela  posé,  les  deux  coniques 
données  ont  pour  équations 

x^  +  Ay^ +2Cy=oi 

.T*  +  Ay« -}- 2CV  =  o)    ^'^ 


=  o 


L'équation  en  X  est 

I  —  X  o 

o        A  —  AX 
o        C   —XC 
ou  (i  —  X)  (C—  XC')*  =o 

Cette  équation   a  donc  une  racine  simple  X  =  i   ot  une 

double  X  = 


o 
C  —  XC 
o 


C  • 

A  chacune  de  ces  racines  correspond  un  faisceau  de  co- 
niques bitangentes;  nous  allons  donc  les  considérer  suc- 
cessivement. 

Premier  faisceau  de  coniques  doublement  tangentes. 

La  valeur  X  =  i  donne  PQ  =  2{C  —  G')y,  nous  poserons 
P  =  2  (G  — C),  Q  =  y,   et  l'équation  générale  (a)  devient 
;/«  —  4a  (x«  +  Ay«  +  Q  +  îTy)  -f  4|jl«  (C  +  C')«  =  q.   (2) 
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On  peut  d'ailleurs  vérifier  cette  équation,  en  cherchant 
son  intersection  avec  a?'  -|"  ^J/*  +  2  Cy  =  o  ;  on  trouve  U 
combinaison  [y  +  ^^a  (G  —  G')]*  =  o.  De  même  avec 
X*  +  At/*  +  2C  y  ==  o  on  a  la  combinaison  [y  —  2jx(G  — C')]*-=û. 
Ce  qui  donne,  en  passant,  ce  théorème  :  Les  deux  cordeî  if 
contact  d'une  conique  bitangente^  sont  symétriquement  placé^^  pa; 
7'apport  à  Ox, 

Si  Ton  désigne  par  d  la  distance  OP,  la  polaire  da  poin- 
P  aura  pour  équation 

4îx(te  +  2[x  (G  +  G')y  —  4iA*  (G  —  C')«  =  0 
ou,  en  divisant  par  rj., 

2dx+  (C  +  G')  y  =  2{x  (G  —  C')«.  ri) 

[Au  facteur  |x  que  Ton  supprime,  correspond  pour  le  iie^ 
2/  =  o,  résultat  qu'on  pouvait  prévoir.] 
Remarquons  que  cette  polaire  reste  toujours  parallèle  à ul'^ 

^  direction  fixe  quand  la  conique  il 

varie.  Gette  direction  peut  mêD^ 
être  construite  géométriquemenlE: 
effet,  parmi  les  coniques  du  faisceau, 
se  trouve  le  système  des  tangente: 
communes  AB,  AG,  et  la  polaire 
correspondante  AD  se  coustri 
avec  facilité.  Gette  remarque  no. ? 
sera  utile. 
Revenant  au  problème  propos 
le  lieu  s'obtiendra  évidemment,  en  éliminant  jx  entre  1-^ 
équations  (2)  et  (3),  ce  qui  donne 

y«(G  _  G')*  =  2(x'*  +  Ay^  +  (T+lTî/)  (2rfa;+  Ô+ÏÏi/) 

—  {2dx  +  G  +  CyY 
ou  bien 


(x**  +  Al/*)  {2dx  +  G  +  C'y)  =  2(d*x«  —  CCy^}.    li' 
Le  lieu  est  donc  une  cubique    ayant  pour   poinl  duui'. 
l'origine.  Nous  allons  discuter  ses  principales  formes. 

Premier  cas.  —  Les  deux  coniques  sont  des  ellipses,  c>?' 
à -dire  A  >  0.  Il  n'y  a  qu'une  asymptote  réelle,  parallèle  • 
2dx  +  (G  +  G)  y  =  o. 

Si  G  <  o  et  G'  >  o  (fig.  4),  Torigine  est  un  poinl  doui  ' 
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isolé.  Uo'yapaade  courbe  à  gauche  de  la  droite  2dx  +  t-{-C'y. 
=  o, 

La  courbe  passe   au  point  P,    aux  poiuts  de  contact  des 
tangeules  menées  de  P  aux  deux  coniques   données;   enfin 
au  point  A  défini  dans  la  remar- 
que faite  plus  haut. 

En  résumé,  elle  a  la  forme 
do  la  figure  1. 

SiroQaàlafoisC<o  C  <  o, 
c'csl-à-dire  si  les  deux  ellipses 
sont  d'un  môme  côté  de  Oœ, 
l'origine  devient  un  point 
double  réel  dont  les  tangentes 

y  '^  ,>.    ■ 

-^  = ,         serventasepa- 

rcrle  plan  en  régions.  Le  lieu 
a  la  forme  2. 

Deuxième  Cas.  —  Les  deux  coniques  sont  des  hyperboles  : 
A  <  o. 


Nous  aurons  ciicoro  un  point  double  réel  ou  isolé,  suivanl 
ue  UC  >  o  ou  <  o.  Le  plan  sera  sùparé  en  rcgious  parles 
roites  a'  -j-  Ay»  =  o  (directions  asymplotiqucs  des  hyper- 
loles),'  2iiœ  —  {C  +  C')!/  =  o,  et,  suivant  les  cas,  par  d*.r" 


^  GCy .  Dans  ce  cas,  enfin,  les  trois  asymptotes  sont  rée'.'.es 
les  deux  souvelles  sont  parallèles. aux  droites  ir*+  Aj'^ù 


^ 


Tboisième  Cas,  —  Enfin  supposons  qu'on  ait  donné  deui 
paraboles,  c'est-à-dire  Â  =:  o.  Alors  l'équalion  (4)  deciont 

x'[2dx  +  a"+c'y]  =1 2(rf'x*  —  ccy). 

Elle  présente  des  formes  analogues  aux  précédentes. 

Deuxième  faisceau  de  coniques. 
Occupons-nous    maiulcnaut  de   lu  douxiciuc    raciiu'  -li* 
l'équalion  eu  X  :  X  =  -^^ .  Elle  douuc 
PQ  =  (C  --  C)  (x*  +  Al/') 

=  (cr  -  0)  (X  +  W ITÂ)  (X  -  ift/"^ 

et  r6quBtion  (i)  devient 

a' [X  +  !// ^TI].  _  3J, [(0  -(-  C)  (j;'  +  A!/»)  +  4  CG y]        , 
+  (C--C)Mx-!,/-A)'  =  o        (5. 
ou,  en  l'ordonnant  par  rapport  aœety. 
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—  AiC[C'  —  C  +  2;.  (T+T?  +  P-']  —  23!!^  —  A  [FITc' 
-,a'l-8|»CC!,  =  o 
La  polaire  du  point  P  a  alors  pour  équation  ; 

ix  (c-c'  -  2p.  tT+T:'  +  !«'l  -  !/  [V  ^Tcirrc' 

-!>■)  + 41>œ]=0 

m     *»■  (.X  +  j  v'  —  A)  —  2f  [(C  +  C)<te  +  îCC-j] 
+  (i(C-  — C)-(a!— JV'— A)=  »• 


Ëliminant  it  entre  (S)  et  (6),  ou  obtient  ; 

[(i(c--c)-(x-=Ay)!,v/3rÂr 

=  U(.T  +  ïv/  -  A)  [(C  +  C-)(»;-+Ai,-)  +  4  C(Ts] 

-(a)+]/V'-A)'[C+  C-|fa+2CCs]| 
t  (C-  —  C)'  (a:  —  s  V  —A)'  [(0  +  C)  ilx  +  2CC-y] 
-  i( (C  -  C)'  (ac  -  j v' ^=Â) ((0  +  C)(x'  +  Aï')  +  4  CO-sl  | 
m,  en  supprimant  le  facteur  (C  —  C)*  (œ"  +  Ay') , 

jouanAL  m  xatb.  srte.  1B82.  2. 
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—  Aâ'y*  (C  -  C)*  (««  +  A.y*) 

=  I  d(C  +  G)(œ'  +  A»»)  +  4fÇC'» 

-^{x  ^  y  \/  —  k)  (g -\- C  dx  -\-  zQCy]': 

\  {X  —  y\/  —  k)  [C+c  dx  +  sCXÎ'y] 

—  d(C  +  Cr)  (a;«  +  Ay«)  — 4rfCCï, 
On  peut  eocore  supprimer  le  facteur  y*  : 


Arf«  (C  —  G)*  (a:«  +  Ay*)  =  À  [<te  C  +  C  -f  aCC'y]' 

+  [Adj/  (C  +  G')  —  sGC'ac  +  4  rfCCf 
ou,  enfin,  toutes  simplifications  faites, 

(œ»  +  Ay»)  (A<i»  +  CC)  +  2Ad»  (C  +  G")  y 

—  4dGG'(aj— d)=o; 
la  seconde  ptrtie  du  lieu  cherché  so  oompose  d'une  conique 
homothétiq[ae  aux  proposées. 


QUESTION  354 


1.  — '  Posons 


s«=i  +  ^  +  |+..-  +-^. 


et  considérons  le  carré 


1  I     I 

2  3    4 

I 
n 

1  I    I 

2  3   4 

I 

—  I 
n 

I    I 

3    4 

I        I 
n       2 

I        1    I 

^~     1    ^"^   "T*      •  •   •  •  > 

n       3    3 

I 

n —  I 

B 

oh  les  termes  de  la  série  harmonique  sont  écrits  d'après 
une  loi  que  la  Agure  rend  étidente. 
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La  somme  des  nombres  renfermés  dans  ce  tableau, 
nombres  comptés  par  colonnes  horizontales  ou  colonnes 
verticales,  est  évidemment 

nS„; 
si,  d'autre  part,  on  les  compte  par  tranches  parallèles  à  la 
diagonale  ÂB,  on  trouve  que  chacune  de  ces  tranches , 
jusqaes  et  y  compris  la  diagonale  AB,  donne  un  résultat 
égal  à  I,  ce  qui  fait  une  somme  égale  à  n,  à  laquelle  il 
faut  ajouter  les  tranches  qui  suivent  AB,  lesquelles  sont 
respectivement 

n —  I       n  —  2       n  —  3  2  i 


i^ .  ^ 


I  2  3  n  —  2      n  —  I 

On  a  donc  Tidentilé,  facile  à  vérifier  directement, 

nS»  ==n  4- h  •  •  •  H 

L      1        '        2        '  '    n  -*  2 


+  ir-r\  (*) 

n  —  i  J 


2.  —  Posons  n  r=  2p. 

Le   crochet  renfermera    2p  —  i  fractions;   Tune   d'elles, 

celle  du  milieUi  est  égale  à  —  =  i  et  Ton  peut  écrire,  en 

groupant  les  fractions  à  égale  distance  des  extrêmes. 


2p  —  î 


+  iEzii.+     ^ 


2p  .  Sjp  :=  2p  -j-   I  -|-    (     '  2  2p  —  2 


+  2+J-+  P-' 


p  —  '        p  +  1  ' 

Or,  on  a  identiquement,  quel  que  soit  x, 
^p  —  œ  X       ^  (2P  -  ce)*  +  œ^  ^       4P'        _^^ 

œ  2p  —  X  x{2p  —  x)  x{2p  —  x) 

d'où  2pS,,  =  2p  +  I  +  4i>'  [tt^^j^TT)        * 

2(2p—  2)      *^  (p_l)(p4-,)J 
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ou  Sp  =: h   20 1 ; 


3p  ^L  I  .(2p —  l) 

^  3(2p  — 2)  ^ ^  (P—  î)(pH-  i;j 

H.  —  Reprenons  l'identité  (1)  et  supposons  maintenant 

n  =  2p  +  I . 


Il  viendra 


2p     _j_     , 


I  Ip 


(2p+   l)S2p+,  =  (2p+   l)  +  \  2  ^       2p  —  I 

f+A±J.+_^; 

et,  en  vertu  de  l'identité, 
2p  —  {x  —  0    ,  oc  (2p  +  I  )* 


X  2p  —  ix — I)         ap  (2p  —  x-^-i) 

on  trouve 

s^^+^  =  i^rpr  +  ^'P  +  '^  [tt^  +  2(2/-  ,) 

+  '--  +  p(P+i)]-^''^' 

II  est  remarquable  que,  dans    celte    formule,  le   terme 

-r- —  disparaît  et  Ton  trouve,  après  cette  simplification. 

une  nouvelle  forme  de  S^p,  savoir  : 

"^  ^^^  "^   ^^  L   I    .    2p    "^     2.(2p~^l)    "^     3(2p  —  2) 

+  •  •  •  H T~\ — \\  (^* 

formule  plus  simple  que  la  formule  (2)  et  qui  permet  de  cal- 
culer les  ip  premiers  termes  delà  série  harmonique  par  une 
série  de  p  termes  seulement. 

4.  —  Cette  formule  peut  d'ailleurs  se  tirer  directement  de 
la  série  harmonique. 

Prenons,  en  effet,  deux  termes  de  cette  série  : 

i  I 

X  '   2p  —  (a  —  i)  * 
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également  éloignés  des  extrêmes,  i  et  —  . 
On  a,  identiquement, 

a     '     2p  —  (a  —  I )  a(2p  —  a  +  i)  * 

Faisons  dans  cette  identité  successivement 

a=iy     (x=2,  •..a=p, 
et  en  ajoutant  on  retrouve  la  formule  (4). 

o.  —  On  peut  donner  à  l'identité  (4)  une  forme  assez  re- 
marquable. 
On  a,  en  effet. 

I    .  2p  2  \  p  /' 

! =  -L(      '     Y 

2(2p  —  l)  2     V  2p  —  1  / 

__i =±(  '         \ 

3(2p  — 2)  2   V3p— 3/' 

L =JLf L_^ 

4(2p  —  3)         2   \  4P  — 6  /' 

Les  nombres  i,  3, 6, .. .  qui  apparaissent  dans  ce  tableau» 
sont  les  nombres  de  la  seconde  colonne  du  triangle  arith- 
métique de  Pascal,  c'est-à-dire 

Cj)    G})    C^j    ... 

Je  dis  que  la  loi  soupçonnée  ici  est  générale. 

En  effet,  si  Ton  a 

I 

2a  (2p  —  2a  +  0' 
on  pourra  écrire 

\ =if \ \ 

2a  (2p  —  2a -j-  0        2  \2pa  —  oa^  +  a/' 
et  comme 

2a(2a — I) 
CÎa   = 1 =2a«  — a, 

on  a  bien 


I,        2  V-pa  — cJa/** 


2a (2p—  2a  -I-  I )        2  \2pa  —  q^^ 
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Dans  l'autre  cas 


(•2a  +  OC^P — 2«) 

on  écrira 

'  ^  »  /  '  \ 

(2a+  i)(2P — 2a)        2  \(2flt+  !)p — 2a» -^/* 
et  comme 

2 

on  a  encore 

î =  1  (^ \ 

la  loi  est  toujours  vraie  et  l'on  arrive  à  l'identité 

Stp  =  (  P  +  t  )  I  «  +  :r;: — ;  +  â7 ;  +  •  •  • 


+ 


-î— '1 


qui  constitue  une  forme  commode  ppur  le  calcul  des  ap  pre- 
miers termes  de  la  série  harmonique. 

(A  suivre.) 


tt 


ÉTUDE  SUR  LES  COORDONNÉES  TRILINÉAIRES 

ET  LEURS  APPLICATIONS 
Par  M.  E.  #•  Bo^nel. 


Nous  no  us  proposons,  dansce  travail,  d'établir  les  principales 
formules  relatives  à  l'emploi  d'un  système  particulier  de  coor- 
données, dont  les  applications  sont  trës  nombreuses,  et  de 
montrer,  par  un  certain  nombre  d'exemples,  le  parti  que  Ton 
en  peut  tirer  dans  l'étude  de  la  géométrie.  L'importance  de  ce 
système  de  coordonnées  tient  surtout  à  ce  qu'il  est  l'expres- 
sion analytique  d'une  des  méthodes  des  plus  fécondes  de  la 
géométrie  moderne,  la  transformation  homographique,  dont 
M.  Ghasles  a  tiré  de  si  beaux  résultats,  et  nous  nous  effor- 
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ceronB,  dans  le  cours  de  oetie  étude,  de  mettre  en  lumiëre 

cette  signification  géométrique. 

Définition  des  coordonnées  trilinéaires.  —  CoMidérous  dans 
un  plan  un  triangle   fixe  ABC;  un  point  quelconque  M  du 


plan  sera  défini,  dans  le  système  de  coordonnées  que  nous 
allons  étudier,  par  trois  quantités  a,  €,  Y.  qui  sont  les  distances 
dupointMaux  Iroi»  côtés  du  triangle  ABCmulUpUéespardei 
nombres  positifs  constonts  arbitrairement  choisis,  X,  (*,  v. 
que  l'on  prend  souvent  égaux  à  l'unité.  ^ 

Le»  quantités  «,  6,  y  «ont  affectées  d'un  signe  que  1  on 
fixe  par  la  considéraUon  suivante  :  chacune  d'elles  est 
regardée  comme  positive  ou  négative,  suivant  que  le  point 
M  est  situé  par  rapport  au  côté  dont  cette  quantité  dépend 
dans  la  même  région  du  plan  que  le  sommet  du  trianajle 
qui  est  opposé  à  ce  côté,  ou  dans  la  région  différente. 

Si  donc  on  écrit 

a  =  X.MP,    6  =  (t.MQ,    y  =  ^-MR. 
les  signes  des  quantités  a,  6,  y  ne  sont  pas  mis  en  évidence, 
et  chacune  d'elles  emporte  avec  elle  son  signe  particulier. 

Dans  la  première  figure,  il  est  clair  que  les  trois  quantités 
X,  6,  Y  sont  positives  ;  dans  la  seocnde.  les  quantité»  «  et  « 
sont  seules  positives,  la  quantité  y  est  au  .contraire  négative, 
puisque  le  point  M  et  le  sommet  C  opposé  au  côté  AB  dont 
dépend  y  sont  dans  des  régions  du  plan  différentes  par  rap- 
port à  ÀB. 

Les  quantités  a,  6,  y,  ainsi  définies  en  grandeur  et  en 
signe,  se  nomment  les  coordmnées  trilméaires  du  point  M  ;  le 
triangle  fixe  ABC,  auquel  elles  sont  rapportées,  est  dit  le 
triangle  de  référence  :  ses  côtés  s'appellent  les  tfa»«  de  référence 
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el  les  nombres  coDslanls  ).,  u,  v  portenl  le  nom  de  panaùtrr.    \ 
tie  référence. 

Belation  entre  les  coordonnées  trilinéaires  d'un  mim  pom'. 
—  Les  trois  coordonnées  IX,  6,  Y  d'un  point  M  ne  pesieal 
évidemment  pas  être  toutesles  trois  arbitrairement  choisi»; 
car  le  triangle  et  les  paramètres  de  référence  étant  fixés,  f 
deux  seulement  des  trois  quantités  a,  6,  7  étant  données  ei 
grandeur  et  en  signe,  le  point  M  est  parrai(«ment  détenuin' 
sans  la  moindre  ambiguïté,  par  l'intersection  de  den^droile- 
menées  parallèlement  aux  deux  axes  de  référence  aaïquei^ 
se  rapportent  les  deux  coordonnées  connues.  Dès  lors  b 
troisième  coordonnée  étant  par  cela  même  déterminée,  il  doit  j 
y  avoir  une  relation  analytique  entre  les  trois  coordonna 
d'un  m£me  point.  I 

En  vertu  de  la  convention  faite  sur  les  si^es  des  coor- 
données trilinéaires,  cette  relation  s'obtient  en  eiprimanl 
que  l'aire  du  triangle  de  référence  est  égale  à  la  somiiie 
algébrique  des  aires  des  triangles  BMC,  ÂMC,  BMA. 

Soient  a,  b,  c  les  longueurs  des  trois  cfttés  BG,  OA.  et  .^E 

du  triangle  do  référence;  on  a  ,  dans  le  cas  de  la  première 

figure,  oii  les  trois    coordonnées    trilinéaires     du   point  M 

sont  positives, 

BMC  +  AMC  +  BMA  =  ABC 

.     ■  ^  J-                    "*     1     '^     1     cv 
c  eslrà-dire  — — | : — | '—  ^  2S. 

Dans  le   cas  de  la  deuxième  figure,  où  la    coordoonéf  : 
t  négative,  on  a 

BMC  +  AMC  —  BMA  =  ABC; 

lonf/veur  MR  étant  aloi-s  égale, non  pas  à—,  mais  61^" 
,  il  vient 


ai  6>  /       7\ 


!St4-dire  encore      -r-  -j -j-  — i-  ^  3S. 

Celte  relation  entre  les  trois  coordonnées  trilinéaires  li"' 
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méiue  point  est  donc  générale,  quelle  que  soit  la  position  du 
point  M  dans  le  plan. 

Dans  le  cas  particulier  oii  Ton  suppose  les  paramètres  de 
référence  égaux  à  l'unité,  X  =  [x  =  v  =  t  ,  c'est-à-dire  où 
Ton  prend  pour  coordonnées  trilinéaires  les  distances  elles- 
mêmes  du  point  M  aux  trois  côtés  du  triangle,  affectées  des 
signes  fixés  par  la  convention  que  nous  avons  fait  connaître, 
la  relation  entre  les  trois  coordonnées  d  un  point  devient 

aa  +  6p  -[-  cy  =  2S. 

Si  enfin  Ton  observe  que  l'on  a  entre  les  éléments  du 
triangle  de  référence  la  relation 

a      _       b      _       c       _  ^^ 
sin  A  sin  B  sin  G  ' 

oli  R  désigne  le  rayon  du  cercle  circonscrit  ù  ce  triangle,  la 
condition  entre  a,  p,  y  prend  la  forme 

a  sin  A  (3  sin  B  y  sin  C  S 

H :: r 


X         •         11.         •         V  R 

et   dans    Thypothëse  X  =  |/.  =  v=:i,  la  forme 

g 
«   sin   A+  p  sin  B  -|-  Y  sin  C  ==  ^  . 

Passage  des  coordonnées  trilinéaires  aux  coordonnées  carié- 
siennes^  et  transformation  inverse  des  coordonnées  cartésiennes 
en  coordonnées  trilinéaires,  —  Connaissant  l'équation  d'une 
ligne  quelconque  en  coordonnées  cartésiennes,  on  veut 
avoir  l'équation  de  la  même  ligne  en  coordonnées  trili- 
néaires par  rapport  à  un  triangle  de  référence  donné,  ou  bien 
on  peut  avoir  intérêt  à  faire  l'opération  inverse  ;  il  faut  donc 
se  procurer  des  formules  pour  cette  transformation. 

Supposons  que  les  coordonnées  cartésiennes  soient  rec- 
tangulaires, et  donnons-nous  le  triangle  de  référence  du 
système  trilinéaire  par  les  3  équations  de  ses  côtés  par 
rapport  aux  axes  des  cordonnées  cartésiennes. 

(BC)    Ax  -\-By  +  C  =  o 

(CA)    A'x  +  B'y  +  G'  =  o 

(AB)    AV+B"y-pC"=  o 
âous  savons  que  l'on   a 


—  42  — 
^,,_    Ax  +  8,  +  C^^_   A/x  +  B-y  +  C 

^,  _  A^+  B"  +  C" 

et,  par  conséquent,  X,[i,v  étant  les  paramètres  de  référence, 
on  aura 

a=  X  MP   =      .     .   \   ^      (kx  +  By  +  C) 
f.  =  |x.  MQ  =     ■     ^    ^  (A 'a.  +  B'y  +  C) 

Y  =r  V.  MR  =  -— -=L=.  (A'>  +  B'y  +  C"). 

Pour  que  ces  formules  puissent  servir  à  la  transformation, 
il  faut  que  les  coordonnées  cL,p,^  soient  affectées  des  signes 
convenables,  c'est-à-dire  conformes  à  la  convention  faite. 

Or,  il  suffit  évidemment,  pour  cela,  que  les  coordonnées 
trilinéaires  a,  p,  y  soient  positives  quand  le  point  M  est  à 
l'intérieur  du  triangle  de  référence.  On  pourrait,  pour  arri- 
ver à  ce  résultat,  disposer  des  signes  des  radicaux  ;  mais, 
dans  un  grand  nombre  de  cas,  il  y  a  intérêt  à  regarder  ces 
radicaux  comme  positifs;  alors  on  écrit  convenablement  les 
équations  des  côtés  du  triangle  de  référence.  Par  exemple, 
si  pour  un  point  (xy)  situé  à  l'intérieur  du  triangle,  la  fonc- 
tion linéaire  Ax  -j-  By  +  G  est  négative,  la  fonction  —  (Ax 
-f-  Bj/  -|-  C)  sera  positive,  et  comme  on  peut  écriie  l'équa- 
tion du  côté  BG  à  volonté  sous  l'une  ou  l'autre  des  deux 
formes  Ax  -|-  Bt/  +  G  =  o,  ou  —  Ax  —  By  —  G  =  o,  on 
pourra  toujours  choisir  celle  de  ces  deux  formes  pour  la- 
quelle le  résultat  de  la  substitution  des  coordonnées  x  eiy 
d'un  point  intérieur  au  triangle  de  référence  sera  positif. 
Supposons  qu  on  ait  tout  d'abord  pris  cette  précaution,  et 
que  Aa?  -{-  By  -^  G  =  o  soit  la  forme  de  l'équation  du  côté 
BG  qui  satisfait  à  la  condition  ci-dessus;  a  est  une  quan- 
tité positive  quand  le  point  M  est  à  l'intérieur  du  triangle  de 
référence,  c'est-à-dire  dans  la  même  région  que  le  sommet  A 
opposé  à  l'axe  de  référence  BG»  et  la  fonction  Ace  +  By  -j-  ^ 
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conseryant  le  même  signe  pour  tous  les  points  de  cette  ré^ 
gion  du  plan,  tandis  qu'elle  prend  le  signe  contraire  pour 
les  points  de  Tautre  région,  la  coordonnée  a  aura  le  signe 
convenable  dans  la  formule 

a  =    .      ^       .    (kx  +  Bî/  +  B). 
VA*  +  B« 

Il  en  sera  évidemment  de  même  de  p  et  de  y,  les  équations 
des  deux  autres  côtés  du  triangle  de  référence  étant  écrites 
convenablement.  Sous  cette  réserve,  les  formules  établies 
plus  haut  seront  les  formules  de  transformation. 

Si   les  axes  des  coordonnées  rectilignes,  au  lieu  d'être 

rectangulaires,  faisaient  entre  eux  Tangle  0,  les  formules 

de  transformation  seraient  de  même 

^  sin  0  ,.  -r.     .    ^ 

0^=     .  (^  -]'  By  +  G) 

VA*  4-  B»  —  2AB  cos  e 

u.  sin  0 
p  =  -  (k'x  -h  B'y  +  G) 

VA*  +  B "  —  2A'B'  cos  0 

Y  =     ,     '  ^  ^^"^  ^  (k'x  +  B'y  +  C) 

V^A"*  -f  B'*  —  2A'B''  cos  6 

Xx  +  By  +  G  =  o,  k'x  +  B'y  -f  G'  =  o,  k'x  +  B'y  +  G" 
=  o  étant,  bien  entendu,  les  formes  des  équations  des  axes 
de  référence,  telles  que  les  premiers  membres  de  ces  équa- 
tions prennent  des  valeurs  positives  pour  les  coordonnées 
X  ely  d'un  point  situé  à  l'intérieur  du  triangle  de  référence. 
Lorsque  le  point  M  (x,  y)  change  de  position  dans  le 
plan,  les  coefficients  des  fonctions  linéaires,  qui  ne  dé- 
pendent que  de  la  situation  des  côtés  du  triangle  de  réfé- 
rence, lequel  est  fixe,  ne  varient  pas,  et  l'on  voit  que  les 
coordonnées  trilinéaires  d'un  point  quelconque  du  plan 
sont  égales  aux  produits  d'un  facteur  qui  reste  constant, 
quel  que  soit  le  point,  par  les  valeurs  que  prennent  les 
premiers  membres  des  équations  des  côtés  du  triangle  de 
référence  quand  on  y  remplace  x  et  y  par  les  coordonnées 
particulières  du  point  considéré. 

(A  suivre.) 


^Ê^mattm 
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QUESTION  264 

NolaUon  [)ar  M.  H.  Dupuy.  élève  au  Lycée  de  Grenoble. 


Démontrer  que  lorsque  n  est  un  entier  supérieur  a  5,  on  la 
double  inégalité 

(^)">,.2.3...n>(-f)? 

On  a  e»  =  I  H •  f- h  •  •  •  H s h  •  • 

'     I      '       1.2       '  '     1,2.3 . . .  n   * 

el  il  est  évideul  que 

n« 

1.2.3   . . .  n 

d*oîi  1,2.3  ...  n  >  (— )» 

ce  qui  démontre  la  deuxième  inégalité. 

—  Pour  démontrer  la  première,  je  dis  que,  si  pour   une 
certaine  yaleur  de  n  on  a 

1.2.3  ...  n  <  (  —  ).  (1) 

on  aura  aussi,  quand  u  augmente  d'une  unité, 

(n  4-  I  \n  +  1 
) 

En  effel,  si  ou  a  (1),  ou  a  aussi 

1.2.3  ...  n.  (/i  -f-  i)  <  (— j  (n+  i), 
iiiigalilé,qui  subsistera  si  on  multiplie  le  deuxième  mem- 


bre  par  la  quantité  -^ ,   qui    est    toujours    comprise 


entre  i  et  —,  ei  par  suite  plus  grande  que  runilo  quand  e 

2 


varie  depuis  i  jusqu'à    oo. 
On  aiurâ  ainsi  à  fortiori 
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I 


(,+-Ly 

.2.3  . . .  n  (n  +  i)<  [(-7)"(H  +  O]—        "  ' 


2 

c'est-à-dire 

'n  +  i\«  + 


I 


/jl  -L    i\«  +  1 

.2.3  . . .  n  (n  +  0  <  ( — ^ — ) 


Or,  riuégalité   (1)   est  vraie,  si    n  =  6,    donc    elle    est 
aussi  vraie  pour  tous  les  nombres  entiers  supérieurs  è  5. 

Nota.  •—  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Audrieu,  à  Rouen;  Doron, 
à  Sainte-Baii)e. 


■^«■MM^M 


QUESTION  342 

(Solution  par  M.  Paul  Boulogne,  élève  au  Lycée  Saint-Louis. 


Par  un  des  points  d'intersection  A  de  deux  hyperboles  équi- 

lalères  de  même  centre  0,  mi  mène  une  sécante  qui  rencontre  les 

deux  courbes  aux  points  B  et  B',  De  ces  poiiits  on  abaisse  des 

perpendiculaires  BC;  B'G  sur  les  tangentes  aux  deux  courbes  au 

même  point  A.  Démontrer  que  si  Vcn  joint  fe  centre  aux  pieds 

G  et  G  de  ces  deux  perpendiculaires,  T  angle  COC  est  quadruple  de 

Vangle  des  asymptotes, 

(E.  Fauquembergue.) 

Iiemme  I.  —  L'angle  des  tangentes  est  double  deFangle 
des  asymptotes. 

Soient  E  et  F,  H  et  G  les  points  oii  les  tangentes  rencon- 
trent les  asymptotes.  D'après  une  propriété  bien  connue  . 
AE  =  AF,  et  AG  =  AH.  Or  ces  quatre  longueurs  sont 
aussi  égales  à  OA,  médiane  commune  des  triangles  rec- 
tangles HOG,  EOF;  donc  les  cinq  points  0,  E,  H,  F,  G 
sont  sur  une  circonférence  de  centre  A,  et  Tangle  au  centre 
FAG  est  double  de  l'angle  inscrit  FOG. 

Iiemme  II.  —  L'angle  COA  est  double  de  Tangle  CAB. 
Soient  I  le  milieu  de  AB,  L  le  point  ou  cette  droile  rencontre 
l'asymptote  OG.  D'abord  CI  est  égal  à  Al,  puisque  c'est  la 
médiane  du  triangle  rectangle  ABC.  D'autre   part,  OA,  01 
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sont  les  diamètres  conjugués  des  directions  Â.G  et  AL, 
donc  les  angles  kOQ,  lOL  sont  respcctiyement  égaux  à 
AGO,  ILO,  par  suite  leur  différence  AOI  est  égale  à  GAL. 


différence  dos  deux  autres.  Mais  alors  les  quatre  points 
A,  I9  G,  0  sont  sur  une  mùme  circouféronce,  et  l'angle  GOA 
est  double  de  Taugle  GAB. 

De  môme  rangle\0'OA  est  double  de  Tangle  B'A'G',  oa 
de  rangle  FAB.  Alors  G'OG  est  double  de  Tangle  FAO; 
donc  d'après  le  premier  Icmme  il  est  quadruple  de  Tangle 
FOG.        c.  q.  f.  d. 


QUESTION  31)4 

iiolntloii  \m'  M.  Paul  noULOCNï,  élève  de  Malhémntiques' spéciales  su 
Lycée  Saint-Louis  (cla8.se|de  M.  Edouard  Lucas). 


■•■ifc 


On  considère  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes  et  deux  pohh 
A  ef  B  sur  cette  courbe.  La  tangente  en  A  rencontre  Faxe  ox 
tn  un  point  a;  et  la  normale  en  A  rencontre  le  même  a.ve  ox  en 
un  point  »':  soient  de  même  p  et  {i  les  points  analogues  relatifs 
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au  point  Bel  à  l'axe  oy .  Démontrer  :  4^  que  la  droite  a'j5'  passe  par 
le  point  de  rencontre  de  la  parallèle  à  oy  menée  par  le  point  A, 
et  de  la  parallèle  à  ox  menée  par  le  point  B  ;  2«  que  la  droiie 
x^  est  perpendiculaire  sur  la  droite  ap. 

(G.  L.) 

Soit  —  +  £^  — .  I  =  o  réquation  de  l'ellipse.  Celle  de  la 

tangente  en  un  point  sera 

Celle  de  la  normale  au  même  point, 

a*i/X  —  h'^xï  =:  c*.jci/. 

Soient  maintenant  {x^  y^  {x^  j/,)  les  coordonnées  des  points 
A  et  B.  Faisant  dans  les  équations  précédentes  x  =  a?i 
y  =J/i;  P^îs  ¥==  o,  on  obtient  les  coordonnées  des  deux 
points  a  et  a 


Xi 


A  =  —  aci 
Y  =o. 


Y  =  o 

Nous  aurons  de   môme  en   y  faisant  os  =2X1,  1/  =s  1/,  0 
cherchant  les  points  de  rencontre  avec  oy. 


3 


X  =  o. 
Y  =  i' 

y% 


X  =  o* 


Dès  lors  la  droite  a^'  a  pour  équation 

L'équation  de  cette  droite  est  vérifiée  pour  X  =Xi,  Y=:  y, 
misque  alors  les  deux  membres  se  réduisent  à  6S  ce  qui 
émontre  la  première  partie. 

Les  coefficients  angulaires  de  a^  et  de  a'^'  sont 

—  r~^  et  -: — ^,  ce  qui  démontre  la  seconde  partie. 
6«  x^       0*  y« 

Nota.  —  La  nièm*  question  a  clé  résoluo  pnr  M.    Maloigne,    au   lycée 
liiit-Louis. 
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QUESTIONS  PROPOSÉES 


4.  —  Une  corde  PQ  d'une  ellipse  est  normale  en  P: 
trouver  le  minimum  de  cette  corde,  et  démontrer  que  si  PQ 
est  minimum,  le  centre  du  cercle  osculateur  en  P  est  le 
point  Q.  0  étant  le  pôle  de  la  corde  PQ,  montrer  que  si  OP 
est  minimum,  le  pôle  sera  situé  sur  la  seconde  tangente 
commune  àTellipse  et  au  cercle  osculateur  en  P. 

6.  —  Appliquer  le  théorème  de  Rolle  à  l'équation 
nx^  —  cc'*-^  —  x^  -  ^  . ..  —  X  —  I  =o, 
et  montrer  que  cette  équation,  en  dehors  de  la  racine  évi- 
dente x  =  I,  n'a  aucune  racine  réelle  si  n  est  impair,  et 
une  seule  racine  négative  si  n  est  pair. 

(G,  de  Longchamps.; 

6.  —  Si,  dans  une  équation,  A,  B,  C,  D  désignenl 
quatre  coefficients  positifs,  ou  tels  tout  au  moins  que  AC 
soit  positif,  si  Ton  a  BG  =  AD,  l'équation  proposée  a 
des  racines  imaginaires. 

(G,  de  Longchamps. 

7.  —  Trouver,  sans  appliquer  la  règle  de  L'Hôpital,  la 
vraie  valeur  de  l'expression 

— ^^ — ■ a;"  —  wx"-^  —  (n  —  Oa;»-»  ...  — 2x  —  i 

2 

^  a?  —  I 

pour  X  =  î.  [G.  de  Longchamp<. 


Le  Rédacteur-Gérant, 
J.  KŒHLER. 
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CONSTRUCTION  DE  L'ELLIPSE  ET  DE  L'HYPERBOLE 

POINT  PAR  POINT 

AU  MOYEN  d'une  ÉQUERRE;  TRANSFORMATION  RECIPROQUE 

Par  M.  et.  4e  Ij»mgéhBmp: 


i .  >-  CioDsidérons  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes, 

Soit  M  un  point  de  cette  courbe;  a?y  ses  coordonnées.  La 
droite  MA'  qui  passe  par  le  sommet  A'  a  pour  équation 

y  {x  +  a)  =  y  (03  + a).  (i) 


Considérons  aussi  la  droite  AI  perpendiculaire  à  la  droite 
MA ,  son  équation  sera 

(  X  —  a){a  —  x)=  yy.  (2) 

Si  nous  Youlona  déterminer  le  lieu  décrit  par  le  point  I, 
point  de  rencontre  des  droites  AI  et  MA%  il  suffit  d'éliminer 
x  et  y'  entre  (1)  et  (2),  en  tenant  compte  de  la  condition 

^+lj_-,  =  o.  (3) 

A  cet  effet,  multiplions  membre  à  membre  les  équations  (1) 
ôt  (2),  il  vient     j/  [c*  x  —  o  (a»  +  6*)]  =  o» 

JOURNAL  DB  MATO.  8P£€.  1883.  ^ 
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i  1a  UQU  se  compose  des  deux  droites, 

x  =  a 4 — • 

c* 

La  première  équation  y  =  o  est  ce  qu'on  peut  nommer 
U  êehHon  ringuHè"^  ;  et  la  présence  du  facteur  y  0'expU([«e 
ici,  comme  dans  beaucoup  da  oaa  analogues,  en  remarquant 
que  si  Ton  fait  la  construction  proposée  dans  le  cas  particulier 
oh  le  point  M  est  précisément  situé  en  A,  on  est  coDdoiL 
d'après  l'éneneé  même,  I  ohero^ier  la  lieu  des  points  com- 
muns à  deux  droites,  lesquelles  se  confondent  Tune  et  Tantre 
ayec  l'axe  des  œ. 

Tooa  laa  points  de  (a  droite  y  =as  o  font  donc  partie  dJ 
lieu  géométrique  que  noua  a¥ons  cherché  et  Tapalyae  ml 
avaa  raison,  en  évidanoe  la  solution  singulière  y  =^  o. 

Quoi  qu'il  en  soit,  le  lieu  véritable,  le  lieu  géométrique 
demandé,  est  celui  qui  correspond  à  l'équation 


r 


a;  =  o 

C'est  de  celte  re- 
marque que  lo^ 
peut  déduire, 
comme  nousallon^ 
l'indiquer,  la  cons- 
truction, point  pir 
point,  de  rellip« 
au  moyen  d*'^^ 
équerre. 

leloHug^AA'^' 
Menons  la  àroii^ 


K  B,  ^\  au 
4iculawàl»<lf^^^ 

-,     AB ;  les  deux  droi- 
tes se  coupententm 

Miil  Qi  al  l*oa  peut»  «yeq  Véqwrr^,  abaisser  de  (se  f^^^^ 
tine  perpendiculaire  awf  àV»  S^U  CD  la  droite  ai^si  obt<»û«' 
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Menons  maintenant  par  A'  une  triinsyersale  qui  coupe  GP 
au  point  M.  Si  l'on  joint  AM  et  uU  toi^jouri  avee  requerrai 
on  élèye  au  point  A  une  perpendioulaire  i  AM»  cette  der- 
nière droite  coupe  AM  en  un  point  I  qui  ui  UQ  point  de 
Tellipse  dont  lea  sommets  août  lea  pointa  AA'  BB\  aomiuata 
du  losange  considéré, 

3.  —  La  construction  préoédento»  daoale  caa  de  ralUpaa, 
s'applique  indifféremmeut  en  preuauti  pour  rexéautort  les 


sommets  du  grand  axe  et  un  des  sommets  du  petit  axe»  ou, 
inyersementi  les  deux  extrémités  du  petit  axe  ayec  un  som- 
met du  grand  axe.  BUe  s'applique  aussi  à  Thyperbole,  mais 
ayec  une  modification  qu'il  est  nécessaire  do  signaler. 

Si  l'on  reprend  le  calcul  que  nous  ayons  Indiqué  au  début 
de  cette  note,  mais  en  l'appliquant,  cette  fois,  à  l'hypoth^e 
oh  le  point  mobile  a^,  y    est  supposé  se  déplacer  sur  la 

a?*        y* 
courbe  —  — -  -r^  *-«»  t  as  o  i 

si  Ton  a,  en  d'autres  termes» 

on  trouye  pour  le  lieu  du  point  I  la  diroUe 

a«  —  6« 

^  +  5* 
Le  théorème  qui  sert  de  base  à  notre  construcliotl  subsiste 
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donc;  mais  il  y  a  uue  modification  essenlielle  à  la  eouslruc- 
iion  précédemment  indiquée  pour  construire  la  droite  A. 

Si  Ton  suppose  que  ÂA'  BB'  soient  les  quatre  sommets 
d'un  losange,  définissant  une  hyperbole  qui  est  supposée  avoir 
les  points  Â,  A'  pour  sommets  réels  et  B,  B'  pour  sommets 
imaginaires,  la  courbe  se  construira  point  par  point  au  moyeu 
d'une  équerre  de  la  manière  suivante  : 

Considérons  la  droite  A'B  qui  est  une  direction  asymp'- 
to tique  de  l'hyperbole  et  supposons  que  le  point  M  de  Thy- 
perbole  s'éloigne  à  l'infini,  sur  la  ^courbe.  Le  rayon  vec- 
teur A'  M'  a  pour  position  limite  la  droite  A'B,  et  la  droite 
qui,  d'après  la  construction,  doit  être  élevée  perpendiculai- 
rement à  AM  au  point  A,  a  pour  position  limite  la  perpen- 
diculaire abaissée  du  point  A  sur  A'B  ;  soit  G  le  pied  de 
cette  perpendiculaire.  Ce  point  G  appartient  au  lieu  et  la 
droite  A  est  obtenue  en  abaissant  de  ce  point  G  une  per- 
pendiculaire sur  AA'.  Cette  droite  une  fois  construite,  comme 
il  vient  d'être  dit,  on  obtient  un  point  quelconque  de  l'hyper- 
bole, au  moyen  d'une  équerre,  par  la  construction  indiquée 
plus  haut  pour  l'ellipse. 

4.  —  Cette  construction,  dans  le  cas  de  Thyperbole, 
exige  formellement  que  l'on  prenne  les  deux  sommets  réels 
pour  les  joindre  à  un  point  M  de  la  courbe,  et  l'on  peul 
facilement  vérifier  qu'elle  est  en  défaut  si  l'on  joint  les 
deux  sommets  imaginaires  au  point  M  et  si  l'on  cherche, 
avec  ces  deux  rayons  vecteurs,  à  répéter  la  construction. 
Ce  fait  peut  surprendre  au  premier  abord,  mais  il  s'explique 
très  bien  par  des  raisons  générales,  que  nous  ne  voulons 
pas  donner  ici  et  qui  sont  bien  connues.  On  peut  d'ailleurs 
vérifier  le  problème  suivant  : 

On  considère  les  sommets  imaginaires  BB'  de  l'hyperbole 

ou,  dans  un  langage  préférable  les  points  dont  les  coordon- 
nées sont  G  -f-  6,  G  —  6;  et  l'on  joint  ces  points  à  un  point 
M  quelconque  de  l'hyperbole  ;  si  on  élève  au  point  B  à  la 
droite  BM  une  perpendiculaire,  cette  dernière  droite  ren- 
contre B'^r  en  ua  point  I  dont  le  lieu    géométrique  est  la 
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courbe  du  quatrième  degré 

X'  -  2  -{  ir«(y  +  6)»  +  (y*  —  b*)*  =  o. 

Celle  qaartique  admel  deux  poinls  doubles,  les  points  B  el 
B;  elle  affecte  des  formes  différenles  suivaulque  Ton  sup- 
pose a  <  b,  a  =  b,  a  >  b.  (A  suivre,) 

■  ■■  ■  ■  ,  ,  , 

QUESTION  354 

[Smte;  voir  page  34.) 


6.  —  Reporlons-nous  maintenant  au  carré  que  nous  avpns 
considéré  au  commencement  de  cette  note  et  après  ayoir 
compté  par  tranches  parallèles  à  AB,  jusque  et  y  compris  la 
diagonale  AB,  au  lieu  de  continuer  à  compter  dans  la  môme 
direction,  prenons  des  tranches  horizontales  et  nous  aurons 
l'identité 

d'oii  Von  déduit  successiyement 

(«  -  0  S„-,  =(«-  •)  +  s.  +  s,  +  s,  +.  .+Sn-,. 

(«  -  2)  S„_,  =  (n  -  2)  +  s.  +  s,  +  S.+. . .  +s,_„ 

(A)   ; 

2S,  =  2  +  S„ 

d'ailleurs,  St  =  i . 

Considérons  maintenant  la  série' 

A|,  A^f  A),   • .  «  An  » 

cléflnie  par  les  égalités 

/  A,  =  1. 

n  —  I 

_  Ai  +  A, 
A*  —  , 

A  _  ^1  +  A»  +  '  -  '   +  ^n^t 

_  A|  +  A,  +  .  .  .  +  An^i   , 
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et  muUiplions  les  égalités  (A)  respectivement  par  les  nom- 

bres»  ^>  ^f  •  •  •  ^  f 

les  quantités  S^  S»,  • . .  S  «disparaissent,  et  l'on  a 
n8«=£nàt  +  (n— !)A,  +  (n— 3)A,  +  ...  +  2Â,-,i4.A«. 
Cette  relation  p6nt  s'écrire 
nS»  =:  n(Ai +A.  +  ...  +  An^i)  +  An— [A.  +  2A, 

4- . . .  +  (n— 2)A^-i], 
et  d'après  les  relations  («) 
nSn=(n+  OAn  — [A.  +  aA,+  ...  +  (^  — a)A«-^].  (7) 

7.  Cberclions  maintenant  une  relation  entre  deux  ter- 
mes consécutifs  Ap  ,  Aj^h 

ds  la  aérlt,  pféoédtmmsnt  déftniêf 

A|i    A|f    (  a  a   Art  • 

Ut  dw»  ég«Utéi,  .     ,   ^  ^         .  ^ 

.  ^1  •<-  ^  +  "  •  +  ^>-i 


A, 


n— p+  I 


At  +  A,  4-  . . ,  Hh  Ap 
Ah-i=  n^ 

donnent  entre  les  deux  termes  Ap  «  A^^^  la  relation 

(n  .^p  -f-  s)A,  =  (n  —  p) A|H-i  ; 
d'oii  l'on  dédttlti  en  faisant  suocesairement 

p  =  2,p=i:3,  ..•  P.=  (W—   0» 

la  suite  d'égalités  :      i.Afi=  3.An-.i, 

2.A11— 1  =  4"An— 1» 


•        ••••••• 


(n  —  a)Aj  =  nA2, 
auxquelles  il  faut  joindre 

(n  —  i)A,  =  Al, 
A,  =  I, 
provenant  des  égalités  (a)  ;  on  eb  tire 

2An=  n 

ou  Afi  =  --.sssnf— j, 

et  par  suite,  d'après  les  égalités  précédentes^ 


—  s»  — 

^«=n  2.3.. .n  Vn(rri)ii> 

Substiluanl  des  yaletirs  dans  légalité  (7),  celle-ci  prendra 
la  formé 

a  Ln  (n  —  i)    ■"  (n  —  i)  (n  —  2) 

En  {)osatit                   n  =  2  p  -{-  i, 
on  a  l'identité        f,  +  1  +. . .-) L_\  (9) 

+  L(2p+!)   3p    +    2p(2p-!+---+TF"J  =  '+  '' 

qu*on  peut  yérifler  direolement. 

8. —  Considérons  encore  le  Carré  AB,  et  après  ayoir  compté 
la  première  ti'anche  horiisontalementi  sommons  par  tfitiétiei^ 
inclinées  à  45°  ;  on  trouve 

/  \c!        /ixf^  —  '1       w=— 2       ,       n  —  3 

(«^,)S„=(n4-.)[-^  +  ^^;^^rô-+   3(n-i) 

+  -''  +  l(iiélfT]'  (*«) 

et  en  oombinabi  avec  Tideniité  (1) 

="="-[7+7+-+^}  .()(,. 

Oomptons  deux  tranches  horizontalement,  puis  par  tfftnehés 
inclinées  à  45°,  on  trouve 

(n  _  2)  Sn=  (n  «  2)  +  (fi  +  2)  [.îî^  +      ^  ""  ' 


Il       oia— 

3  (n  —  t) 


+-+-(;r:^].        w 


(*)  C'e^t  la  relation  8  de  la  question.  Cette  relation  avait  été  transcrite 
incorrectement;  son  ineiactitude  avait  été  reconnue  et  nous  avait  été  slgnlée 
par  M;  Baron,  élève  du  lycée  Henri  tV,  qui  a  résolu  aussi  là  quéslion; 
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et  d'après  (1) 

,S„=(n+)-[i.  +  ^+...+  ^^}     («3) 

9.  _  Généralement    aprës  avoir  compté  (p  —  i  )  tranches 
horizontalement,  comptons  par  tranches  inclinées  à  45®  à 
partir  de  la  p"*  tranche  et  nous  aurons  l'identité 
^        o  I         n  +  p-if    n-p  n-p-i 

Sn— ï>p-i-  ^  i-  n  — p+iLp(n—  i)  ^  {p+i)(n-2) 

+•••+    (n_i)p} 

ou, 

n  +  p-ir    n-p  n-p— I 

^:l^,  -  2>i»-i  -  n  —  p+i  Lp(n— I)  ^  (p+  i)('»  — 2) 

^....+  .^ i__l  (14) 

•         ^    (n—  i)p  J 

Le  crochet  renferme  (n  —  p)  termes  dont  les  dénomina- 
teurs sont  égaux  deux  à  deux,  et  si  Ton  pose 

n  —  p  =  2*, 

il  vient  Sn-i  —  S^n^tk^i  =  (2»  —  ^fc—  i  (15) 

L  (n  —  2k)  (n  —  I)  ■*■  (n  —  2fc  -f  i)  (n  —  2) 

+  •••+  (n-fc— i)(n  — *)} 
formule  qui  permet  de  calculer  assez  rapidement  la  somme 
d'un  nombre  quelconque  de  termes  de  la  série  harmonique 
entre  deux  Imites  arbitrairement  choisies.  Il  faut  remarquer, 
en  effet,  que  la  série  Sn-i  —  Sn— t  *-i 
renferme  2k  termes,  tandis  que  la  série  du  second  membre 
est  formée  de  k  fractions  seulement. 

Bn  posant  n  —  p  =  2fc  —  i; 

on  obtient  Sn-i  —  Sn- 

Qe  la  (prmule  (18)  on  défait  çonvnae  cw  parUQwUqc 
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^*    ^    1,(2n+i)4n  ^  (2n  +  2)(4n— I)   ^" 

"*"  3n(3n+  i)J    ^     ^*^ 
et,  en  se  servant  de  le^  formule  de  M.  Catalan  (*)  . 


n+i  n-}-2.  '2n  2'3"*       zn 

?  3.      '  4n 

-  (6n  +  t)[  ^^^_^  ^^  ^^  +  (2n  +  2)  (411  -  I)   "^  ■*' 

qui  réduit  une  série  de  ^n  termes  à  une  autre  série  de  n  ter- 
mes seulement. 
De  la  formule  (16)  on  déduit  de  môme 

=  2  (3n  —  1)1 —i r-  + 1 — -î- — .  +  ... 

L  2n  (4n  —  2)     '    (271  +  i)  (^n  —  3) 

et  par  la  formule  de  M.  Catalan 

II  I 

2         3  4n  —  2 

=  ^(3n-i)[^^^J_^^  +  (,^^.,)(4^_3)   +•••• 

"^   (3n  —  2)  3n  J  "^  3n—  i  '    ^*®^ 

10.  —  ^7i  réisuméj  nous  avons  donp  pu  lier  la  série  harmor 
nique  aux  séries  suivantes  : 

71  -^    I  fi  _   2  2  1 


I  2  n  —  2         n  —  F 


[*)  Note  sur  une  formule  de  M.  Botesu  (Bulletins  de  V Académie  royale 
Belgique^  487i). 
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,  (a«— ,)    T^a(2»~a)   ^ -•  ^^  (n— i>(n+ i)' 

-f-        ■■■■  ■"■   ■  ■■  "-■-.  -p  , . .  _(_ 


n(n — i)    "^(n— i)(n— a)  a. 3 


i.n      '2(71 — i)    '  (n  —  i)  a 

4  +  ^  +  ..-  +  '*-^ 


2    •    3    •  '        n 

-r  +  T  +  •••  + 


3    '    4     •    •       '         n 
6t  aussi  à  la  série 

définies  par  les  égalités  successives 


n  —  I 
•  •  •  •  • 


A         _  At  +A,  +  >..  +  An-a 

2 

On  a  fait  voir,  en  même  temps,  dans  les  formules  (lo) 
et  (16)  le  moyen  de  calculer  une  tranche  quelconque  de  la 
série  harmonique  par  une  autre  série  ayant  un  nombre  de 
termes  moitié  moindre.  Bnfin»  les  formules  (18)  et  (20)  don- 
nent le  développement  de 

l  +  ± 

2^3 

développement  limité  soit  au  terme  de  rang  ^n,  soit  au 
terme  de  rang  (471  -^  2),  par  une  série  ne  renfermant  que 
n  termes  seulement.  On  remarquerai  méthode  analytique  qui 
nous  a  dirigé  dans  cette  recherche^  méthode  applicable  à 
toutes  les  séries  et  conduisant,  sans  effort,  à  des  identités 
que  la  combinaison  algébrique  peut  assurément  inventer, 
mais  en  ayant  recours,  le  plus  souvent,  à  des  calculs  délicats 
et  synthétiques. 


L2  =  I  — *  ^ — —• , . , 
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ÉTUDE  SUR  LES  COORDONNÉES  TRILINÉA.IRES 

ET  LEURS  APPLICATIONS 
Par  IL  B.  é.  Bt««el. 

(Suite,  voir  page  38.) 


Les  formules  de  iransformatioti^  ptéçédenteB  donnent  les 
coordonnées  trilinéaires  en  fonction  des  coordonnées 
cartésiennes,  et  par  conséquent  permettent  de  pasB^r 
immédiatement  de  Téquation  d'une  ligne  en  coordonnéM 
trilinéaires  à  l'équation  de  la  même  ligne  en  coordonnées 
cartésiennes.  Pour  faire  la  transformation  inverse,  o'esi-à-dire 
pour  passer  des  coordonnées  cartésiennes  aux  coordonnées 
trilinéaires,  il  suffit  de  résoudre  les  formules  par  rapport 
à  X  et  à  y  ;  deux  des  équations  fourniront  les  coordonnées 
a;  et  1/  en  fonction  de  deux  seulement  des  coordonsées 
a,  p,  Y»  ^^  ^^  substituant  les  yaleiirs  obtenues  dans  la 
troisième  formule,  on  obtiendra  une  équation  de  condition 
entre  a,  p  et  y.  Cette  relation  sera  évidemment  celle  qui 
existe  entre  les  cordonnées  trilinéaires  d*un  même  pwik%f 

c'est-à-dire  ^L  +  iL  4.  3L  =  ^S. 

X  [A  V 

Nous  avons  fait  remarquer,  eç  effet,  que  le  point  M  est 
complètement  déterminé  par  deux  seulement  des  trois  quan- 
tités a,  p^  Y»  données  en  grandeur  et  en  signoi  la  troisième 
étant  déterminée  par  la  connaissance  des  deux  aiilrw  4% 
par  la  position  du  triangle  de  référence. 

On  peut  d'ailleurs  se  convaincre,  en  effectuant  le  oaidiil) 
que  la  relation  de  condition    que    l'on    trouve    est    bien 

-^=^  4-  -^  +  -L-  a-e  2S.  Acet  effet,  évaluons  A'abotd  ^9,  a, 

A  [X  V 

6  et  c  en  fonction  des  coefficients  des  équations  des  axes  de 
référence^  Désignons  par  xiyu  x^^  o?^,,  les  coordonnées 
respectives  des  trois  sommets  A^  B  et  G,  On  sait  que  Ton  a]i 
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2S  = 


I 
I 
I 


Soit  à  le  déterminant 


;  si  Ton  fait  le  produit  de 


2SA  = 


ABC 
A'  B'  G 
A'B'C' 

ces  deux  déterminants,  en  les  multipliant  ligne  par  ligne, 
il  Tient 

Aaj,  +  Bj/i  +C  Mx,  -f  BVi  +  C  ATx^  +  B'y^  +  C 
Ax.  +  By.  +C  A'x.  +B'y.  +  C  A'oî,  +  B'y.  +  C 
Aie,  +  By,  +C  A'ac,  +  B'y,  -f  C  A'o?,  +  B'y,  +  C 

Or  dans  ce  produit  les  éléments  de  la  diagonale  principale 
sont  seuls  différents  de  zéro;  car  le  sommet  B,  par  exem- 
ple, étant  à  l'intersection  des  doux  cotés  BG  et  AB,  on  a 
I4entiquement 

Aœ,  +  By,  +  C=  o  et  A'ac,  +  B'y,  +  G-  =  o. 
Pour  des  raisons  analogues,  on  a  aussi  identiquement 
Aa;,  +  By,  +  C  =  o      A'a?,  +  B'y,  +  C'  =  o 
e^  A'a;,+B'yi  +  C'=:o     A^x^-^Wy^  +  G'^o 

Par  conséquent 

AflDi  +  By  t  +  C  G  o 

o  A'a?, -(- S'y,  +  C'  o 

G  G  A'oî, -f  B'y,  4- C 

c'est-à-dire 

2SA  =  {kx,  +  Byi  +  G)  (k'x,  +  B'y,  +  G)  (A'x,  +  BTy,  +  C') 
Gela  posé,  considérons  les  trois  identités 

Aa5i  +  Byi  +  G.^(Ax,-i.By,  +  G)  =  o 
A'a:4  +  B'y,+G'  =o 

A^'oîi  +  B'yi  +  C"  =o 

et  prenons  le  déterminant  de  leurs  coefficients 


2SA  = 


ABC— (AXi+Bj/i 

ABC 

A'B'G' 


G) 


[G— (Aaîi+By4+G)](A'B'— B'A') 

==]    +G'(BA'  — AB')  [ 

+  G:(AB'  — BA')  ) 

Multiplions  respectivement  les  trois  identités  par  les  coef- 
ficiente  de  G  —  (kx^  +  By^  +  G),  de  G'  et  de  G"  dans  ce  dé- 
terminant, et  ajoutons  les  résultats;  les  multiplicateurs  de  a'i 
et  de  yi  seront  identiquement  nuls  comme  étant  des  déter- 
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minants  ayant  deux  colonnes  identiques,  et  il  restera  seule- 
ment le  déterminant  considéré  lui-même.  Donc 

ABC—  (Aie,  +  By,  +  C) 
A'     B'     C  =0 

A'    B*     C 
ce  qui  donne 


ABC 
A'  B'  C 
A'     B'     C 


A      B      Aa5,  +  By,  -|-  C 
A'      B'  o 

A'     B'  o 


=  o 


et  par  suite    AX|  -f-  %i  -H  G  = 
On  trouverait  de  même 


kœ,  +  B'y,  +  C  = 


A'  B'  ~  B'  A' 
.A 


et 


A'cc,  -f  B'y,  +  G'  = 


BA'  —  AB' 
A 


AB'  —  BA 


r   f 


Il  en  résulte 
aSA  = 
et  enfin 

2S  = 


A» 


(A'F  —  B'A')(BA'  —  AB')(AB'  —  BA) 

A« 


(AB*  —  B AOIBA"  —  ABO(AB'  —  BA)  * 
a. étant  la  longueur  du  côté  BG,  et  h  la  hauteur  corres- 
pondante» on  a  ah  =  2S. 

\/A'  +  B» 
et  nous  Tenons  de  voir  que 

Aa-,  +  By,  +  C  =  ^ 


AB-  —  BA'  • 


Donc 


A  = 


,  (AB'— B'A')V^A«  +  B' 


-i««fin       ,        aS  A  y/ A'  +  B« 

«l  enfin       «  -  —  -  (Ôa,'  —  AB')(AB'  —  BA)  * 

On  obtiendrait  de  même 


6  = 


aVa'»  +  b'' 


•  (AB*  —  B'A')(AB'  —  BA) 


et 


C  ï^  "'  I  ■" 
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(BA"  —  AB')(A'B'  _  B'A-)  ' 
Gela  posé»  les  formules  de  Iransformation  de  coordonnées 
cartésiennes  jrectangulairesencoordonnées  trilinéaires,  sont, 
comme  nous  l'avons  établi  plus  haut, 

a  \/ A*  -h  B* 
Aàs  +By   +e ^ r-^^ =  0, 

ô  \/A'«  +  B'« 


Y  \/ A'*  4-  B** 

A'a;  +  B't/  +C'  -  -I-l ^ 


o. 


Le  résultat  de  réliminatioti  de  x  ei  y  entre  ces  trois  équa- 
tions est  le  déterminant 


ABC 


y/ A*  +  B' 


A'     B'     G" 


„         0  V^A''  +  B'' 


=  O. 


C'est  la  relation  de  condition  qui  existe  entre  les  trois 
coordonnées  trilinéaires  d'un  point.  Or,  on  peut  récrire 


A  — 


A'     B' 


A-     B>  r\/A^'  +  B'' 

V 

qui  développée  devient 


=  0, 


_  gy/A^  +  B'    (A'B'-BV)  +  -'^^^"'  +  ^''  (BA'-AB'j 


+  1V(£1±^(AB_BA) 


T 

Multipliant  les  deux  membres  de  cette  égalité  par   à,  el 
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divisant  par  le  produit  des  trois  mineurs,  il  vient 

A» a_  Ay/A'  +  B* 

(A'jr - B'A») (BA' - ABT (AB' - BA)     ~  X     (BA'— A£)(AF-.BA') 

"*"  |x  •  (A'B^  — B_^A]jAff-*BA') 

4-1.  A  v/a-«  +  B-> 

■»"   V  •  (AB*  — B'A')(BA'  — AB') 
c'est-à*  dire,  en  vertu  des  formules  établies  précédemment, 

aS  =  -r — ^  H !-,  c.  Q,  y,  D. 

A  |x  V 

—  Revenons  aux  formules  de  transformation.  Si  Ton  a 
une  équation  f{Xt  y)  =  o,  en  coordonnées  cartésiennes,  et 
qu'on  veuille  obtenir  Téquation  du  même  lieu  en  coordon- 
nées trilinéaires,  on  pourra  déduire  co  et  y  des  deux  pre- 
mières formules  de  transformation,  par  exemple,  et  en 
remplaçant  a?  et  1/  dans  /][x,  y]  par  les  valeurs  obtenues, 
qui  ne  renferment  que  a  et  |^,  on  obtiendra  une  équation 
f  (a,  P)  =s  o,  qui  ne  contiendra  que  deux  des  trois  coor- 
données a,  Pj  f. 

Four  avoir  Féquation  du  lieu  en  fonction  des  trois  quan- 
tités a,  p^  ft  il  faut  donc  opérer  autrement.  Prenons^  pour 
Axer  les  idées,  le  cas  des  coordonnées  i^ectangulaires  ;  des 
trois  formules  de  transformation  nous  tirerons  les  deux 
suivantes  :  ... .  ,. 

a  X    v/A'^-fB"*      Aœ  +  By  +  Û 


Y~     V    ^A«  +  Bt    'A'gg  +  B'y+C- 

.     ± t   >/ A^'  +  B"      k'x  +  Wy  +  G\ 

Y   ~    V     v/a'«  +  B'«    '    A^œ  +  B^y  +  C' 
qui,  résolues  par  rapport  à  xet  y,  fourniront  ces  quantités  en 

fonction  des  rapports  ->  et  ^,  de  sorte  qu'en  reportant  les 

valeurs  obtenues  dans  Téquation  f  (a?,  y)  =  0,  on  aura  une 

équation  F(-^  ,  —  )  qui,  ramenée  à  la  forme  entière,  sera 

réquation  de  la  courbe  considérée,  exprimée  à  Taide  des  trois 
coordonnées  trilinéaires  a,^,  y 
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Il  est  clair  que  les  valeurs  de  x  et  de  y  ainsi  déduites  sont 
exprimées  par  des  fractions  dont  les  deux  termes  sont  du 

1"  degré  en — et -^,  c'est-à-dire     des  fonctions   linéaires 

Y        Y 
homogènes  en  a,  p^  y»  ^^  V^^y  ^^  plus,  ont  même  dénomi- 
nateur. 
L'équation  /  (x^y)  =  o  sera  remplacée  par  une  équalioii 

Si  réquation  f  (x,  y)  =  o  est  algébrique  et  entière,  l'équa- 
tion en  coordonnées  trilinéaires,  après  révanouissement  des 
dénominateurs,  sera  aussi  algébrique,  entière,  et  du  même 
degré  que  f  (ce,  y)  =  o.  De  plus,  elle  sera  homogène,  non 
seulement  en  k,  p,  y,  mais  aussi  par  rapport  aux  fonctions 
linéaires 

M,a  +  N,p  +  P,Y.  M.a+N.p+P.Y.  Ri^  +  StP+Ta- 
En  entrant  dans  les  détails  du  calcul,  on  constate  aisément 

que  les  coefficients  M^,  Ni.   P|,  M,,  N„  ?«,  R^,  S^,  T^,  sont 

les  produits  des  9  mineurs  du  déterminant  que  nous  aTons 

désigné  plus  haut  par  A  par  l'une  ou  l'autre  des  3  constantes 

Dans  la  plupart  des  cas,  on  prend  pour  paramètres  de 

référence  les  quantités  Va»  +  B«,  >/A'»  -{-  B'«,  \i^A'«  -{-  B'« 
elles-mêmes;  les  formules  de  transformation  prennent 
alors  la  forme  simple 

a  =  A(c+  By+  C,  p  =  kx+  By +  C',  y  =  A'ir  +  B^y  -f- C. 
d'oii  Ton  tire 

a(A'a;  +  B  y  +  G')  =  y{Ax  +  By  -f  C) 
p(k'x  +  B'y-\-  G')  =  yikx  +  By  +  C) 
et  par  suite 

_  a(B'C"  -^  G'BQ  -h  KB'G  — .G'B)  -|-  y(BC  —  CB) 
^  "■  aCAB"  —  B'A-')  -h  f ( A'B  —  B'A)  +  y(AB'  —  BA') 
_   a(gA'  —  AC)  -^  KG'^A.  —  A'G)  +  y(CA'  —  AC) 
^  "~   a(A'B'  —  BA')  +  6(A'B  —  B'A) -f-  y{AB'  —  BA') 
formules  dont  les  coefficients   sont  précisément   les  neuf 
mineurs  du  déterminant  A.  (A  suivre,) 
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QUESTION  343 

^latiojB  par  M.  Goulard,  élève  au  Lycée  Louis-le-Grand,  à  Paris. 


Trouver  le  lieu  des  centres  des  triangles  équilatéraux  inscrits 
à  une  conique  donnée.  Cas  où  cette  conique  est  une  hyperbole 
dont  les  asymptotes  font  entre  elles  un  angle  de  60®. 

Il  est  d'abord  évident  que  si  dans  un  triangle  le  centre 
de  gravité  coïncide  avec  le  cenlre  du  cercle  circonscrit,  le 
triangle  est  équilaléral.  Si  donc  on  désigne  par  p  ei  q  les 
coordonnées  du  centre  du  cercle  circonscrit  à  un  triangle, 
il  suffira,  pour  exprimer  qu'il  est  équilatéral,  d'écrire  que 
les  sommes  des  coordonnées  de  ses  sommets  sont  3p  et  3q. 

Cela  posé,  soient  Tellipse 

et  le  cercle         (c  —  pY  +  (1/  —  9)*  —  R*  ==  o  (â) 

circonscrit  à  un  triangle  inscrit  dans  Tellipse.  Ces  deux 
courbes  se  coupent  en  un  quatrième  point  dont  il  est  facile 
d'avoir  les  coordonnées.  Si  l'on  multiplie  (1)  par  a*  et  si  Ton 
en  retranche  (2),  il  vient 

-^  +  2gfy  +  2|)x  +  . . .  =  o, 

T      /  nUi^ 


=  -^(■^+"'2' ■•"•••)• 


d'où  X 

2p 

L'équation  aux  ordonnées  des  points  d'intersection  de  (I) 
et  (3)  est  donc 

et  la  somme  des  racines  de  celte  équation  est ^~i^-  '-^ 

somme  de  trois  d'eatrc  elleg  devant  ôtre  égale  à  3q,  la  qua- 

^rièpae  sera  -  q  (-^  +  3^  =  ~  -^  (6«  +  3««), 
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On  trouverait  de  même  pour  l'abscisse  du  même  point 

Écrivant  que  ce  point  est  sur  Tellipse,  et  remplaçant  prt  f 
par  X  et  y,  on  aura  Téquation  du  lieu  cherché  : 

C'est  une  ellipse  dont  1m  axas  ont  la  même  direction  «pe 

ceux  de  la  proposée.  Les  loapiears  de  ces  demi-axes  sont 

ne*         ,        6c* 
et 


a*  +  36»        6«  +  3a»  ' 
PdUr  Atoit*  le  lieu  dans  le  cas  de  Thyperbole,  il  suffit  de 
chânifei'  A*  en  <--^  6*,  et  il  vient 

£l  (a«  —  36«)«  —  4r  (3<»*  -  ''•)"  —  c*  s=  o- 
a*  ^6» 

C'est  une  hyperbole.  L'un  des  axes  devient  infini,  et  le  lien 

se  réduit  à  un  système  de  deux  droites  parallèles,  lorsque 

a*  —  36*  =0  ou  lorsque  3a»  —  6"  =  o.  Dans  le  premier  cas, 

l'angle  des  asymptotes  est  de  60^4  et  les  deux  droites  daliai 

■ont  imëginaires.  Dans  le  second  cas,  Tangle  des  asymptoies 

esi  de  i  ao^y  et  les  deux  droites  soot 

Dans  le  cas  de  la  parabole  y^=^2PXf  le  terme  en  jf'manqoe 
dans  l'équation  aux  ordonnées  des  points  d'intersection  ave:* 
le  cercle;  l'orddnnée  du  quatriëiné  point  est  donc  —  39,  et  son 

abscisse      ^  <  D'un  autre  côté»  ré(|uation  aux  abscisses  est 

-~«  [{x  —  p)*  4-  %Pœ  -f-  ...]'=*  ^P*' 

La  somme  des  racines  est  -~  4(P  —  p)  ;  la  quatrième  es: 
doncp  '— 4P«  Par  suite^  l'équation  du  lieu  est 

9j/»  =  2P(x  —  4P). 

G'e^t  une  parabole  dont  le  paramètre  est  égal  au  neavième 
de  celui  de  la  proposée. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  it.  Haure,  élève  au  hrn 
Louis-le-Grand. 
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QUESTION  345 

SqIbUob  par  M.  Gadot  élèye  au  Lycée  SainULoiUs. 


Soit 

f(xy)  =  Ax*  +  2Bxy  -f  Uy*  -f-  aDx  +  ôBy  +  F  aa  © 
Véquation  d*uné  œniquët  lei  axes  dé  coordonnées  étant  rectan^ 
gulaires.  Posons 

9  =  (f 'x)^  +  (f  W  -  4(^  +  0)  f(î,  y)  ^  0. 
L'équation  des  quatre  direôtrices  de  la  çoniqUe  est 
ç*  +  4(A  +  C)  f(x,y)^x,y)  +  i6  8n(x,y)  r»  o 
ou  «  ±=i  AC  — B«. 

X'égiiaMoit  ^  sa  o  feprë«eti/e  le  cerok^dei  iômÉiêti  an  magies 
droits  circonscrits  à  la  eonl^. 

Proposons-nous  d'abord  dé  trouter  Id  eeMld  lieu  Abé  dOtn« 
mets  des  angles  droits  circonscrits  à  la  Conique  f{ccy)  r±  d. 
Soit  (xy)  un  point  du  lieu.  Led  tûngenteâ  à  Ifl  dotilqtie 
f=o  issues  de  ce  point  ont  pour  équation  quadfatlque 

4  /][an,)/tXY)  -(ajra,  +  t//','  4- /".)•- 0. 
Pour  que  ces  tangentes  soient  rectangulaires,  U  HOUft  sut 

fira  d'écrire  que  ^équation  précédente  fepféseûte  une  hyper- 
bole équilatëre  ;  donc 

(f'xr  -  4 V(a^y)  +  iryy  -  4CAa?»)  =  o  > 

donc  le  lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  à 
la  conique  f=o  est 

ç  =  (/'.  y  +  (/"y  )^  -  4(A  +  C)f(xy)  =  o. 

Si  la  conique  est  une  parabole,  cette  équation  rô{)féiëiile 
une  droite  qui  est  la  directrice. 

Si  la  conique  est  du  genre  ellipse  ou  hy|)0rbolé  et  â  tlti 
centre  unique^  la  conique  <p=  o  est  un  cerclé  dohl  Téquâ- 
tion  développée  peut  s'écrire 

(B«-AC)  (x*  +  y«)  +  2  (BË  —  CD)a?  +  2(BD  —  A%  -f-  D« 

+  Ë«— (A  +  G)F  =  o. 

Remarquons  maintenant  que  les  directrices  d'une  ellipse  et 
d'une  hyperbole  sont  celles  des  cordes  communes  à  la 
conique  et  au  cercle  précédéht  qui  ûè  pfisdefit  fiifiâ  par  le 
centre. 


—  68  — 

Considérons  en  effel  une  ellipse  ou  une  hyperbole  rappor- 
tée à  ses  axes  ;  son  équation  est 

ce*        v* 

—  -4-  t:  =  I  •  ou  b^x*  +  aV  =  a*6«. 

a         6* 

Le  cercle  lieu  des  sommets  des  angles  droit  sera 

a;«  -f  î/«  ==  a*  ±  b\ 
Les  sécantes  communes  sont  représentées  par  l'cqualijr. 
X(jc«  +  t/«  _  a*  ±  6*)  +  6*x«  ±  o*t/»  —  a*6«  =  o, 
ou    (6«  +  /).r«  +  (X  -f  a^)t/«  —  a«a»  —  X(a*  +  6-)  =  o , 
X  satisfaisant  à  la  condition 

(6»  +  A)  (X  ±  a)  [a»6«  —  X(a*  ±  6«j]  =  o. 
Donnons  à  X  les  Taleurs  —  6*,  et  if.  a*;  nous  obtiendrons 
les  sécantes  représentées  par  les  équations 

c'y*  Hh  6*  =  o,  c^x*  ip  a*  =  o. 

Ce  sont  précisément  les  deux  systèmes  de  directrices  cor- 
respondant aux  foyers  réels  et  aux  foyers  imaginaires  de  \i 
conique .  —  Le  troisième  couple  de  sécantes  communes  no 
correspond  pas  à  des  droites  remarquables.il  estcaractérîs: 
par  la  propriété  de  passer  par  le  centre. 

Les  directrices  sont  donc  les  sécantes  communes  à  /'  =  o, 
9  =  0  ne  passant  pas  par  le  centre. 
TrausportoDs  Torigine  des  coordonnées  au  centre. 

La  conique  f=o  devient 

A 
Aa?»  +  2Bxy  +  Ct/«  -f  ^^.  _  g,  =  o. 

La  conique  cp  =  o  devient 

(Bt  _  AC)  (x»  +  !/«)+  H  =  o, 
H  étant  le  nouveau  terme  indépendant 

Les  sécantes  communes  à  ces  deux  coniques  seront 
représentées  par  Téquation  4/  +  X<p  ==  o  ;  les  valeurs  de  / 
seront  d'ailleurs  les  mêmes  dans  les  deux  systèmes  de 
coordonnées. 

Pour  avoir  un  système  de  deux  droites  il  suffit  que  X  vcritK 

l(A_X3)(G-XS)  -  B'][^^^^.    +XH]  =  0. 

Les  valeurs  de  X  auxquelles  correspondent  des  sécanlc^ 
i\e  passant  pas  par  le  centre  sont  racines  de 

(.\  ^  IK)  (Q  —  >^5)  —  B*  =  a. 
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Pour  avoir  réquatioD  quadratique  des  sécanles  correspou- 
fl^ni  à  ces  valeurs,  il  nous  suffira  d'éliminer  X  enlre 

4  /•  +  Xcp  =  G     • 

cl  (A  —  XI)  (C  —  X8)  —  B«  =  0, 

ou 

o  —  àS(A  +  C)  +  X*8«  =  o,  ou  enfin  SX»  —  (A  +  C)X—  i  =o 

car  8  >  G. 

L'équation  des  directrices  est  donc,  en  remplaçant  X  par 

« 

Cette  équation  peut  dans  tous  les  cas  représenter  les  direc- 
trices de  la  conique.  En  effet,  si  Ton  a  affaire  à  une  parabole, 
8  =  o  ;  donc  l'équation  se  réduit  à 

^[4(A  +  C)f  +  ?]  =  o. 

Oa  obtient  donc  la  courbe  <p  =  g,  qui  est,  comme  nous 
l'avons  vu,  la  directrice  réelle  de  la  parabole. 


QUESTION  37:2 

Violation  par  M.  Baron,  élève  du  Lycée  Henri  IV. 


On  donne  :  4^  dans  le  plan  des  xz  um  droite  parallèle  à  raxe 
ox  ;  ^  Dans  le  plan  des  zy  une  uroite  parallèle  à  l'axe  des  y 
et  ne  rencontrant  pas  Vaœedes  z  au  même  point  que  la  précé- 
dente. D'un  point  pris  dans  le  plan  xoy,  on  abaisse  des  per- 
pendiculaires sur  ces  deux  droites  et  on  joint  leurs  pieds  par 
une  ligne  droite.  Équation  de  la  surface  engendrée  par  cette 
droite  lorsque  le  point  xy  décrit  la  courbe  f(xy)  :^  o;  cas  oii 
f(xy)  =  G  est  une  droite. 


Soient         AB 


y=°  CD 

œ  =  a 


X  =  0 

z=  q 


M 
ou  aura  évidemment 


y  =  b 

Z   =i  O 
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x==z  a  X  =  o 

y=  o         Q    y  ===  6 

z  =  p  %  =  q 

P  et  Q  étant  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d: 
point  donné  M  sur  les  droites  AB,  CD,  PQ  aura  pour  éqai- 
tions 

X  —  a  y   s  —  p 

_  —  -^ 


(i) 


—  a  ^        0  q  —  p 

D'ailleurs  on  a  f(ab)  =  o 

la  surface  engendrée  par  (1)  sera  donc 

'  \.    %  —  p  M  -^  q    /  ' 

Si  le  point  H  décrit  la  droite  kx^By  -^  G  =  o,  la  sarface 


lî' 


<3. 


sera 


ou 


A  (q  —  p)y^    I     B{q—p)x     ,    ç  ^  Q 


3  — -  p 


%  —  q 


les  plana  du  ceutre  sont 

3  — p  =  o 

ky  -(-  Bijc  =  o 
la  surface  est  donc  un  paraboloïde  hyperbolique  ;  ellecontiea 


les  droites 


z  =p  %  =z  q 

y  =0  a?  =  0 

le  plan  des  xy  est  un  plan  directeur. 

On  pciut  d'ailleurs  remarquer  qu'en  faisant  2  =  0, 0: 
obtient  upe  équation  du  premier  degré  en  ce»  y,  La  surftce 
est  donc  engendrée  par  une  droite  qui  s'appuie  sur  iroû 
droites  fixes  parallèles  à  un  même  plaui  ce  qui  caractérisa 
U  paraboloïde  hyperbolique. 

NoTAi  — ^  La  même  question  a  été  résolue  par  MH.  Duimy,  I^t,  àGreno^ 
Gino^Loria,  àMantoue;  Lelieuvre.  à  Rouen. 
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QUESTIONS  PROPOSÉES 


8.  —  On  considère  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes  et  le 
cercle  A  qui  passant  par  les  foyers  est  concentrique  à  cette 
ellipse.  Par  un  point  M,  pris  sur  le  cercle»  on  mène  èi  l'ellipse 
deux  tangentes  qui  coupent  le  cercle  aux  points  À  st  B» 
différents  de  M.  Démontrer  que  la  droite  AB  est  parallèle 
au  grand  axe  de  l'ellipse.  (G^  L,) 

9.  —  On  considère  une  hyperbole  rapportée  à  aes  axqs  ; 

ce"         y*  

HT      P""  '• 

sur  Taxe  Oj/,  on  considère  les  deux  points  BetB'  qui  soqt  à 
une  distance  b  de  l'origine  et  on  les  joint  à  un  point  M» 
mobile  sur  Thyperbole.  La  perpendiculaire  à  B'M  au  point 
B'  rencontre  BM  en  un  point  I,  dont  on  demande  |e  lieu 
géométrique.  Ce  lieu  est  une  quartique;  on  demande  dQ  la 
construire  et  d'indiquer  les  différentes  formes  delà  cour)>e 
suivant  que  l'on  a 

6  <  a,      b  =a,      b  >  a  .  (G,  l*) 

IQ.  —  Soit  àQ  une  corde  dans  une  parabolOi  G  le  miUen 
de  âB.  On  projette  le  point  C  en  G'  sur  l'axe  et  on  m^Qepfir 
ce  poiqt  G  ui^e  perpendiculaire  à  AB,  perpendiculaire  qui 
roucontre  l'axe  au  point  P.  Démontrer  que,  quel  que  soitÀB, 
CD  est  ponstamment  égal  à  p.  Déduire  de  ce  théorème  une 
solution  du  problème  qui  consiste  à  trouver  le  sommet  d'une 
parabole  connaissant  deux  points  et  Taxe  de  la  courbe. 

Déduire  aussi  de  la  propriété  précédente  ce  théorème 
connu  que  les  normales  A  et  B  coupent  l'axe  en  des  points 
équidistants  du  point  D.  (G,  L.) 

11.  —  On  donne  une  parabole  P,  et  un  point  M  (a^)  dans 
son  plen*  Par  ce  point  supposé  fixe»  on  fait  tourner  une 
droite  A,  qui  rencontre  P  en  A  et  B,  et  l'axe  de  la  parabole 
au  point  G.  Par  les  points  A  et  B»  on  fait  passer  un  cercle 
qui  touche  en  D  la  tangente  au  sommet  de  la  parabole^  La 


■:'2 


droile  CD  rencontre  le  cercle  en  un  second  point  E  que l'oi: 
joint  au  centre  du  cercle,  ce  qui  donne  une  droile  A'.  Dé- 
montrer que  le  lieu  des  points  de  rencontre  de  A  et  de  A' 
est  une  parabole  quand  A  tourne  autour  de  M.  On  expliquera 
les  résultats  par  des  considérations  purement  géométriques. 

12.  — On  considère  une  ellipse  rapportée  à  ses  aies: 
soient  kfk\  les  extrémités  du  grand  axe,  BB'  les  extrémités 
du  petit  axe.  On  mène  les  tangentes  à  l'ellipse  encesqnaln! 
points,  et  une  tangente  A  supposée  mobile  rencontre celleKi 
en  des  points  oa',  ^^',  enfin  sur  aa  comme  diamètre  on  décrit 
un  cercle  U,  et  sur  p^',  un  cercle  V.  Cela  posé  on  propose 
les  questions  suivantes  : 

l^  Équation  générale  des  cercles  U  ; 

2"  Equation  des  cercles  V  ; 

3®  Quel  est  Tangle  d'anomalie  du  point  de  contact  M  de'is 
tangente  A  quand  les  cercles  U  et  V  sont  égaux? 

4®  Démontrer  que  Taxe  radical  des  cercles  U  cl  V  n'cs 
autre  chose  que  la  normale  au  point  M. 

8*  Par  le  centre  do  l'ellipse  on  mène  une  tangente  aucerelt 
V.  Démontrer  que  le  lieu  des  points  de  contact  est  le  cerek 
décrit  sur  la  dislance  focale  comme  diamètre. 

6®  Démontrer  que  les  cercles  U  et  V  se  coupent  orthogoni- 
lement. 

7°  Trouver  le  lieu  décrit  par  les  points  communs  auxcercte 
U  et  V,  et  démontrer  que  ce  lieu  se  compose  de  deux  cercle? 
cf  ncentriques  è  l'ellipse,  etde  rayon  (a  —  6)  (et  o+W- 

(G.  L! 


Le  Rt'dacleur-Gcfafl^ 
J.  KŒULER. 


l-AIMâ.   —    laiiniAlfcKIE  lllAa,  :>t,   hlE  bEKOÉRI,  PKtiS  DU  BOCLEVARD  VO.XTSIARTRK-  "  ^''-' 
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•  QUEF^QUES  THEOREMES 

SUR  LES  DROITES  MENÉES  PAR  UN   POINT  DU  PLAN  D*UN  TRIANGLE 

PARALLÈLEMENT  A   SES  COTÉS 

Par  M.  Emile  liemolae,  ancien  élève  de  l'École  polytechnique. 


Étant  donné  un  triangle  ABC,  trouver  un  'point  0  tel  que  si 
l'on  mène  par  ce  point  des  parallèles  aux  trois  côtés,  limitées  à 
ces  côtéSj  savoir  Ac  Au  parallèle  à  CB, 
etc,  les  parallélogrammes  formés  par 
deux  de  ces  droites  et  par  les  deux 
côtés  qui  leur  sont  parallèles  soient 
proportionnels  auœ  m"**  puissances 
du  troisième  côté. 

Équation  du  lieu  de  0  si  m  varie 
d'une  façon  continuée. 

En  prenant  CB  pour  axe  des  x, 
GÂ  pour  axe  des  y,  appelajit  x  et  y    ^ 
les    coordonnées    du     point  0    el 
exprimant  lesconditions  de  renoncé,  on  a  facilement 

bc^x  +  a{c^  -}-  ^"*)î/  =  û^c"* 

d'où 

I 


(1) 

(2) 


œ  =^  a 


6"*c***  -f"  û"*^**  -J-  a^b*^ 


=  a 


y  =  *  -mT 


6*"c' 


m 


b^c^  -|-  a^c^  -J-  a^b 


Jm 

I 
a"» 

+ 

I 
I 

+  • 

I 

c"* 

(3) 


a***         6"*         c^ 


La  remarque  que  Ton  a 


X 

T 


fa  \«+* 


permet  de  trouver 


facilement  Téquation  du  lieu;  quand  m  varie  elle  est 
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^^J        =  (06  —  ay  —  60?)'**^  (4) 


[6a?] '"^ 

Cette  remarqae  montre  aussi  que  les  distances  du  point  0 
aux  trois  côtés  sont  proportionnelles  aux  m  4~  i"^  P^^- 
sances  de  ces  côtés 

Si  donc  on  cherchait  le  lieu  du  point  dont  les  distances  aux 
trois  côtés  soient  proportionnelles  aux  m™^  puissances  de  cet 
côtés,  on  trouverait  Véquation  (4). 

Si  l'on  appelle  G'  le  point  oh  GO  coupe  AB,  on  trouve 

CB    _   6^ 
C'A  ~  0"  • 

(Voir  Gomptes  rendus  du  Gongrès  d'Alger  de  rAssocialios 
française»  Brocard,  p.  180.) 

D'oh,  si  l'on  cherchait 

Le  lieu  du  point  0  tel  que  si  Von  joint  ce  point  o^âx  trois 
sommets,  les  côtés  opposés  sont  divisés  par  ces  droites  en  seg- 
ments inversement  proportionnels  avœ  puissances  m^*^  des  côtés 
adjacents,  on  trouverait  aussi  l'équation  (4). 

Pour  m  =  —  2  les  formules  (3)  donnent  pour  O  le  ceniro 
des  médianes  antiparallëles. 

Pour  m= —  I  les  formules  (3)  donnent  pourO  le  centn 
du  cercle  inscrit. 

Pour  m  =  o  les  formules  (3)  donnent  pour  O  le  centre  di 
gravité. 

Pour  m  =  I  on  voit  facilement  que  l'on  a 

BcCfr  =  BaAft  =  AcGa  =  — T— î -— ï T"» 

a6  +  ac  +  cb 

c'est-à-dire  que  0  est  le  point  tel  que  les  différences  entre  un 
côté  et  la  partie  de  la  parallèle  à  ce  côté  comprise  entre  la 
deux  autres  menées  par  ce  point  soit  la  même  pour  les  trois 
côtés. 

Ge  point  est  celui  que  Ton  obtient  par  le  concours  des 
droites  qui  joignent  à  un  sommet  le  point  symétrique  par 
rapport  au  milieu  du  côté  du  pied  de  la  bissectrice  qui 
tombe  sur  ce  côté. 

Pour  m  =  2  on  trouve  que  Ton  a 
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BeCft  CaAc  ÈLtBa  obc 


bxc       cxa       a  X  b         b^c*  +  a«e«  +  a*6« 
Cest-à-dire  que  les  parties  des  côtés  comprises  entre  deux 
parallèles  sont  proportionnelles  aux  produits  des  deux  autres 
côtés,  etc. 

En  général,  si  Ton  appelle  avec  M.  do  Longchamps  points 
réciproques  deax  points  tels,  que  si  on  les  joint  aux  sommets 
d'un  triangle  ils  coupent  les  côtés  opposés  en  deux  points 
symétriques  par  rapport  au  milieu  de  ce  côté,  on  peut  dire  : 
A  tout  point  0  du  lieu  défini  par  une  valeur  de  m  dans  les 
équations  (1)  et  (2)  correspond  pour  la  valeur  de  m  égale  et  de 
signe  contraire  un  point  0'  défini  par  les  équations 

b"* 

~^      a"*  +  b°*  +  c™ 

a" 
y  =  b. 


a"  +  b*  +  c" 

et  tel  que  0  et  Cf  sont  réciproques.  Le  lieu  de  0  et  le  lieu  de  0' 
se  confondent.  Donc  le  lieu  de  0  défini  par  (4)  est  aussi  le  lieu 
du  point  tel  que  si  on  le  joint  aux  trois  sommets,  les  côtés  opposés 
sont  divisés  par  ces  droites  en  segments  proportionnels  aux 
puissances  des  côtés  adjacents. 
On  trouve  facilement 

_,         a*»+«  -f  62«+»  +  o*^  &«*  (o«  +  6»  —  c») 

^    = (a«  +  6«)« 

a**  [6**+*  +  c**+'  -|-  c*  6«  (c»  -f-  6»  —  a*)] 

^^*  ~  [ftm  c"^  j^  aT"  cr -{- cT'  b„,Y 

Remarquons  que  Ton  a 

BcCft  X  ^ï^*  C3  C«  Ae  X  6"^  =  Aft  Ba  X  c?^ 

I 

a*"         6**        c* 

Le  lieu  du  point  0  est  donc  encore  le  lieu  du  point  tel 
que  si  pjr  ce  point  on  mène  des  parallèles  aux  trois  côtés,  les 
portions  des  côtés  comprises  entre  ces  parallèles  sont  proportion^ 
nelles  aux  inverses  de  puissances  de  ces  côtés. 

On  trouverait  le  môme  lieu  si  avec  renoncé  précédent  Ton 
disait:  sont  proportionnelles  aux  puissances  de  ces  côtéSf  au 
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lieu  de:  aux  inverses  des  puissances.  Nous  ayous  établi  cette 
dualité  dans  les  énoncés  en  considérant  les  points  récipro- 
ques 0  et  0';  mais  il  était  évident  que,  algébriquement,  le 
lieu  deO  correspondant  aux  puissances  m  serait  le  même  lieu 
que  celui  qui  correspondait  aussi  aux  inverses  de  ces  puis- 
sances, puisque  nous  faisons  varier  m  de  —  oo  à  4~  ^  ^^ 
que  m  passe  toujours  par  deux  valeurs  égales  de  signe 
contraire,  ce  qui  correspond  à  une  puissance  et  à  l'inverse 
de  cette  puissance. 

On  ferait  des  remarques  analogues  sur  le  lieu  des  points 
tels  que  si  Von  mène  par  ces  points  des  parallèles  aux  trois 
côtés  d'un  triangle^  les  parties  de  ces  parallèles  comprises  entre 
deux  des  côtés  soient  proportionnelles  aux  puissances  ou  aux 
inverses  des  puissances  du  troisième. 

Voici  encore  deux  théorèmes  simples  sur  les  segments 
déterminés  sur  les  côtés  d'un  triangle  par  les  trois  parallèles 
aux  trois  côtés  menés  par  un  point  0  du  plan;  ils  sont  presque 
évidents;  mais  je  ne  crois  point  qu'ils  aient  été  énoncés,  et 
comme  leurs  réciproques  peuvent  servir  dans  certains  cas  à 
prouver  que  trois  droites  concourent  ou  ne  concourent  pas 
en  un  même  point,  il  me  semble  utile  de  les  signaler. 

Considérons  les  neuf  segments  suivants  : 

Deux  segments  interceptés  sur  les  deux  côtés  entre  le 
troisième  côté  et  sa  parallèle  menée  par  0,  en  tout  six;  un 
segment  intercepté  sur  chaque  côté  entre  les  parallMes  aux 
deux  autres,  en  tout  trois. 

Théorème  I.  —  Si  l'on  numérote  f ,  i,  3,  4,  5,  6,  efi 

tournant  dans  le  sens  CBA  les  six  segments  de   la  première 

espècCf  le  produit  des  trois  segments  de  rang  pair  égale  le  ptyy- 

duit  des  trois  segments  de  rang  impair  et  égale  aussi  le  produit 

des  trois  segments  de  la  seconde  espèce. 

Avec  les  notations  déjà  adoptées,  ce  théorème  s'écrit  ainsi  : 

AGa  X  BA,  X  CBe  =  ABa  X  BCft  X  CA, 

—  BcCfr  X  AcCa  xB^Afc. 

Théorème  II.  —  Sur  chaque  côté  il  y  a  trois  de  ces  neuf 
segments;  on  peut  les  ranger,  quel  que  soit  0,  de  façon  que  les 
longueurs  des  trois  segments  soient  —  mais  les  segments  n'étant 
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pas  pris  dans  le  même  ordre  sur  chaque  côté  —  proportionnelles 
aux  longueurs  des  trois  segments  d*un  quelconque  des  deux 
autres  côtés. 

Avec  les  notations  adoptées,  CBc,  BcGa,  C^B,  sont  pro- 
portionnels à  GaA^,  AcC,  ACrt  et  à  BaA,  BA^,  A^B^. 

Ces  deux  théorèmes  sont  presque  évidents  en  observant 
que  les  longueurs  des  segments  considérés  sont  celles  des 
côtés  des  trois  triangles  semblables  OBcCt,  OCaAc,  OA^B.. 

Le  théorème  I  donne  lieu  aux  remarques  suivantes  : 

<®  Le3  trois  segments  impairs  de  première  espèce  sont 
égaux  entre  eux,  pour  le  point 

abc 


X  = 


6c  +  ac  +  «'^  ' 


a6»  ,  ,  -  abc 

y  =  !..   ■   ^.   .    ^1.  ^t  égaux  à 


bc-\-ac-\-  ab  6c  +  ac  +  ab  ' 

2**  Les  trois  segments  pairs  de  première  espèce  sont  égaux 
entre  euxei  ont  alors  évidemment  la  môme  valeur  commune 
que  précédemment,  pour  le  point 

_  fl'6 

""  6c  +  ac  +  a6  ' 

abc 

^  ~~  'bc  +  flc  +  a6  ■ 
Si  par  le  pied  d'une  bissectrice  sur  un  côté  on  méfie  des  paral- 
lèles aux  deux  autres  côtés,  ces  parallèles  coupent  les  côtés  en 
deux  points,  en  tout  six  points  sur  les  trois  côtés;  si  l'on  joint 
ces  six  points  chacun  au  sommet  opposé  au  côté  sur  lequel  est 
le  point,  on  a  six  droites  dont  trois  passent  en  S  et  trois 
en  S'. 

3'^  Les  trois  segments  de  seconde  espèce  sont  égaux  entre 
eux  et  ont  alors  évidemment  la  même  valeur  commune  que 
précédemment,  pour  le  point 

a*c  .    . 


\ 


X  = 


bc  -j-  ac -\-  ab  ' 

(  '^  ""  6c  +  oc  +  a6  ' 
Ce  dernier  point  est  le  réciproque  (voir  plus   haut)   du 
centre  du  cercle  inscrit. 
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4^  Si  le  point  0  est  sur  une  droite  passant  par  G,  le  maii- 
mum  du  produit  des  trois  segments  aura  lieu  au  point 
d'intersection  avec  la  parallèle  à  AB  menée  par  le  centre  de 
grayité. 

S^  Si  le  point  0  est  sur  une  droite  parallèle  à  AB,  le  maxi- 
mum du  produit  des  trois  segments  aura  lieu  au  point  d'in- 
tersection avec  la  droite  joignant  G  au  centre  de  grayité. 

6°  Le  produit  des  trois  segments  sera  maximum  lorsque 

0  sera  au  centre  de  gravité  et  aura  pour  valeur . 

27 

Pour  terminer  cette  étude,  nous  énoncerons  la  propriété 
suivante  : 

Dans  un  triangle^  si  Von  joint  le  centre  du  cercle  inscrit 
aux  pieds  des  trois  bissectrices  extérieureSj  on  a  trois  droiUi 
telles  que  si  dun  de  leurs  points  on  abaisse  des  perpendiculaiTes 
sur  les  trois  côtéSy  les  longueurs  de  ces  trois  perpendicMm 
forment  une  progression  arithmétique. 


UN  LIEU  GÉOMÉTRIQUE 


Le  problème  que  nous  nous  proposons  n'est  pas  nouveau; 
on  en  a  déjà  donné  la  solution  par  des  considérations  de 
simple  géométrie;  nous  n'avons  d'autre  but  que  de  montrer 
une  fois  de  plus  comment  remploi  raisonné  des  méthodes 
de  la  géométrie  cartésienne  peut  conduire  à  des  constructions 
géométriques  assez  élégantes,  sans  aucun  tour  de  force,  en 
ne  se  servant  que  des  formules  les  plus  connues. 

L'équation  générale  des  coniques  (axes  rectangulaires  1 
qui  ont  pour  directrice  une  droite  donnée  oy  est 

(X  —  clY  +  (y  _  p)>  +  Xa>>  =  o  ; 
si  on  assujettit  ces  courbes  à  toucher  les  deux  droites 

px-\-qy—  1=0,  et  p'x  +  c'y  —  i  =  o, 
on  trouve  sans  peine  les  deux  conditions 

(\  +  A')B'  —  G"  =  o  1  * 

oîi  l'on  a  posé       A  =  p'(a'  +  p")  —  apa  -j-  i 
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B  =  7«(««  +  p«)  -  2gp  H-  I 

A'=  p''(««  +  p«)  —  ap'a  +  1 
B'=  ?'•(»•  +  p')  -  2qp  +  I 

Or  on  trouve,  en  effectuant  les  opérations,  que 

A  .  B  — G»  =  (pa  +  î?—  !)• 
A'  .  B'  ^  C»  =  (p'a  +  g'p  —  ly 
de  sorte  que  l'élimination  de  X  entre  les  équations  (1)  nous 
donne,  pour  le  lieu  du  foyer  conjugué  à  la  directrice  donnée, 
réquation 

[^.(a»  +  p>)-  29P  +  I]  (p'a  +  gp  -  i)«  - 
.      [ç'«(a>  +  p«)  -  2g'p  +  I]  rpa  +  7P  -  i)>  =  o 
c'est  le  lieu  que  nous  nous  proposons  d'étudier  d'après  son 
équation. 

Pour  donner  aux  diverses  lettres  une  signification  uni- 
forme, je  veux  dire,  pour  que  toutes  les  lettres  indiquent  des 
longueurs,  je  pose 

I  1,1,1 

et  l'équation  du  lieu,   en  reprenant  pour  les  coordonnées 

mobiles  la  notation  habituelle,  sera 

(U)  a*{œ*  -f-  y«  _  261/  -f  6»)  (b'x  +  à  y  —  aby  — 

a'*(x«  +  y»  —  2b'y  +  6'")  (bx  +  ay  —  a6)«  =  o 

que  nous  écrirons  sommairement 

a>.C.T'»  — a«Cr.T«  =  o; 
or,  soit 

G  =  (y  —  6)«  +  a?»  =  (y  —  6  +  tx)  (y  —  6  —  »x)  =  I  .  J 

et 

G'  =  (y  —  by  +  CD*  =  (y  —  6'  +  ix)  (y  —  b—  ix)  =  Y  .  i' 

et  l'équation  du  lieu  devient 

aM.J.r»  —  a'M.  J'.T»  =  o 

ce  qui  nous  montre  immédiatement  que  le  point  de  concours 

S  des  deux  tangentes  fixes  est  un  point  double  du  lieu; 

mais   les  deux  droites  I,  J  se  croisent  sur  la   directrice 

donnée  en  son  point  de  rencontre  B   avec  la  tangente  T  ; 

de  même  les  droites  T,  S'  se  croisent  sur  la  directrice  donnée 

en  son  point  de  rencontre  B'avec  la  tangente  T';  d'où  l'on  con- 
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dut  immédiatement  que  les  points  B  et  B'  sont  aussi  des 
points  doubles  du  lieu  total. 

Mais  les  directions  asymptotiques  du  lieu  total  sont  four- 
nies par  l'équation 

(x«  f  î/>)  [a«  (b'x  +  a'yY  —  a'«  {bx  +  ayf]  =  o 

ou  bien      (x*  -|-  t/*)  -  x\ ■ — ^  -| -, — ^  1  =  o 

ou  bien 

(o^+y)\—^ Z—l — â — + — â' — ^J-' 

ce  sont  donc  :  i^  les  deux  directions  asymptotiques  de  tous 
les  cercles  du  plan;  i°  la  directrice  donnée;  3^  la  médiane 
SG  du  triangle  BSB';  nous  voyons  donc  que  la  directrice 
donnée  a  cinq  points  sur  le  lieu  géométrique  ;  donc  elle  en 
constitue  une  branche  séparée,  et,  après  avoir  enlevé  celle 
branche,  il  restera  une  courbe  du  troisième  degré  qui  a  pour 
points  simples  les  points  B  et  B',  qui  a  encore  pour  point 
double  le  point  S;  et  ses  directions  asymptotiques  sont  la 
médiane  SG  et  les  deux  directions  asymptotiques  de  toute 
circonférence. 

Voyons  à  déterminer  une  construction  continue  du  lieu  : 
soit  T  =  xr,  il  vient 

a\x*  +  y*  —  2by  +  6»)  —  XV»  (ce*  +  y*  —  26  y  +  6'»)  =  o 
ce  qui  donne  Tinterseclion  d'une  droite  menée  à  volonté  par 
le  point  S  avec  une  circonférence  ;  or  on  voit  sans  peine  que 
cette  circonférence  passe  au  point  L  oii  la  droite  mobile 
coupe  oy;  si  donc  on  construit  L'  conjugué  de  L  relative- 
ment au  segment  BB',  la  circonférence  est  décrite  sar  LL' 
comme  diamètre;  on  peut  donc  formuler  comme  il  suit  la 
construction  géométrique  du  lieu  total  : 

Par  le  point  S,  menez  une  transversale  à  volonté  SX  qui 
coupe  oy  en  un  point  L;  et  prenez  L'  conjugué  de  L  relati- 
vement au  segment  BB';  la  circonférence  décrite  sur  LL 
comme  diamètre  coupera  SX  en  deux  points  L  et  M;  le  Heu 
de  ces  deux  points  est  le  lieu  total  du  quatrième  ordre,  qui 
se  compose  de  la  droite  oy  et  d'une  cubique  que  décrira  le 
point  M. 

Cette  construction  donne  sans  peine  les  tangentes  au  point 
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double  S;  car  lorsque  la  circonférence  mobile  passera  au 
points,  SX  devra  ôlre  également  inclinée  sur  SB  etsurSB'; 
doDC  les   tangentes  au  point  double   S  sont  deux  droites 


—  *2' 


rectangulaires  entre  elles,  et  bissectrices  des  deux  droites 
fixes  SB,  SB';  ce  nouveau  fail,  joint  à  ceux  qui  sont  déjà 
élablis;  permet  d'affirmer  que  la  cubique  actuelle  est  une 
focale  à  nœud  de  Quételet. 

Remarque.  —  L'équation  du  lieu  (U)  peut  s'écrire  : 

o*  .  MB*  .  MF*  .  rF*  =  a'*  .  MF*  .  MP*  .  ÏB* 

MB         MP        AB        a' 


ou 


MB'        MF  '   A'B 


a 


Cette  relation  conduit,  en  sens  inverse,  à  la  construction 

du  lieu  par  l'intersection  d'une  droite  et  d'un  cercle  ;  car 

MP 
se   donner  arbitrairement  ?7?v*'  c'est  se  donner  une  droite 


MP' 
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SX,  d'oïl  résulte  le  rapport  rrp^r  qui  détermine  la  circonfé- 

renoe  correspondante. 

AmnE  lUEMAKûuc.  —  On  voit,  par  l'exemple  qui  précède, 
que  l'étude  d'un  lieu  géométrique,  même  décomposable,  se 
peut  faire  simplement  sur  le  lieu  total,  plus  simplement 
même  que  si  Ton  effectuait  d'abord  la  décomposition  ;  cela 
tient  sans  doute  à  ce  que  l'équation  totale  obtenue  par  de< 
méthodes  d'élimination  correctes  et  générales,  garde,  dans 
sa  forme  première,  comme  l'image  algébrique  des  propriété> 
et  du  mode  de  génération  le  plus  éléganl  de  la  courbe. 

On  rencontre  d'ailleurs  bien  souvent  des  faits  de  même 
nature  ;  c'est  ainsi,  par  exemple,  quepour  construire  les  racines 
d'une  équation  du  troisième  degré,  on  trouve  utile  de  l'élever 
au  quatrième  degré  par  l'introduclion  d'une  racine  conve- 
nablement choisie  ;  ce  qui  permet  de  construire  les  racines 
par  l'intersection  d'une  parabole  et  d'une  circonférence;  c'est 
ainsi  encore  que  la  détermination  des  trois  sommets  du 
triangle  polaire  conjugué  commun  à  deux  coniques  dépend 
de  l'intersection  de  deux  coniques  que  Ton  fait  passer  cha- 
cune par  un  môme  quatrième  point  pris  à  volonté  sur  le 
plan.  E.  V. 


NOTE  SUR  LA  FORMULE  DE  TAYLOR 

Par  H.  A.  Parpalte, 


Les  différentes  formes  du  reste  données  généralement  dans 
les  cours  sont  des  conséquences  de  la  formule 

R  =  ^ ^   ,  /•"  (X  +  eA) . 

n  —  il  p       '    ^      '       ' 

Il  est  aisé  de  faire  voir  que  celle-ci  n'est  qu'un  ca>-  tiè 

particulier  d'une  autre  extrêmement  générale. 

Posons 

-  p»  (A)  =  o  (1) 
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œ  et  X  -{-  h  sonl  deux  valeurs  prises  entre  les  limites  a,  b 
entre  lesquelles  f  (x)  et  ses  n  premières  dérivées  sont  con- 
tinues ;  9  (h)  est  une  fonction  continue  de  h  ainsi  que  sa 
dérivée  entre  les  limites  oli  h  se  trouve  compris,  ^  (h)  est 
en  outre  assujettie  à  la  condition  (p  (o)  =  o  ;  P  est  tine  cer- 
taine fonction  de  x  et  de  A  à  déterminer  pour  que  l'éga- 
lité (1)  ait  lieu. 
Remplaçons  h  par  x^-^x  dans  (1)  ;  nous  avons 
f  (a?t)  —  f{x)  —  (x'i  —  œ)  /•,  (a?)  —  .   .   . 

-  ^""irT^'  ^*(^)  -  ^^  (^^  -x)=o.  (2) 

Mettons  partout,  excepté  dans  P,  z  au  lieu  de  x  et  faisons 
varier  z^  la  fonction 

F  (a)  =  /(x,) -_/•(»)  -  (oTi-s)  r(i,)  -  .   .   . 

est  nulle  pour  z=x  ainsi  que  pour  js  =  x^,  dans  Tintervalle 
elle  est  continue;  il  en  est  de  môme  de  sa  dérivée;  donc  il 
existe  au  moins  une  valeur  intermédiaire  de  ja?,  x-}-  6  (Xi  —  x) 
qui  annule  F'  (js),  d  étant  un  nombre  compris  entre  o  et  i . 
Portons  cette  valeur  de  z  dans  la  dérivée: 

on  déduira 

p^  (i  —  e)"-'  (x,  —  x)--'     r^jx  +  H^i  —  x)] 

n—  i  l  <p,  [(i  —  ô)(xi— 05)] 

d'où  en  remplaçant  x^  par  û5  +  A 

"-  n-  1I9'  [(i-e)A]  ^  l^  +  ®^>-         W 

Cest  la  formule  que  nous  voulions  établir. 

Il  est  à  peine  besoin  de   faire  remarquer  que  si   nous 
posons  <p  (A)  =  ftp 

la  formule  (4)  devient 

n  —  I  !  p      '    ^      '       ' 
qui  est  la  formule  de  M.  Schlomilch. 

Si  Ton  pose  9  (A)  =  L(i  -}-A)  ou  sin  kh,   etc.,  on  déduira 
autant  de  formes  du  reste  qu'on  voudra. 
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f  I      -■  .       ,  —  *      ■  ■  ...  ..  — 

CONCOURS  D'AGRÉGATION  1881 

•olvtlov  par  M.  LEVAyASSBUR.  élère  aa  Lycée  Chariemagne. 


On  donne  un  ellipsoïde.  On  considère  des  droites  D  telles  que 
si  par  chacune  déciles  on  mène  des  plans  tatigents  à  rellijuoûe, 
les  normales  aux  points  de  contact,  M  et  W,  soient  dans  un  mémt 
plan.  4^  Démontrer  ipae  la  droite  D  et  la  droite  des  contaeU 
MM'  sont  rectangulaires.  2^  Trouver  le  lieu  des  droites  D  qui 
passent  par  un  point  donné  Â.  ^  Ce  Heu  est  un  cône  du  second 
degré.  Trouver  le  lieu  des  positions  du  point  A  pour  lesquelles 
ce  cône  est  de  révolution.  4®  Trouver  Fenveloppe  C  des  droites 
D  qui  sont  contenues  dans  un  plan  donné  P,  et  trouver  la  sur- 
face S  engendrée  par  G  quand  P  se  déplace  parallèlement  à  un 
plan  donné  Q.  5^  Trouver  pour  quelle  direction  de  Q  la  surface 
S  est  de  révolution. 

1®  Géométriquement,  cette  propriété  est  évidente  :  consi- 
dérons en  effet  le  plan  des  deux  normales  ;  il  est  perpendi- 
culaire a  chacun  des  plans  tangents,  donc  perpendiculaire 
à  leur  intersection,  c'est-à-dire  à  la  droite  D.  La  droite  MM' 
qui  est  dans  le  plan  des  deux  normales  est  donc  bien  per- 
pendiculaire à  la  droite  D. 

On  peut  le  démontrer  analytiquement  de  la  manière  sui- 
vante :  soient  x\  y\  z  les  coordonnées  du  point  M;  x',  y',  s 
celles  du  point  M'.  La  normale  au  point  M  à  l'ellipsoïde  a 

pour  équations  , =  — ^2-_ — ZJL  =  — l — . 1  . 

X  y  s  ' 

ou  bien  oVx  =  c*x's  +  (a*  —  c*)  z'x; 

b^a'y  z=  c^y'z  -f  (6*  —  c»)  yz\ 

Un  plan  passant  par  cette  normale  aura  pour  équation 

aH'x  —  c'^xz  —  (a*  —  c*)  z  x 
+  X  [b^z'y  —  c^y'z  -  (6>  —  c>)  y'z']  =  o.         (A) 
Les  équations  de  la  normale  au  point  M'  sont 


x= 


c^x'' 


(a«-c')x--  cy  (ft*  -  C) 


a«js'        '  a«  '  ^        b^z 


y- 
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Pour  qu'un  plan  Aa?4-By  +  Cjï-|-D=o  passe  par  la 
droite  x  =  az  -}-  p,  y  =i  bz  4-  <Ij  il  faut  que  l'on  ait  Aa 
+  B6  +  G  =  o  et  Ap  4"  ^9  +  I^  =o>  c'est-à-dire  que  pour 
que  le  plan  (A)  passe  par  la  normale  au  point  M\  on  doit 

avoir     x^z    ■  .  ,>  +  Xb*z  -r-^  —  c*  (x'  +  Xy)  =  o 

.        zx  — zx 
ou  X=     .  ,_    ,  ,  (1) 

'      et  gy    <"'  -  -'^  '' +  X6V  <^'  "/>  ^  ' 

—  JS'  2[(a»  —   C«)  £D+  X  (6«—  c^)  y']  =  o 

ou         (a«  —  c»)  (x"  --  o?')  +  X  (6*  —  c*)  (j/"  —  y)  =  o    (2) 

En  éliminant  X  entre  les  relations  (1)  et  (2),  on  trouve  la 
condition  que  doivent  remplir  les  coordonnées  des  points 
M  et  M'  pour  que  les  normales  en  ces  points  à  l'ellipsoïde 
se  rencontrent»  savoir  : 

(a»  -  c>)  (x'  -  x')  {xfz  -  yiz) 
+  (6"  -  C)  (y  -  y')  (isV  -  jï V)  =  o.  (B) 

Les  équations  de  la  droite  D  sont 

a»    ^  6*   ^    c*    ""  ^  ^    ' 
xx'    ,    w*    ,     ajs" 

a"  6*     '     c' 

ou,  sous  forme  réduite 

et  X (ar'y'  —  œ'y")  +  -^  (zx"  —  z'x')  =  aj"  —  x.  (H) 

0  c 

Les  conditions  de  perpendicularité  de   cette  droite  avec  le 
plan  (A)  exigent  d'abord  que  l'on  ait 

6*         6"   zx'  —  z'x 


X 


o*        o*    y'a'  —  y'z 


Ainsi  nous  retrouvons  pour  X  la  même  valeur  qu'en  expri- 
mant que  le  plan  (A)  passe  par  la  normale  en  M'  à  l'ellip- 
soïde. La  deuxième  condition   est  satisfaite  d'elle-même, 
car        x(y%'  —  y'z")  -}-  yizx"  —  z'x')  -f  z\xy'  —  x'y) 
est  identiquement  nul. 
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i^  Soient  Xc,  y^i  Zo  les  coordonnées  du  point  fixe  A,  Les 
équations  des  droites  D  sont  alors 

ii^  {xY  -  x'y-)  +  ^^  (y'z  -  z'y-)  =  o  ; 

Cl  (/ 

1^  (xy  -  xY)  +  1=^  {ZX--  z'x')  =  o 


' » 


oubien   y^-^y   ^^y-^y    ^z'x-zx  ^ 
X  —Xo  z  —  Zq  y  — yo 

a»  c*  6> 

On  a  d'ailleurs  d'après  les  équations  (H)  de  la  droite  D 


*    ^     -^  («''y'  -  ^y") + -^(^'«''  -  «'^■) 


6*   5foa;  —  5a;< 


o 


o'    yo5  —  yzo 

Donc,  en  tenant  compte  de  la  condition  (B),  le  lieu  de  la 
droite  D  est  le  cône  du  second  degré 
(o*  — c*)(x  —  Xo){yzo  —  ztfo)  +  (6»  —  c»)(y  —  yo)(:3a?o  —  x/ïo)  =  o. 

On  peut  écrire  l'équation  de  ce  cône  comme  il  suit  : 

(a«  —  6*)zo(x— a?o)(y  —  yo)  +  (6"  —  c*)Xo{y  —  yo)(3  —  jsj 
+  (c«  —  a*)yo(i5  —  Zo){x  —  Xç)  =  o. 

Il  en  résulte  que  le  lieu  est  le  cône  qui  passe  par  les 
six  normales  menées  du  point  A  à  l'ellipsoïde.  C'est  donc 
un  cône  trirectangle  passant  par  l'origine. 

3«  Pour  que  ce  cône  soit  de  révolution,  comme  les  coef- 
ficients des  termes  eu  x',  en  y*  et  en  z*  sont  nuls,   la  cou- 

dition  A-^=A'-^  =  iL'       «^ 


devient 


B  B'  B' 

B'B'        B^B        BB' 


B  B'  B' 

ou  B*  =  B"  =  B'«. 

On  doit  donc  avoir 

(6«  —  c*yx\  =  (c*  —  a^)Yo  =  (a"  —  b^yz\ 
ce  qui   donne,  si  Ton  considère  Xo,  y^  Ho  comme  des  coor- 
données courantes,  quatre  droites  issues  de  l'origine. 
4^  Soient  Aa?  +  By-f"^^+D=o  l'équation  d'un  plan  quel- 


09 
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conque  P,  et  Xo,  t/o,  Zo  les  coordonnées  d'un  point  de  ce  plan. 
On  a  Axo  +  Bt/o  -|-  (1ï«  +  D  =  o.  Les  droites  D  du  plan  P 
qui  passent  par  un  point  donné  Xo^  yo»  ^o  de  ce  plan,  sont  à 
l'intersection  du  plan  P  avec  le  cône  des  six  normales  issues 
du  point  considéré  à  l'ellipsoïde.  L'équation  du  cône  est 
(a»  —  c")  (ce —Xo)  {y%o  —  ayo)  +  (&*  -  c»)  (y  —  yo)  {aXo — x%o) 
=  o.  D'ailleurs 

_        Aag  +  By  +  D           _        kxp  +  Byp  +  D 
z  — j^ et  «0  — j= . 

Par  conséquent  l'équation  de  la  projection  du   système 
des  deux  droites  D  considérées  sur  le  plan  des  ocy  sera 
(a«  -  c«)  {X  -  Xo)  [yo  {Ao?  +  By  +  D)  —  y  (Ax,  +  By.  +  D)] 
-f  (6>  — c*)(y  —  yo)[x(Aa;o  +  Byo  +  D)  —  x,  (Ao:  +  By4-D)] 

=  G 

OU  {a*  —  c'')  (x  —  Xo)  [Ax  (yo  —  y)  +  Ay  {x^Xo)  +  D  (y^  —  y)] 
+  (6«  — c«)  [Bx(yo  — y)  +  By  (a:  — a?o)  +  D  (oj  — Xo)]  =  o 
ou  enûn 

(a»  —  c«)  Ay  (x  —  x^Y  +  (c«  —  6»)  Ba?  (y  —  y^)«  —  [(a^^t^) 
Aa?  +  (c>  —  6>)  By  —  (6«  —  a*}D]  (x—  Xo)  (y  — y»)  =  c 

Prenons  les  dérivées  partielles  de  ces  équations  par  rap- 
port aux  binômes  y  —  y©,  x  —  Xo  : 

2  (a"  —  c')  Ay  (a?  —  Xo) 
=[(a«  -  c«)  Aa;  +  (c«  -  6«)  By—  (6«  -  a>)D]  (y  —  yo); 

2  (c«  —  6«)  Ba?  (y  —  yo) 
=  [(a«  -  c>)  Aa:  +  (c*  —  6*)  By  —  (6«  —  a»)  D]  (a?  —  a?o). 
Multiplions  membre  à  membre  et  nous  aurons  pour  les 
équations  de  l'enveloppe 
4  (a«  —  c«)  (c*  —  6>)  AB  xy  =  [o*  —  c»)  Aa?  +  (c*  —  6«)  By 

_  6>  _  a«)  D]»  avec  Aa?  +  By  +  Gjs  +  D  =  o. 
L'enveloppe  est  donc  une  parabole.  L'équation  générale 
d'un  plan  parallèle  au  point  Q  étant  Ax  +  By  -f  C!;s  -}-  X  =  o» 
pour  avoir  l'équation  de  la  surface  engendrée  par  la  para- 
bole enveloppe  des  droites  D  lorsque  P  se  déplace  parallè- 
lement au  plan  Q,  il  suffira  d'éliminer  le  paramètre  variable 
D  entre  l'équation  de  la  parabole  et  du  plan  P.  Cette  surface 
a  donc  pour  équation 

4  (a»  —  c*)  (c«  —  6«)  AB  xy 
=[(a«  _  c«)  Ax  +  (c«  —  6«)  By  +  (6«  —  o«)  (Ax  +  By  +  C*)]* 
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OU  4  (a*  —  c«)  (c*  —  6«)  AB  xy 

—  [(fct  —  e^)kx+  (c*  —  a«)   By+  (fe«  —  a>)  C»]*. 

Cette  équation  représente  un  cône  du  second  degré  ayant 
pour  sommet  l'origine  et  tangent  aux  plans  de  coordonnées, 
tout  le  long  des  droites 

(c*  _  o«)  By  +  (6*  -^  o«)  Gz  =  o,  pour  l'un  ; 

(6>  —  c")  Aa;  +  (6*  —  a")  Cjï  =  o,  pour  l'autre  ; 

(6»  —  c')  Aa?  +  (c*  —  a')  By  =  o,  pour  le  troisième. 

5^  Enfin  les  conditions  qui  doivent  exister  entre  â,  B,  C 
pour  que  le  cône  soit  de  révolution  sont 

(6«  _  c«)«  A«  =  (c«  —  a»)  B»  =  (6*  —  o")«  C*. 

Remarques.  —  I.  Considérons  toutes  les  droites  D  qui 
passent  par  un  point  fixe  A,  et  parmi  ces  droites,  situées 
sur  le  cône  des  six  normales  issues  de  A,  considérons-en 
une  extérieure  à  l'ellipsoïde.  Soit  S  sa  trace  sur  le  plan 
polaire  du  point  A  par  rapport  à  l'ellipsoïde.  Si  je  joins  l 
aux  points  M  et  M',  les  deux  droites  SM  et  §M'  seront  tan- 
gentes à  la  section  faite  dans  l'ellipsoïde  par  le  plan  polaire 
de  A.  Donc  la  droite  MM'  ou  A  est  la  polaire  du  point  l 
par  rapport  à  l'ellipse  e.  Il  en  résulte  que  tous  les  plans 
passant  par  D  auront  leur  pôle  sur  A  et  que  tous  les  plans 
passant  par  A  auront  leur  pôle  sur  D  (*). 

Considérons  maintenant  une  droite  (D)  passant  par  le 
point  A,  et  coupant  l'ellipsoïde.  La  droite  A  est  toujours  la 
polaire  de  8.  Elle  est  alors  extérieure  à  l'ellipsoïde.  Puisque 
tout  plan  passant  par  A  a  son  pôle  sur  D,  les  plans  tangents 
à  l'ellipsoïde  menés  par  A  auront  pour  points  de  contact 
les  points  N  et  N'  oli  la  droite  D  coupe  l'ellipsoïde,  de  sorte 
que  les  rôles  sont  renversés,  que  la  droite  D  joue  le  rôle 
de  A  et  inversement;  d'oîi  les  conclusions  suivantes  : 

i^  Lorsque  les  droites  D  sont  assujetties  à  passer  par  un 
point  fixe  A,  et  à  rester,  comme  nous  l'avons  montré,  sur 
le  cône  des  six  normales  correspondant  à  ce  point,  les  droites 
A  sont  assujetties  à  rester  dans  un  plan  fixe,  le  plan  polaire 
de  A,  et  leur  «enveloppe  dans  ce  plan  est  une  parabole. 

2°  Lorsque  les  droites  D  sont  assujetties  à  rester  dans  un 

(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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plan  fixe  P  tangentiellement  à  la  parabole  que  nous  avons 
déterminée,  les  droites  A  sont  toutes  sur  le  cône  des  six 
normales  qui  a  pour  sommet  le  pôle  du  plan  P  par  rapport 
à  Tellipsoïde. 

II.  Si  l'ellipsoïde  donné  était  de  révolution,  si  l'on  avait 
a  =  &,  ou  &  =  c,  ou  c  =  a,  le  lieu  des  droites  D  passant  par 
un  point  donné  serait  un  système  do  deux  plans. 

Si  l'on  supposait  à  la  fois  a  =  b  =  c,  la  condition  (B)  est 
remplie  quelle  que  soit  la  droite  D  prise  dans  l'espace. 
Dans  une  sphère,  en  effet,  toutes  les  normales  à  la  surface 
se  rencontrent  au  même  point,  le  centre. 

Dans  un  ellipsoïde  de  révolution,  toutes  les  normales 
rencontrent  Taxe.  Deux  normales  no  peuvent  se  rencontrer 
qu'en  un  point  de  l'axe;  les  droites  A  et  les  droites  D  sont 
donc  assujetties  à  être  dans  des  plans  perpendiculaires  à 
l'axe,  ce  qui  démontre  que  les  droites  D  passant  par  un 
point  fixe  sont  toutes  dans  le  plan  perpendiculaire  à  l'axe 
et  passant  par  ce  point. 

Nota.  —  Nous  avons  reçu  également  une  solution  de  ce  même  problème 
par  M.  Câdotf  élève  au  Lycée  Saint-Looij. 


QUESTION  2 

ttolation  par  M.  Kœhler. 


Deux  paraboles  variables  sont  assujelties  :  4^  à  avoir  leurs 
axes  parallèles  et  à  une  distance  djnnée  Vun  de  Vautre;  ^  à 
se  couper  orthogonalement  en  deux  points. 

Trouver  taire  minima  comprise  entre  les  deux  courbes. 

Soit  y*  =  2px  l'une  des  paraboles  ;  b  étant  la  distance  des 
deux  axes,  l'autre  aura  pour  équation  {y  —  6)*  =  2q{x  —  a). 
Les  ordonnées  des  points  communs  sont  données  par 

yi(p  —  q)  —  2bpy  +  p(ô«  +  2qx)  =  o.  (1) 

Les  coefficients  angulaires  des  tangentes  en  un  des  points 

d'intersection  sont  -^  et  — ^— r  ;  pour  que   les  paraboles 
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soient  orthogonales,  on  doit  avoir  la  relation 

La  comparaison  des  équations  (1)  et  (2)  qai  doivent  avoir 
les  mêmes  racines  donne 

7  =  —  p,  ot  = ■ — ^ . 

L'équation  de  la  seconde  parabole  devient  alors 

y»  —  2by  +  2px  —  2p*  =  G  ; 
p  doil  être  considéré  comme  un  paramètre  variable,  et  nous 
alIoDs  le  déterminer  de  telle  sorle  que  Taire  comprise  enlre 
les  deux  courbes  soit  minima. 
L'équation  de  la  corde  commune  est 

by  —  2px  -|-  p"  =  o. 
Sa  longueur  se  calcule  facilement  et  a  pour  expression 

2p 

Les  pôles  de  la  corde  sont 

p  b 

ot|  = ^,  Pi  =  — ,  par  rapport  à  la  première  parabole* 

ot,  =  —  '     ^  ,  p,  =  — ,  par  rapport  à  la  deuxième. 

Chacun  de  ces  pôles  est  distant  de  la  corde  commune 
d'une  longueur  h  =  — -  /^MFlfp*'  ^^  ®^  conclut  que 
Taire  du  quadrilatère  formé  par  les  quatre  tangentes   est 

4(p*  -\-  0*)   ^  qi  l'aire  comprise  entre  les  deux  paraboles  est 
4P 

S=  -^  (4P«  +  b^f. 

b 

Cette  expression  est  minimum  quand  on  prend  p  =  — r=r 

2  V  2 

et  la  valeur  de  S  est  alors . 
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QUESTION  15  bis. 

•olvtioA  par  M*  ToqoA,  élève  du  Lycée  Chariemigiie, 


Équation  du  cône  ayant  pour  sommet  le  centre  d^une  surface 
de  deuxième  ordre  et  admettant  pour  génératrices  les  trois  axes 
de  coordonnées  rectangulaires  et  les  trois  axes  de  la  surface. 

Gomme  le  cône  contient  les  trois  axes  de  coordonnées, 
son  équation  est  de  la  forme 

byst  -f-  b'zx  -f-  b'xy  =  o.  [i] 

S  •  t~= -^  —  —  —  =  JL=:  —   ^  —  y 

«1  Pi     ""    ïi  *     «1    ~    Pi    ""     Ti  '     *•    ~   Pi 

=  —  les  trois  axes  de  la  surface  ;  pour  exprimer  qu'ils  sont 

sar  le  cône,  il  suffit  d'exprimer  qu'il  y  en  a  deux  sur  le  cône, 

ce  qui  donne        bp^y^  +  ''Y»*  i  +  ^'«iPi  =  ^  [2] 

fePiY.  +  *  TA  +  b'oL^.  =  o  [S] 

Soit  Axe*  +  A.y  4-  A'a*  +  2By»  +  2B'sa?  -f  aBU-y  =  i 

l'équation  de  la  surface. 

Posant  X  =  A  -  ^,  X'=A'  -^,X»  =  A'-  ™' 


B    ' B'  '"  B'  ' 

on  sait  qu'on  a 

«1  Pi  Yi 


B  (X  —  S,)  B'  (X'  —  S,)  B'  (X'  —  S,) 

en  désignant  par  S(  la  racine  de  l'équation  en  S  correspon- 
dant à  o^PiYi. 

Remplaçant  dans  (2)  04,  Pi,Yi  par  ces  quantités  proportion- 
nelles, on  «  B'B'(X'  -  S,)(X'  -  SO  +    B'B(X'- S)(X  -  S.) 

,  ft; 

"•"   BF(X  —  S,)(X' —  St)  ~°' 
ou      B6(X  —  S,)  +  B'6'(X' —  S4)  +  B'6'(X'' —  Si)  =  o.  [4] 
On  a  de  même 

B6(X  —  S,)  +  B'6'(X'  -  SO  +  B'6'(X'  —  S,)  =  o.    [«] 


92  JOmUIAL  Dl  HATHÉHATIQUKS  SPÉCUUS 

Par  soustraction,  on  déduit  iSt  — S,)(B6  +  B'6'  +  B'6')  =  o. 
D'ailleurs  Sj  *  S^,  sans  quoi  la  surface  proposée  serait  de 
rérolution,  ce  qu'on  no  suppose  pas. 

On  a  donc         B6  +  B'6'  +  B'b'  =  o,  [6| 

(4)  devient  BX6  +  BX'b'  +  B'rô'  =  o.  [1] 

On  en  déduit 

b  _  b'  '         _  b' 

BB'(X'  — )/)  ""    B'B(X'  — À)    ~    BB(X  — V)   * 
Finalement  l'équation  demandée  est  donc 

BB'(V  — X*)     ,     B'B(\'—X)     .     BB'(X  — À) 


QUESTION  16  bis. 

NolailoA  par  M.  ToQué,  <'*Iè\c  da  Lycée  Charlemagne. 


Ayant  posé. 

a.x  +  b,y  +  Cjis  =  P,  j  bjX  +  b,y  +  b,z  =  Q,  8=    a,  b,  c, 
ûsX -1- b,y  +  c,z  =  P,  (  CjX  +  c,y+  c,z  =Q,  a,b,  r,  ! 

supposant  que  S  <  o,  démontrer  que  les  deux  elStpsoidex 

P/  +  P/  +  Ps*  =  l  ) 

Il  s'agit  de  démontrer  que  les  axes  de  ces  deux  ellipsoïdes 

sont  deux  à  deux  égaux.  Or,  on  sait  que  a^h^c  ét^nt  les  axes 

du  premier,  S|,  S,,  S,  les  racines  de   Téquation  en  Sj,  on  a 

d*  6*         c* 

= = =  I.  De  même.  <i\  V,  c'  étant  les  axes  à.\: 

III 

Si  S,  S, 

deuxième,  S'i,S',,S'3  les  racines  de  l'cquafion  enS  corrrespon- 

,     ,  o'«         6'«         c'* 

dante,  on  a =  —  =  —  =  i . 

I  I  I 


s-.       S'.       S', 

Si  nous  pouvons  démontrer  que  les  deux  équations  en  S 
ont  les  mômes  racines,  il  en  résultera  bien  que  les  axes  sont 
égaux.  D'ailleurs,  le  coefficient  de  S'  étant  i  pour  les  deui. 
il  s'agit  de  montrer  que  les  coefficients  sont  deux  à  deux  égaux. 
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Les  équations  des  deux  ellipsoïdes  sont 

x\a\  +  al+al)  +  t/»(6î  +  6|  +  èf)  +^«(cî  +  c?  +  ^) 

+  2xy{a^b^  +  a,6,  +  036,)  =  i .  [1] 

a,.(aî  +  6?  +  cf)  +  !/'(«!  +  61  +  i)  +  »^«l  +  &i  +  ^ 
+  2yz{a^a,  +  6,6,  +  c^c,)  +  2%x{aj^a^  +  6,61  +  c^c^) 
+  2xy(aia,  +  616,  +  c,c,)'=  i .  [â] 

Pour  abréger,  écrivons  ces  équations  sous  la  forme 
Aj5«  +  A't/«  +  ATz^  +  2B1/5  +  2B'3X  +  2B'a:y  =1.  [1] 
ax»  +  a'y*  +  a'z^  +  ^ftyjï  +  26';5a?  +  ^b'ocy  =  i .        [2] 
Les  équations  en  S  correspondantes  sont 
S»  — (A+A'+A')S*  +  (A'A"+A'A  +  AA.'— B«  — B'«~B'*) 

—  A  =  G. 

S«—  (a  +  a  +  a")  S«  +  {à a"  +  a'a  -|-  aa  —  b*  —  6'«  —  6'«) 

—  A'  =  G, 

On  a  d'abord  A  +  A'  +  A'  =  a  +  a  +  o^ 
A'A''  +  A'A  +  AA'  -  B«  —  B'«  —  B'«  =  (6?  +  6^  ^  ^^) 

(c?  +  (^  +  c^,)  +  (cî  +  ci+cJ)(a;-+al+(;i) 
+  (ûj  +  a|  +  ai)  (ôî  +  6i  +  61)  -  (6,c,  +  6,c.  +  6,c,)» 
—  (CiCi  +  c,a,  +  c,a,)*  —  (aj)^  +  a,6,  +  0,63)» 
Appliquaut  l'identité  de  Lagrangc,  on  a 

A'A'  +  A^A  +  AA'  — B«  —  B'«  —  B'» 
=(6iC4— Ci6,)«4-(6iC,— Ci6,)'+6,c,— c,6,)«  \ 
+  (Cj(ïj— aiC,)«+(c,a3— ajCjl'+Cjaj— ajcj»  |  =S(aiô,— 6,a,)« 

+  (ai6,— a,60'+(«i&8-<ï.«>.)'+(<'afri— ûi^»)'  ) 

En  calculant  aa  +  o"a  +  ^^  "~  6*  ■""  ^ '  —  6'*  ==  o>  ^^^ 
trouve  la  môme  valeur  2  (a^è,  —  Mi)*- 
Enfin  calculons  le  terme  tout  connu, 

«î  +  «2  +  «3»    flifci+M.+^^a&s,      ^'lûi +c,a,+C3a, 
A  =:     a^bc\'a^hr\-a^bzy     &?+  ^1  +  K        *A+frîC,+6,c, 
Ciai+c,a,+C8a„    61C1+62CJ+63C3,       cf  +  c|  +  (| 

a?  +  frî  +  <^P       «!<*«  +  6i*«  +  CiC»,      08^1+  ^a^i  +C3Ci 

A'=    Oia,+  6A+Vt,      01+^2+^1,       asOî+Mi+CjC, 
a,ai4-Mi+c,Ci,    a,a,+6,6,+CîC3,       03  +  63+^    I 
A  et  A'  ne  sont  autre  chose  que  le  carré  du  déterminant  8  : 
donc  ils  sont  égaux.  Par  suite,  les  équations  eu  S  sont  iden- 
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tiques  ;  pour  les  deux  surfaces  on  a 

S»  —  (£ai«)  S«  +  S  (ai6,  —  6^)»  S  —  8»  =  o. 

Nota.  —  Les  mêmes  questions  ont  été  résolaes  par  IfM.  Griflbn,  à  Xai- 
peUier  ;  Théral,  à  VersaUlei. 


QUESTION  355 

ttolatioA  par  M  Quiqubt,  élève  an  Lycée  de  UlJe. 


Trouver  la  relatwn  qui  doit  exister  entre  les  coeffidenU  è 
téquation 

X*  +  Px»  +  Qx*  +  Rx»  +  Sx*  +  Tx  +  U  =  o        (li 

pour  que  la  somme  de  trois  des  radruis  soit  égale  à  la  somm^ 
des  trois  autres. 

Formons  les  deux  équations  du  troisième  degré  qui  ad- 
mettent, pour  racines,  la  première  trois  racines  de  (i),  h 
seconde  les  trois  autres,  et  écrivons-les  sous  la  forme  : 

05*  +  te*  +  mx  -}-  n  =  o 
oc'  -j-  Xx*  4"  fJ^  4"  ^^  =  o- 
On  a  donc  identiquement  : 

œ»  +  Px»  -f  Qa?*  +  Ra?«  -I-  Sx*  +  Ta?  -}-  U 
=  (ac»  +  te*  -f-  ma?  4-  n){a^  +  Ax*  -f-  jjlx  +  v) 
d'oh  les  relations 

?=/  +X 
Q  =  A  +  m  +  (x 
R  =  /;x  -f-  mX  •  |-  n  4-  V 
S  =  iv  -f-  nX  -f-  fftfA 
T  =  mv  +  ti}* 
U  =  nv. 
Pour  que  la  somme  de  trois  des  racines  de  (1)  soit  égale 
à  la  somme  des  trois  autres,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  puisse 
déterminer  l  et  X,  de  telle  manière  que  Ton  ait  /  =  X. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  cherchée  s'obtiendra 
donc  en   éliminant  I,in,  n,  X,(a,  v,  entre  cette  dernière  rela- 
tion et  les  six  précédentes. 
Posons  :  /  =  X  =  L 
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d'oii  P  =  2L 

Q  =  L»  +  m  +  {À 

R  =:  L(m  +  {*) -j-  w  +  V 

S  =  L(n  +  ^)  +  ^f* 

T  =  wiv  -f  wix 

U  =  nv 
el,  en  iatroduisant  des  fonctions  connues  des  paramètres 
de  (1),  M,  N,  V,  on  tire  de  là  : 

2 

m  +  îx=Q—  L«  =:M 
n  +  v  =  R  —  LM  =  N 
mfx  =  S  —  LN  =  V. 
Remarqnant  d'ailleurs  l'identité  : 
(ffiv  -f  W[A)[(m  +  [a)(w  +  v)  —  (mv  +  nfx)]  =  nv(w7  -f  fx)" 

+  in{ii.(n  +  v)*  —  4mn(jLv 
rélimination  se  fait  immédiatement  et  dpnne  pour  le  résultat 
demandé      T(MN  —  T)  =  UM«  +  VN« — 4U  V. 

On  peut  remarquer  que  les  quantités  2,  m,  n,  X,  (a,  v,  s'ob- 
tiennent par  des  équations  du  premier  et  du  second  degré, 
en  fonction  des  coefficients  de  (1).  Cette  remarque  peut 
servira  abaisser  le  degré  d'une  équation  telle  que '(1),  lors- 
que la  condition  ci-dessus  est  satisfaite. 

NOTE  SUR  LA.  QUESTION  42 


Le  problëme  résolu  à  la  page  69  du  numéro  de  mars  1883, 
question  42,  doit;  sans  peine,  être  généralisé  de  la  manière 
suivante  : 

D'un  point  fixe  0  comme  centre,  décrivez  une  circonférence 
de  rayon  arbitraire,  et  menez-lui  des  tangentes  par  un  point 
fixe  A  et  par  un  point  fixe  B;  ces  deux  couples  de  tangentes 
se  coupent  en  quatre  points  M;  le  lieu  de  ces  points  M, 
quand  varie  le  rayon  de  la  circonférence,  est  une  courbe 
bien  connue  qui  se  nomme  la  Focale  à  nœud  de  Quélelet; 
M.  Chastes  en  parle  dans  un  de  ses  mémoires  bien  connus; 
c'est  aussi  le  lieu  des  points  de  contact  des  tangentes  menées 
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d'un  point  fixe  à  une  série  de  coniques  homofocales,  elc'esi 
aussi  la  podaire  d'un  point  fixe  relativement  à  une  parabole 
Cetle  remarque  nous  semble  utile  pour  nos  lecteurs  qBi 
peuvent  s'exercer  sur  le  problème  ainsi  posé,  et  y  trouver 
l'occasion  de  développer  leur  sagacité  algébrique  ou  géo- 
métrique. E.  V. 


QUESTIONS  PROPOSEES 


66.  —  Trouver  le  lieu  des  centres  des  cercles  passant  ja: 
le  point  de  rebroussement  d'une  cardioïde,  et  tangente  à  b 
courbe  en  un  autre  point.  Par  le  second. point  d'intersection 
de  deux  des  cercles  précédents,  on  mène  une  droite  quelcon- 
que qui  rencontre  les  deux  cercles  ea  A  et  A'.  Dcmonlrei 
que  les  tangentes  aux  cercles  en  A  et  A'  se  coupent  sur  la 
cardioïde.  (J.  Kœhler.  ^ 

67.  —  Trouver  le  lieu  des  points  de  rebroussement  de? 
courbes  du  troisième  ordre  qui  ont  pour  asymplotes  tro^ 
droites  données,  et  Tenveloppe  des  tangentes  de  rebrousse- 
ment.    '  (J.  Kœhler ^1 

68.  —  On  donne  la  courbe  dont  Téquation  est 

!/*  —  .T*  +  2ox*y  =  G. 
i*»  On  propose  d'abord  de  construire  cette  courbe  C;!?^  • 
M  un  point  quelconque  de  G;  enjoint  OM,  et  on  trace  uc^ 
droite  A  symétrique  de  OM  par  rapport  à  la  bissectrice  de 
l'angle  des  axes;  cetle  droite  A  rencontre  la  perpendiculaire 
élevée  au  point  M  à  la  droite  OM  en  un  point  I.  Démonlif' 
que  le  lieu  géométrique  de  ce  point  I  est  une  hjT)erb^^;' 
équilatère;  3«  sur  01,  on  prend  01'  =  ML  Démontrer  que»- 
lieu  du  point  I'  est  un  cercle.  (G-  ^ 
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ETUDE 

SUR  DE  NOUVEAUX   POINTS  REBIARQUABLES 

DU  PLAN  d'un  TRIANGLE 

Par  M.  imile  Ijernolne,  ancien  élève  de  rÉeole  Poijrtedmlqne. 


NOTATIONS 

A,  B,  G  les  sommets  du  triangle,  a,  6,  c,  p  ses  trois  côtés 
et  son  demi-périmètre  ; 

r>  Ta,  n,  Te  los  rajons  des  cercles  inscrits  et  ex-inscrits; 
A\  B'yCy  les  points  de  contact  deBG,  ÂG,  AB  avec  le  cercle 

inscrit; 
A^9  B^,  G^  id.  avec  le  cercle  ex-inscrit  tangent  à  UG; 
a;,  B',^  id.  id.  id.  AG; 

A',B;,  C'  id.  id.  id.  AB; 

hai  hbf  ht  les  trois  hauteur»; 

R,  S  le  rayon  du  cercle  circonscrit  au  triangle  et  sa  surface. 

Uaxe  des  x  sera  GB  et  celui  des  y,  GA; 

\^  iQ  seront  les  coordonnées  d'un  point  9  du  plan  ; 

La  parallèle  à  GB  menée  par  8  coupera  GA  en  AeetBAcnA^ 

—  BG  —  BG       Bc      BA       Ba 

—  BA  —  GA       G.       BG       G* 
0;  0,  0^,  0^9  0^  seront  respectivement  les  centres  des  cercles 

circonscrit,  inscrit  et  ex-inscrits  au  triangle; 
G  le  centre  de  gravité. 

Problème  I.  —  On  sait  que  les  six  points  Ae,  G.,  B.,  Ab, 

Cb ,  Bo ,  intersections  avec  les  côtés  du  triangle  des  parallèles  à 
ces  côtés  menées  par  6,  forment  un  hexagone  circonscriptibU  à 
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une  conique  ;  je  vais  déterminer  les  points  pour  lestfiài  ceik 
conique  est  un  cercle. 

Dans  ce  cas  ce  cercle  sera  éyidemment  l'un  des  cercles 

inscrits  ou  ex-inscrits  au  Irias- 
gle;  il  ne  reste  qu'à  tronTerles 
points  8  correspondants. 

Cherchons  le  point  ei,td(p? 
la  conique  inscrite  à  l'hexagone 
soit  le  cercle  inscrit  au  triangle 
Le  point  Si  appartient  aa 
lieu  des  points  obtenns  @ 
menant  une  tangente  qnelcon 
qaeBe  A^  au  cercle  inscrit. 
puis  parBe  une'parallèle  à  AC  et  par  Ae  une  parallèle  à  BC^^ 
en  prenant  l'intersection  de  ces  parallèles  on  a 
BcAe=BeA'+AeB'=  GA' — œ  +  GB '— y=2(p-c)-Jr-'^ 

mais  on  a      1757*  =  C5?  +  Cïf?  —  2CBcCAc  cos  C. 
L'équation  du  lieu  est  donc 

[2(p  —  c)  —  X  —  y]"  =  X*  +  ^*  —  2xy  cos  C. 
On  peut  la  mettre  sous  la  forme 

(-t)('-t) -""?""-■'" 

L'examen  de  cette  équation  montre  : 

1®  Que  le  lieu  est  une  hyperbole; 

ab 

05  =  — 

P 

2*  Que  le  centre  de  la  courbe  est  le  point  {  .^^^^ 

trique  de  G  par  rapport  au  centre  du  cercle  inscrit; 

ab  ^^ 

3*  Que  les  asymptotes  sont  les  droites  x  = »  S  =  'T 

parallèles  respectivement  à  GA  et  à  BG  et  tangeilites  au  cercle 
inscrit; 

4<'  Que  la  bissectrice  de  l'angle  ACB  est  Taxe  transverse 
de  la  courbe; 

ffo  Que  le  lieu  passe  en  A'  et  en  B'. 
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Le  point  61  appartiendra  évidemment  anssi  au  lieu  ana* 

logue  construit  dans  Tangle  GBA. 

Ce  lieu  sera  une  hyperbole  qui  aura  avec  la  précédente  la 

ab 
droite  y  =  — -  pour  asymptote  commune  et  le  point  A'  pour 

point  commun  ;  l'autre  point  commun  à  ces  deux  courbes 
et  situé  à  distance  fi  oie  sera  le  point  6|  cherché. 

On  trouve  par  une  transformation  facile  de  coordonnées 
que  cette  seconde  hyperbole  a  pour  équation 

On  peut  la  mettre  sous  la  forme 

(«-T)(^-T)  +  («-f)(f-'+f+^) 

De  (1)  et  (3)  on  tire  pour  coordonnées  du  point  Bi 

_  0(26  —  p)  ab  a(36— a  —  c) 

""         p  p  2p  ' 

b(2a  —  p)  ab        ^  _  b(3a  ^  b  —  c) 

p  p  2p 

Comme représente  la  valeur  des  coordonnées  du  centre 

2p 

du  cercle  ioscrit,  on  conclut  de  ces  valeurs  une  construction 

très  simple  du  point  61 . 

On  voit  aussi  que  si  un  côté  égale  le  quart  du  périmètre, 

par  exemple  a  :=  —,  le  point  B^  se  trouvera  en  A'. 

On  a  le  théorème  suivant  : 

Théorème  I.  —  Si  dans  un  triangle  un  côté  égale  le  quart 
du  périmètre  et  que  par  le  point  de  contact  du  cercle  inscrit 
avec  ce  côté  on  mène  des  parallèles  aux  deux  autres  côtés^  on 
formera  un  parallélogramme  dont  une  des  diagonales  sera  tan- 
génie  au  cercle  inscrit. 

Des  valeurs  des  coordonnées  de  9^  on  tire  par  soustraction 

y  —  0?  =  a  —  6, 


^1 
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ce  qui  prouve  que  le  point  8|  est  sur  cette  droite  de  facile 
construction  ;  comme  il  est  aussi  sur  les  droites  analogues 
par  rapport  aux  angles  B  et  C,  on  peut  le  construire  simple- 
ment, ce  qui  fournit  le  théorème  suivant  : 

Théorème  II.  —  Soient  a,  b,   c  les  côtés  d'un  triangk 
rangés  par  ordre  de  grandeur  croissante. 
Sur  kCet  suivant  la  direction  AG  je  prends  AI    =  c  —  b  ; 

—  GB       —  —        .GB        —        CIy=b— a; 

—  AB        —  —         AB       —        Bip  =  a  —  c. 

Les  trois  droites  menées  par  les  points  I^,  I^,  I^,    respectivt- 

ment  parallèles  aux  bissectrices  des  angles  GAB,  ÂGB,  ABC,  ^c 

coupent  au  même  point. 

2a(p  —  a) 
On  calcule  facilement      A<.A*  =  — ^ ^, 

P 

_   a(2a  —  p) 
BcC,- , 

p         c(p  —  c)  —  (g  —  by 
A3,  = . 

On  voit  aussi  que  pour  le  point  61  les  trois  segments  C6<, 
BcCb,  GbB  sont  respectivement  proportionnels  à 

26 — p,     2a  —  p,     2C — p. 

(A  suivre.) 


EQUATION 

DU   SYSTÈME  DES  TANGENTES  MENEES  A  UNE  CONIQUE 

PAR   UN  POINT  DONNÉ 
Par  M.  Povjade,  professeur  de  Mathématiques  spéciales  aa  Ljcée  de  Ltdo. 


f(x9  y,  js)  =  o  étant  l'équation  de  la  conique,  (a,  p,  y)  le 
point  donné,  soit  {x\  y\  %')  le  point  de  contact  d'une  tangente 
et  (a?,  y  y  %)  un  point  de  cette  droite  ;  désignons  par  X,  Y,  Z 
les  demi-dérivées  partielles  de  f  (x,  y,  j»),  puis  par  X',T',Z'  et 
Xi,  T|,  Zi,  ce  qu'elles  deviennent  respectivement  quand  on 
7  introduit  les  coordonnées  {x\  y\  9)  et  (a,  p,  y). 
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(    1x'  +   Ty'  4-  Zï'  =  O, 

On  a  j  X,(r'  +  Y^y'  +  Z,»'  =  o,  (1) 

(  X'cc'  +  YY  +  ZV  =  o  ; 
donc,  x  y  %   n'étant  pas  tous  nuls,  on  a  la  condition 

X  y  z 

X|  Y|  Z|    =  o. 
X'  Y'  Z' 
Il  eu  résulte  que  les  équations 

(  XX  +  (jiX,  +  vX'  =  o, 
AY  +  ^Y,  +  vY'  =  o,  (4) 

(  XZ  -j-  [JlZ|  -f"  ^^'  ^^  ^> 

sont  satisfaites  pour  des  valeurs  non  toutes  nulles  de  \  (a,  v. 
D'ailleurs  elles  n'admettent  pas  X  =  o,  ia  =  o,  v  =  o,  si  le 
discriminant  de  /*(a;,  y,  js)  est  différent  de  zéro,  puisque  ces 
hypothèses  les  réduisent  à  X'  =  o,  Y'  =  o,  Z'  =  o,  équations 
linéaires  qui  n'auraient  pour  solution  que  les  valeurs  nulles 
de  ce',  y,  »,  leur  déterminant  n'étant  pas  nul. 

Ainsi  X  et  {X  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois.  Multiplions  par 
X,  t/,  %  respectivement  les  éqpiations  (2)  et  ajoutons  membre 
à  membre;  puis  recommençons  la  même  addition,  après  avoir 
multiplié  par  a,  p,Y,il  vient,  en  vertu  d'identités  connues  : 

^  \^  T^\  +  î'  T /^p  +  ^  T ^]  +  '"^^*' P' ^^^""^ 

X  et  (A  n'étant  pas]  nuls  à  la  fois,  il  faut  qu'on  ait 

iix,  y,  z)na.p,y)-[x  2-/-^+  y  i-f^  +  ,±  /'J*  = 

Réciproquement  quand  un  point  (ce,  y,  z)  satisfait  à  cette 
équation,  le  point  (a,  p,  y)  est  sur  Tune  des  tangentes  menées 
de  (x,  2/,  z)  à  la  conicpie.  Elle  représente  donc  le  système 
des  deux  tangentes  menées  de  (a,  p,  y). 

Remarque.  ^  Il  est  aisé  d'appliquer  la  méthode  à  la  re- 
cherche de  l'équation  du  cône  circonscrit  à  une  quadriquo 
et  ayant  un  sommet  donné.  C'est  un  exercice  que  nous  pro- 
posons aux  jeunes  lecteurs  du  Journal. 


o. 
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QUESTION  5 

0ol«tloft    par    M.  ÀLBXAfiDRB,  élère  de  mathématiques  qiéenlas  ao  t}m 

d'Angers. 


Appliquer  le  théorème  de  Rolle  à  VéqwUùm 

nx"  —  x"-*—  x*-^  ...  —  X  —  I  =  o 
et  mofUrer  que  cette  équation^  en  dehors  de  la  racine  émdenie 
x=s  I,  n'aaucune  racine  réelle  si  n  est  impair  et  une  seule  ra- 
cine négative  si  n  est  pair.  (G.  L.) 

Bn  faisant  passer  dans  le  second  membre  tous  les  termes 
à  partir  du  second,  on  a 

nx*  =  cc^-^  4"  ®"~'  +  . . .  +  0?  +  I  (i) 

05" —  I 

ou  fwc*  = .  (2) 

Bn  multipliant  par  œ  —  i ,  ce  qui  introduit  la  racine  x  =  i 
qui  sera  alors  double,  on  a 

iMD"+'  —  (n  +  i)  ce''  +  I  =  o.  (3) 

La  dérivée 

n{n  +  Ox**  —  n{n  +  i)a;""'  =  o. 
a  pour  racines  x=  i  et  ce  =  o,  cette  dernière  d'ordre  de 
multiplicité  (n  —  i).  L'équation  proposée  qui  n'a  pas  d'autre 
racine  positive  que  a?  :=  i ,  aura  au  plus  une  racine  négative, 
car  si  elle  en  avait  deux,  la  dérivée  aurait  aussi  une  racine 
négative.  A  la  substitution  de —  <x>  et  de  o  dans  (3)  ne  donnent 
des  signes  contraires  que  dans  le  cas  où  n  est  pair.  Donc 
dans  ce  cas  seulement  (1)  a  une  racine  négative  en  plus  de 
de  la  racine  o;  :=  i . 

Nota,  —  Ontrésola  la  môme  question  :  MM.  Lachesiiai8,aa  lycée  Saint-Louis, 
P.  Godefroy,  à  Lyon  ;  Mettetal,  à  Besançon. 
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QUESTION  7 

flk»lii(loB  par  M.  Griffon,  commis  des  boreaax  de  l'intendaDce  militaire 

da  16*  corps,  Montpellier. 


Trouver  sans  appliqt^er  la  règle  de  V Hôpital^  la  vraie  valeur 
de  l'expression 

2 

<*)  y= r^ri 

pour  X  =  i .  (G.  L.) 

Pour 05  =  i,î/  prend  la  forme  — .Or  le  numérateur  peut 
s'écrire 

[n  +  (n-i)+...  +i]aî-*(^  i) 

+  r(n— i)  +  (n  —  2)+ ...  +  ilfic"-«(x— i) 


+  (3+  2+  i)a;«(ac—  i)  +  (2+  i)ac(a5—  i)+  i(ac— i). 

On  y  découvre  le  facteur  x  —  i  ;  donc  la  valeur  (1)  peut 
s'écrire 

y  ^  n(n+i)^,,t  j    (n—i)x^^,  ^    (n-2)(n-i) 


2.3  12 

05"-^  +  •••H • —  a?+-— - 


et  si  on  y  fait  ce  =  i 

_n(n  +  i)        (n— i)n                      i>2  _  n(n+i)(n+2) 
y  — ' "1  ~  r  •  •  •  "1 r     —  /• 

2  2  2  0 

Nota.  —  Ont  résolu  la  m6me  question  :  MM.  P.  Godefroy,  à  Lyon;  Mosnat, 
à  Thiers;  Alexandre,  à  Angers;  Harang,  école  Saint-Sigisbert, à  Nancy. 
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QUESTION  34 

SolatloB  par  M.  G.  Forist,  élève  en  Mathématiques  spéciales 

ta  ^ycée  Charlemag)ie. 


On  considère  deux  points  fixes  0  et  0'  et  une  droite  Â  po"- 
pendiculaire  à  00'  au  point  A;  soit  TA  un  point  quelconque  de  ^; 
on  mèneTilLO  et  MO';  puis  à  la  droite  MO' on  élève  au  point 0' 
une  perpendiculaire  qui  rencontre  OM  au  point  M'  ;  on  po^^ 
alors  M'O'  =  x,  MO'  =  y,  et  l'on  considère  un  point  I  qui  fi 
pour  coordonnées  x  et  y,  par  rapport  à  un  angle  droit  donne 
yOx.  Trouver  le  lieu  décrit  par  ce  point  I  quand  M  se  meut 
sur  A,  et  discuter  les  différentes  formes  du  lieu  quand  on  donm 
à  A  toutes  les  positions  possibles  sur  00'.  Démontrer  que  k 
courbe  est  unicursale.  (G.  L.) 

1. —  Posons-nous  un  problème  plus  général.  Supposons 

que  le  point  M  décrive  une  cer- 
taine courbe  f  (î/,(»>)  =  o,  donnée 
en  coordonnées  polaires  et  rap- 
portée à  Torigine  0'.  Soient  a  h 
distance  00',  x  et  y  les  deux  dis- 
tances O'M'  et  O'M. 

Menons  par  le  point  M'  une 
parallèle  à  OM,  et  par  M  une 
perpendiculaire  à  O'M. 

Les  deux  triangles  semblables 
OM'E'  et  OMO'  donnent 

X 


Fig.  4. 


OM 


a  — 


sin  (o 


a 


L68  deux  triangles  semblables  OME  et  OM'O'  donnent 

OM'  a 


OM 


a  + 


y 


COS  ù> 


Égalant  les  seconds  membres  des  deux  égalités 
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U 


a  — 


X 


sin  (i> 


a 


a 


a  + 


y 


ou 


a«  — 


CUJC 


xy 


sin  0)        sin  a>  cos  (o 

que  Ton  peut  écrire 

sin  (i>         cos  (i> 


+ 


0? 


cos  (i> 
cos  (1) 

I 


=  a 


3 


ni 


o- 


«/ 


Fig.  f . 


cette  formule  donne  une  relation  entre  x,  y,(o.  Par  consé- 
quent, si  on  suppose  que  le  poinl  M  décrive  un  certain 
lieu  géométrique  /*.(}/,<«)) 

=  o  [2],  on  n'aura  pour  ^^ 

obtenir  une  relation  en- 
tre a?  et  1/  qu'à  éliminer 
l'angle  q>  entre  les  deux 
équations  [1]  et  [2],  et 
la  relation  f  (x^y)  =  o 
représentera  l'équation 
du  lieu  décrit  par  le 
point  dont  les  coordon- 
nées sont  œ  et  y. 

2. —  Dans  le  cas  du 


Fig.  s. 


problème  que  nous  avons  à  résoudre,  le  lieu  du  point  M  est 
une  droite  perpendiculaire  au  point  A  à  la  droite  00'. 
Soit  k  la  distance  O'A,  l'équation  /*  (y,  n»)  =  o  est   ici 
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Il  faut  donc  éliminer  l'angle  w  entre  les  deox  éq<uli.:i 

[1]  et  [î  ].  Oft  a  d'abord    co3  o>  = — .  [3; 

Transportant   celte    valeur  dans  l'équation   [1].  ceUt-r. 
dovient  résoluble  par  rapport  à  sin  ca  : 


La  relation  demandée  est  donc 


hi  =  x{ 1 — rj- 

\  a       y'/ 

ée  est  donc 

^  +  ,,(j-+4.y=,. 

équatii 


y' 

3.  —  Discussion.  —  Get(e  équation  est    résoluble  ^i 

rapport  à  x",  et  l'on  a  -,  —  — r-i— i — -tt^ 

Cest  une  courbe  du  6^  degré,  symétrique  par  rappon  ; 
l'origiae  et  par  rapport  aux  deux  axes.  L'origine  est  n: 
point  double  isolé.  La  courbe  est  tout  entière  extériro'^ 
aux  parallèles  y  ^  -j-  A,     y  =  —  k. 

On  peut  supposer  que  le  point  A  se  meut  de  la  droite  û 
vers  la  gauche,  et  nous  allons  montrer  qu'il  existe  ci:; 
formes  différentes  pour  la  courbe. 

!•  Supposons  'j 
point  A  à  droite  it 
0';  k  est  com;^ 
positivement. 

L'équation  i^ 
▼Me  qu'iln'.raqïf 
deux  asymptotes 
parallèles  h  l'ut 
des  y,  données  pa: 
le  coefficient  de  j'. 
(as*— a*).Lacoort-' 
ne  rencontre  fi' 
cesasymptoteslors- 
que  k  est  positi- 
car  on  trouve  pQ''- 
les  ordonnées  àrs 
'■  *•  points      comman> 


.=±i 
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■  Ô*Â^ 

— 7 — -T—jT-.  quantités  imaginaires  si  A  est  positif. 

Les  points  ( —  k)  et  (4-  k)  sur  l'axe  des  y  font  partie  de  la 
courbe  qui  est  tangente  en  ces   points  aux    deux  horizon- 
tales y  =  A,      î(=— A(rig.  4). 
i"  Le  point  A  est  en  0'.  Alors  k^  a.  L'équation  devient 

x^  =  — —  ou  a:  ^  +  a. 

y 

Le  lieu  se  compose  des  deux  verticales  a;  ^-(-  a,x  =  —  a. 

3"  Le  point  A  est  situé  entre  0  ot  0',  par  conséquent,  k  est 
négatif.  Les  deux  asymptotes  x  =  +  a  sont  conservées; 
ou  a  deux  autres  asymptotes  parallèles  &  l'ase  des  x, 
données  par  le  coefficient  de  x',  y  ^^  +  y —  ak.  Ces  asymp- 
totes horizontales  sont  doubles.  La  figure  2  indique  la  cons- 
truction des  valoucsOA  et  OA'. 


Fig.  s. 
La  courbe  rencontrelesaBymptotesx=±a  en  quatre  points 

P,   P',  Q,  (y  donnés  par  l'équatiop  y=  ~", 

-    \2a-\-  k 
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La  figure  tf  représenle  la  courbe  dans  ce  cas. 

Le  point  A.  peut  occuper  la  position  particulière  dn  miliea 

deOO'.  Alors  k  ^—  —,  l'équation  se  simplifie: 

^,_  gV/'(4y*— «') 

(2/ -a»)» 
Les  asymptotes  doubles  A  et  A'  ont  dans  ce    cas  pour 

...                 ,    as/T 
équation  y  =  ± — . 

Les  droites  de  séparation  en  régions  deviennent 
Lesordonnéesde3poinlsP,P',Q,Q'  sonty^+ — X; — ,  va- 


Fig.  i. 
leur  que  l'on  peut  construire  ainsi  que  l'indique  la  figure  6 
en  prenant  !!>:=-—  GD^ 
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4»  Le  point  A  est  arrive  en  0.  Alors  A  =  —  a.  L'équation 


û'i/'fu'  —  fl'i 
de  la  courbe  csL  a^  =  — f-^ — ttt-^- 


On  aperçoit  le  facteur  y*  —  a'  qui  reprisenle  les  deaz 
horizontales  y  =  ±a.  Les  branches  de  courbe  PfcQ,  P'( — k)Q 
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se  confondent  arec  ces  droites  qui  font  partie  du  lien.  Le^ 
quatre  autres  branches  sont  conservées.  La  courbe  est  dans 
ce  cas  symétrique  par  rapport  aux  bissectrices  des  axes. 
La  figure  7  en  indique  la  forme. 

6*  H  est  à  gauche  de  0.  Alors  -a  >-ft  <;  o.      

Les  asymptotes  doubles  horizontales  y  —  I  ■  y  —  ak  sol\ 
comprises  dans  la  région  où  il  n'y  a  pas  de  points  de  la 
courbe;  elles  sont  donc  imaginaires.  Les  deux  autres  asym- 
totes  existent  toujours.  La  courbe  rencontre  ces  deax 
asymptotes  en  quatre  points  P,  P',  Q,  Q',  donnés  par  l'équa- 

tion   y  =  -/^~^   (fig.  8). 

On  peut  encore  considérer  le  cas  oh  le  point  H  est  à  Tin- 

fini.  Alors  K  est  infini.  On  a  x*=  — ~  ou  ac*  X  y*  =  o.Oa 

a*  ^ 

trouve  le  point  double  isolé  à  l'origine. 


EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  DE  FERMAT 

A  UERSENNE  (') 


Je  reprends  le  style  géométrique  après  vous  avoir  parlé 
d'affaires. 

Premièrement,  je  vous  renvoie  le  sentiment  de  M.  Des- 
cartes sur  la  géostatique  et  vous  conjure  de  me  faire  part 
de  tout  ce  que  vous  avez  de  lui. 

Après  cela,  je  satisferai  à  la  question  de  la  tangente  da 
galand  (*)  parallèle  à  Taxe,  c'est-à-dire  qui  fasse  un  angle  de 
45  degrés  avec  la  droite  donnée  de  position  (•). 


(*)  Celte  lettre  si  curieuse  et  si  précieuse  pour  l'iiistolre  des  scieoeei  ma- 
thématiques nous  a  été  communiquée  par  M.  Ed.  Lucas.  Elle  lui  a  été  confiée, 
avec  d*aulres  manuscrits  inédits,  par  le  prince  Bonootnpagni,  qui  l'a  autonsp 
&  les  publier.  La  science  sera  reconnaissante  au  prince  Boncompagni  du  dé^ 
vouement  constant  et  désintéressé  qu'il  ne  cesse  de  lui  témoigner.  {G.  £.  ' 

(')  Fermât  appelle  ainsi  la  courbe  que  nous  appelons  le  folium  de  Detcarits. 

(3)  L'axe  des  x. 
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Pour  satisfaire  à  cette  question,  qui  semble  d'abord  mal- 
aisée, et  qui  l'a  paru  à  M.  de  Roberval  (car  je  n'ai  pas 
encore  vu  la  solution  de  M.  Descartes),  je  me  suis  servi  de 
la  méthode  de  mon  Appendix  ad  Locoi  (^),  de  laquelle  l'usage 
en  plusieurs  rencontres  est  miraculeux  pour  éviter  les  asy- 
métries (*),  et  ces  longueurs  d'équation  qui  semblent  ne 
devoir  jamais  prendre  fin. 

Soit  donné  le  galand  NSQR,  la  droite  donnée  de  position 
DNOP,  et  la  ligne  z  donnée  de  grandeur.  La  propriété  du 


galand  est  que,  quelque  point  que  vous  preniez,  comme  S 
ou  R,  le  solide  sous  x  in  NO  in  OS  est  égal  aux  deux  cubes 
NO  et  OS,  ou  bien  le  solide  sous  x  in  ON  in  OR  est  égal  aux 
deux  cubes  NO  et  OR.  Il  faut  trouver  la  tangente  SD,  par 
exemple,  du  côté  d'en  haut,  qui  fasse  l'angle  SDO  égal  à  la 
moitié  d'un  droit.  Soit  fait. 

Par  ma  méthode  des  tangentes,  si  NO  est  appelé  d,  et  OS, 
&,  la  ligne  OS  sera  égale  à 

b  cub.  bis  —  d  cub.  (') 

zin  b  —  d.  q  ter 
et  si  la  tangente  était  du  côté  d'en  bas,  la  ligne  OD  serait 

dcub.  —  6cub.  bis 
d  q.  ter  —  s  in  b  ' 
Mais  nous  n'avons  besoin  que  de  la  première  équation, 
puisque  nous  ne  travaillons  qu'au  premier  cas.  Supposons 
]ue  NO,  inconnu,  s'appelle  a,  et  que  OS  s'appelle  e,  nous 


(*)   Varia  opéra  math.j  p.  9. 
(')  Irrationnelles  ou  radicaux. 

(*)  Cette  eiprestion,  avec  nof  notations  actuelles,  s'écrirait --r — ^^. 
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aurons  pour  la  ligne  OD  : 

ccub.bis  —  ocub 

s  in  «  —  a  q.  1er  ' 

Or,  puisque  l'angle  D  est  demi-droit,  et  que  l'angle 0  est 

droit,  les  lignes  OD  et  OS  seront  égales;  il  faudra  donc  qî:e 

ecub.  bis  —  acub.       ...     ,^ 

— i soit  éffal  a  e, 

5  in  e  —  a  q .  ter  ^ 

et,  par  conséquent, 

e  cub.  bis  —  a  cub.  sera  égal  à  js  in  e  q.  —  a  q.  in  e  1er. 

Or,  par  la  propriété  de  la  ligne 

a  cub.   est  égal  à    ;;  in  a  in  e  —  e  cub. 

Nous  aurons  donc 

e  cub.  —  js  in  a  in  6  égal  h  z  ïne  q.  —  a  q.  in  e  ter  ('-. 

Divisons  le  tout  par  e  ;  nous  aurons 

c  q.  —  js  in  a  égal  à  js  in  e  —  a  q.  ter 
et  enfin 

e  q.  —  in  3  égal  à  js  in  a  —  o  q.  ter  ; 

et  partant  nous  avons  un  lieu  elliptique,  et  le  point  S  t^t  cQ 

ellipsim  positione  datam,   sed  est  etiam  ad  curvam  positior^t 

datam,  ergo  datur  par  l'intersection  de  ces  deux   lieux,  ?' 

par  ma  méthode  topique. 

On  fera  avec  la  môme  facilité  la  résolution  du  seconc 
cas.  Mais,  pour  rendre  la  proposition  générale,  vous  pour- 
rez par  la  même  méthode  faire  l'angle  D  égal  à  tel  angle 
que  vous  voudrez,  ou  bien,  ce  qui  est  la  même  chose,  !air« 
que  la  ligne  DO  soit  à  la  ligne  OS  en  proportion  donnée. 
En  voilà,  à  mon  avis,  assez  pour  vous  témoigner  que  je  do 
tiens  pas  caché  ce  que  je  fais. 

Pour  la  tangente  de  la  roulette,  bien  loin  d'en  faire  as 
mystère,  je  veux  vous  faire  comprendre  qu  il  n'y  a  point li? 
question  de  cette  matière  qui  puisse  m'échapper.  Vous  saurcï 
donc  que  celte  méthode  dont  je  me  sers  pour  les  tangentes 
des  lignes  courbes,  lorsque  leurs  appliquées  (•)  ou  les  por- 
tions de  leurs  diamètres  (')  ont  relation  à  des  lignes  droite?, 

(')  11  faudrait,  au  premier  terme  du  premier  membre  e  cub.  ter;  de  toé^^ 
dans  les  deux  égalités  suivantes. 
(3)  Ordonnées. 
(^)  Abcisses, 
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me  sert  aussi,  avec  un  peu  de  changement  pris  de  la  nature 
de  la  chose,  à  trouver  les  tangentes  des  courbes  dont  les 
appliquées  ou  les  portions  de  leurs  diamètres  ont  relation  à 
d'autres  courbes.  Je  vous  ai  déjà  fait  voir  l'exemple  de  la 
roulette 

En  voici  un  autre  exemple. 

Soit  la  parabole  EDAG,  de  laquelle  Taxe  AG  et  le  sommet 
A.  Soit  une  autre  courbe  ABF  de  mêmes  axe  et  sommet,  et 
que  BG,  appliquée,  soit  égale  à  la  portion  (^)  de  parabole 
DA9  et  l'appliquée  FG  égale  à  la  portion  de  parabole  EA,  etc., 
à  l'infini.  Il  faut  mener  au  poiut  B  de  cette  nouvelle  courbe 
une  tangente. 


G  B  ? 

Soit  tirée  l'appliquée  BDG.  Soit  0  le  focus  de  la  parabole  ; 
faisons  comme  OA  -|-  AG  à  AC,  ainsi  du  quarré  BG  au  quarré 
CN;  la  ligne  BN  touchera  la  courbe  FBA. 

Voilà  deux  exemples  aisés,  lesquels  vous  pourrez  proposer 
à  soudre,  si  vous  voulez,  avant  que  d'en  faire  voir  les  solu- 
tions. Mais  pour  le  suivant  je  le  propose  à  M.  de  Roberval, 
et  si  j'osais  encore,  à  M.  Descartes. 


■)  Segment. 
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Soient  autant  de  courbes  qu*on  youdra  de  même  sommelB, 
comme  BE,    BD,  BF.  BA,  données    par   position,    et  soit 


imaginée  une  autre  courbe  de  même  sommet  comme  MB, 
en  sorte  que  les  appliquées  de  cette  dernière,  comme  MCL 
soient  moyennes  proportionnelles  entre  la  somme  des  por- 
tions des  autres  courbes  ÂB^  BF,  BD,  BE,  et  la  somme  des 
appliquées  AG,  FC,  DG,  EG  ;  il  faut  trouver  une  tangente  à 
un  point  donné  de  cette  dernière  courbe.  Si  vous  youlez  que 
les  quatre  courbes  de  mon  exemple  soient  un  cercle,  une 
parabole,  une  hyperbole  et  une  ellipse,  j'y  consens,  à  h 
charge  que  vous  croyiez  que  je  donnerai  la  solution  en  tout 
nombre  et  en  toute  espèce  de  courbes  données,  et  ce,  sans 
aucune  asymétrie,  ce  qui  semble  merveilleux. 
Avant  de  quitter  la  Géométrie,  je  vous  donne  encore  uae 


spéculation,  qui  est   excellente  et  qui  allonge  iufînimeut 
l'affinité  au  lieu  plan  :  Si  a  quotcunqtie  punctis,  etc.,  laquelle 
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j'ai  trouvé  en  cherchant  les  lieux  ad  superfidem.  C'est  que, 
après  avoir  trouvé  un  cercle  qui  satisfasse  à  la  question 
d'Apollonius  in  plano^  comme  par  exemple  :  soient  les  points 
donnés  D,  E,  F,  G,  H  et  le  cercle  trouvé  ABC,  en  sorte  que 
quel  point  vous  preniez  en  sa  périphérie  comme  Â,  les  carrés 
DA.  EA»  FA,  6A,  HA  soient  égaux  à  un  espace  donné  ;  je 
dis  que,  si  autour  du  point  I  comme  centre,  vous  décrivez 
une  sphère  de  laquelle  le  cercle  ABC  soit  un  des  grands, 
que,  quel  point  vous  prendrez  en  la  superficie  de  la  sphère, 
il  satisfera  à  la  question  du  lieu. 

J'ai  trouvé  ensuite  beaucoup  de  choses  merveilleuses  sur 
le  sujet  des  lieux  ad  superftdemf  mais  je  ne  puis  vous  dire 
tout  à  la  fois. 

Le  quadrilatère  de  M.  de  Roberval  que  je  n'ai  pas  cru  si 
pressé  que  la  tangente  du  galand  sera  différé  au  premier 
voyage. 

Il  faut  que  je  vous  dise  encore  qu'on  peut  mener  la  tan- 
gente de  45^,  au  galand,  par  une  voie  qui  semble  plus 
géométrique  ;  car  là  où  ma  précédente  solution  a  employé 
la  ligne  courbe  du  galand  pour  trouver  le  point  cherché, 
par  l'intersection  du  galand  et  d'une  ellipse,  cette  autre  voie 
n'emploie  que  les  sections  coniques. 

Supposons  que  z  le  côté  droit  (^)  du  galand  est  inconnu, 
et  que  AD  est  une  ligne  donnée  nommée  6,  que  DB  est  in- 
connue nommée  a. 

Donc  le  côté  droit  sera 

a  cub.  +  b  cub. 
6  in  a 

Par  ma  méthode  des  tangentes,  la  ligne  DN  qui  concourt 
ivec  la  tangente  sera 

6  in  a  cub.  bis  —  6  qq. 
a  cub  —  b  cub.  bis         ' 

aquelle  il  faut  faire  égale  à  a. 
Nous  aurons  donc 
a  qq.  —  b  cub.  in  a  bis  égal  à  6  in  a  cub.  bis  —  b  qq.» 


(■)  Côté  droit,  latus  rectum,  paramètre. 
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et  eniiu 

6  in  a  cob.  bis  -}-  à  cob.  in  a  bis  —  a  qq.  égala  h  qq., 
laquelle  équation  (pour  trouver  la  valeur  de  a)  se  peut  résou- 
dre ou  par  ma  méthode  topique   ou  par  telle   autre  quo: 
voudra. 

Or  a  étant  connu,  le  côté  droit  z  sera  connu.  Et  si  legaland 
donné  est  différent  de  celui-ci,  il  faudra  faire  :  comme  le 
côté  droit  de  celui-ci  à  la  ligne  AD  ou  b  donnée,  ainsi  le 
côté  droit  du  galand  donné  à  une  autre  ligne  qui  détermi- 
nera  un  point  semblable  au  point  D  et  la  question  est  folle. 
Si  j'ai  manqué  ici  la  supputation,  vous  la  corrigerez,  car  je 
n'ai  pas  seulement  le  loisir  de  relire  ma  lettre. 

Pour  Galilée  j'avais  commencé  de  l'examiner  par  le  menu. 
et  si  j'ai  du  loisir  assez  je  continuerai.  Lorsqu'il  parle  delà 
proportion  de  la  vitesse  en  la  descente  qui  se  fait  en  ci 
même  ou  divers  milieux  par  des  corps  différents,  vous  troo- 
vez  que  son  expérience  qui  précède  contredit  sa  règle  qn: 
suit. 

Je  vous  entretiendrai  une  autre  fois  plus  à  loisir,  h\ti 
que  l'oisiveté  de  la  campagne  vous  ait  présentement  fa: 
voir  une  lettre  plus  longue  que  je  n'avais  dessein.  Je  sois. 
mon  révérend  Père,  votre,  etc.. 

22  octobre  1638. 

Fermât. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


44.  —  On  considère  des  coniques  inscrites  dans  un  cane 
dont  les  diagonales  sont  prises  comme  axes  de  coordonnées. 
D'un  point  P,dont  les  coordonnées  sont  (a^)  on  abaisse  des 
normales  sur  ces  coniques.  Trouver  le  lieu  décrit  par  les 
pieds  de  ces  normales.  En  désignant  par  2a  la  lon;;uenr  de 
la  diagonale  du  carré  proposé,  on  fera  voir  que  ce  lieu  est 
une  quartique  ayant  un  point  double  en  P,  et  que  Féqua* 
tion  de  cette  courbe  est 
(px-h  xy  —  2xy)  (xx  -I-  py  ^  05'    —  y*)  =  a*(«  —  x)(fi  -  f 
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OU  encore 

(OB»  +  y*-  a«)(ac  -  x)(p  -y)  +  xy{{a-x)^  +  (p  -  y)«{  =o 

On  construira  cette  courbe,  et  on  distin^era  les  diffé* 
rentes  formes,  suivant  que  le  point  P  est  situé  dans  Tune 
ou  Tautre  des  régions  du  plan  définies  par  les  quatre  côtés 
du  carré  supposés  prolongés  indéfiniment. 

Enfin,  on  distinguera  sur  le  lieu  les  points  qui  proviennent 
des  ellipses  de  ceux  qui  proviennent  des  hyperboles  du 
faisceau  considéré.  (G.  L.) 

45.  —  On  considère  un  point  m  dont  les  coordonnées 
sont  X  el  y;h.  ce  point  on  fait  correspondre  un  point  M  dont 
les  coordonnées  X  et  Y  sont  liées  à  a;  et  y  par  les  formules 

X  =  X;  yY  =  a*. 
On  propose  d'étudier  cette  transformation  ;   on  établira  en 
particulier  les  points  suivants  : 

1.  A  une  courbe  /*,  d'ordre  p,  correspond  également  une 
courbe  F,  d'ordre  ip;  mais  si  f  possède  à  l'infini,  dans  la 
direction  Oi/,  un  point  de  multiplicité  &,  Tordre  de  F  n'est 
plus  que  2p  —  k. 

2.  Les  tangentes  aux  courbes  /*  et  F  aux  points  corres- 
pondants m  et  M  rencontrent  Ox  en  deux  points  cquidistants 
du  pied  de  l'ordonnée. 

3.  Appliquer  cette  remarque  à  l'hyperbole  considérée 
comme  transformée  de  la  droite  par  ce  procédé  et  retrouver 
ainsi  une  construction  bien  connue. 

4.  Étudier  les  cubiques  de  la  troisième  classe, 

x*y  =  m', 
en  les  considérant  comme  des  transformées  de  la  parabole  ; 
montrer  en  particulier  que,  si  Ton   appelle   P  le  pied  de 
l'ordonnée  en  un  point  M  de  cette  cubique,  et  T  le  point  de 
rencontre  de  la  tangente  en  M  avec  Ox,  on  a 

OT  =  —  OP  . 

2 

5.  Déduire  de  cette  transformation  et  de  la  théorie  des 
asymptotes  qu'une  courbe  algébrique  ne  peut  pas  avoir  de 
point  d'arrêt.  (G.  L.) 

46.  —  Lorsque  les  trois  premiers  coefficients  d'une  équa- 
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tion  de  degré  m  sont    i ,  p,  ^  '^  ' — -  , 

réquation  a  des  racines  imaginaires.  (G.  L,) 

47.  —  Lorsque  cinq  coefficients  consécutifs  d'une  équation 
sont  A,  B,  C,  2B  —  A,  2G  —  B, 

réqaation  a  des  racines  imaginaires.  (G.  £.j 

48.  —  Lorsque  quatre  coefficients  consécutifs  d'une  éqaa- 
tion  sont         +  3A,  —  A,  —  A,  +  3A, 

l'équation  a  des  racines  imaginaires.  (G.  L.) 

49.  —  On  donne  un  cercle  A,  et  un  diamètre  OC  de  ce 
cercle  ;  d'un  point  A,  pris  sur  la  circonférence,  on  abaisse 
sur  OC  la  perpendiculaire  AB,  et  l'on  considère  le  triangle 
OAB; 

1®  On  demande  le  lieu  des  centres  des  cercles  tangents 
aux  droites  OA,  AB,  OB  ;  2^  ce  lieu  se  compose  de  deux 
quartiques  unicursales;  considérant  l'une  d'entre  elles,  on 
demande  de  distinguer  sur  cette  courbe,  formée  de  deux 
boucles  égales,  les  points  qui  appartiennent  au  cercle  ins- 
crit et  aux  cercles  ex-inscrits  du  triangle  AOB  ;  3°  déter- 
miner le  cercle  qui  ayant  pour  centre  le  point  0,  est  bitangenl 
a  la  courbe  ;  4^*  trouver  Taire  totale  de  la  courbe. 

(G.  L.) 


Le  Rédacteur-Gérant» 
E.  VAZEILLE. 
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TRANSFORMATION  RECIPROQUE 

Par  M.  G.  de  A.oii|^haiop«. 

(SM«e,  voirp.  49,  77,97,121) 


29.  —  Définition  de  ta  transformation  réciproque  dans  Ves^ 
puce.  —  Nous  nous  proposons  maintenant  d'étendre  à  l'es- 
pace la  transformation  réciproque. 


Imaginons  deux  points  fixes  0,  0',  0  étant  le  pôle  prin- 
cipal, 0'  le  pôle  secondaire  de  la  transformation.  On  joint 
le  point  0  à  un  point  quelconque  M  de  l'espace,  et  dans  le 
plan  MOO'  on  élève  à  la  droite  O'M  une  perpendiculaire 
qui  rencontre  OM  en  M'.  Ce  point  M' sera  dans  ce  système 
le  transformé  ou  le  correspondant  de  M. 

30.  —  Formules  relatives  à  la  transformation  réciproque 
dans  Vespace.  —  Prenons  pour  axe  de  x  la  ligne  des  pôles, 
pour  origine  le  milieu  0"  de  00',  pour  plan  de  yz  celui  qui, 
eu  ce  point  0',  est  perpendiculaire  à  00';  enfin  pour  axes 
de  y  et  de  »  deux  droites  rectangulaires  de  ce  plan.  Dési- 

JOURNAL  DE  MATH.  SPÉC.  1883.  7 


Jt> 


—  146  — 

gnons,  dans  ce  système,  par  x,  y,  z,  les  coordonnées  du 
point  M;  par  X,  Y,  Z,  celles  du  poinl  transformé  M'. 

Projetons  M  et  It'  sur  xoy  et  soient  P,  P'  ces  projections 
qui  sont  en  ligne  droite  avec  0;  projetons  encore  P  et  F 
sur  oo;  en  Q  et  Q';  on  forme  ainsi  des  triangles  semblables 
deux  à  deux  qui  donnent  les  relations 

OQ  _    PQ    _    MP  MQ 

OQ'  ""  "W  "~  "5^  *^  "M^. 
ou,  eu  prehànl  00'  =  2d, 

d  +  x  _  y  _  i  _   MQ 
d  +  X   "  Y  ~  Z  ~  MQ''  ^  ' 

D'autre  part,  les  triangles  semblables  O'MQ,  O'M'Q'  don- 
nent aussi  MQ .  MQ'  =  OQ .  OQ' 
ou  encore            MQ .  M'Q'  =  (d  —  x)(X  —  d). 
Les  relations  (1)  peuvent  donc  s'écrire 
d_±jç__y__j_        MQ  .  MQ'   _   (d  —  x)ÇL  —  d) 
d  +  X*~Y~Z   ~       MQ'»       ~         Y»  +  Z* 

„        .  d  +  x         (d  —  x){X  —  d) 

Onadonc       -^-^-^  = -L__L_i 

X         X»  —  Y»  —  Z»  —  d» 

qm  donne  j-  =  3^,  ^  y,  _^  ^.  _^  • 

On  trouve  ensuite 

y    ^         2Y(X-d) 

—  —         ^^^^  ~  ^ 

•d  ~X«+Y«  +  Z«  —  (?• 

Il  y  a  d'ailleurs  réciproaYé  entre  les  lettres  x,  y,  s  etX,  Y, 

Z  ;  et  ToiÉi  trouve 

X  ^jcK—i^—^^  —  d^. 

Y   2y(a;  —  d) 

"T"  ""  oc*  +  y*  +  3*  —  d*  ' 
Z 2jgfa  —  d) 

îl  résulte  de  ces  formules  que  si  Ton  veut  transformer* 
dans  ce  système,  uhè  surface  de  degré  m^  f  (x,  y,  s)  =  o. 
l'éqiMitioû  Iraïisformée  sera  de  degré  im,  du  moins  eu  gêné- 
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rai,  car  uous  signalerons  tout  à  Theure  des  causes  tjui  foat 
abaisser  le  degré  de  la  transformée. 


31.  Transformation  du  plan-.  -^  Au  pkâ  P^4^eiitréq««ttiMft 


est 


4  .+ =T  +  «^T  =  » 


correspond  la  quadriqûe  P', 

(A  —  A)X»  —  (A  +  fc)  Y*  —  (A  +  A)2*  +  'iCZK  +  ^BXt 
—  2d{BY  +  GZ)  4-  cP(/i  —  A)  t=  o. 
Cette  équation  est  intéressante  à  discuter. 
L'équation  en  S  appliquée  k  cette  surface  is^i 
S»  +  (A  +  3ft)S«  -f  t(A  +  h)(3h  *-  A)  «-«•--  C*]S 
+  (A  +  A)(A*  —  A*  —  B^  —  G»)  =  ô 
et,  si  l'on  pose  A*  +  B*  +  C«  =:i  K*, 

les  trois  racines  sont 

s,  =  -  <A  +  *), 
S,  =  —  ft  +  S, 
S,  =-(A  +  K). 
Le  hessicn  Ae  la  surface  est  d'ailleui-s 
•  A  —  A        B  € 

B    —     (A  +  A)        o 
•G  o        —(A-fft)— C 

o  _  B         —G    *  —  A 

Pour  calculer  rapidement  ce  déterminant  ajoutons  d'abord 
la  quatrième  colonne  à  la  première,  on  aura  : 

A— h  B  C  o 

o       —  (A  +  A)  o  —  B 

o  o       —  (A  +  A      —  C 

h —  A.  _B  — C      A*- A 

Ajoutons  maintenant  là   quatrième  ligne  à  la  première, 
il  vient  : 

o  o  o  A  »— •  A  ' 

o        _  (A  +  A)  o  —  B 

o  o  —  (A  +  A)       —  G 

ft^A.         — B  —G  A  — A 


H 


o 
—  B 


d* 


H 


ou        -jp=(A  — A) 


o    —  (A  +  A)  o 

o  o         —  (A  +  A) 

h  — A        —B  — C 
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on  a,  finalement  : 

H  =  —  d«(A  +  A)'(A  —h*) . 
L'équation  de  la  surface  rapportée  à  ses  axes,  quand  on 
suppose  E'  différent  h*,  est  donc 

~  (A  +  A)X'»  +  (K  —  A)Y»  —  (K + A)Z'»  =  <^''^+J^K^-'^'' 

32.  — Nous  reviendrons  tout  à  l'heure  sur  le  cas  singulier, 
celui  oh.  Ton  suppose  A*  =  K*  ;  dans  le  cas  général,  Téqua- 
tion  précédente  ne  peut  représenter  que  des  ellipsoïdes  oa 
des  hyperboloïdes  à  deux  nappes.  C'est  ce  que  nous  allons 
montrer.  On  peut  toujours  supposer  A  >  o,  et  comme  K 
désigne  essentiellement  la  racine  réelle  positive  de  l'expres- 
sion (A*  4"  B*  +  G'),  nous  pouvons  dire  que  K  est  aussi  une 
quantité  positive.  Deux  cas  seulement  sont  donc  à  distinguer, 
suivant  que  Ton  suppose    h  —  K>o    ou  A  —  K<o. 

La  discussion;  sur  laquelle  il  est  inutile  d'insister  davan- 
tage, peut  se  résumer  dans  le  tableau  suivant  : 
,       -^         JA-|-A>o        Ellipso'ide  réel, 

'        f  A  4"  A  <  o  (Inégalités  incompatibles.! 

_         tA-|-A>o        Hyperbolo'ide  à  deux  nappes. 
^~^^''}k  +  h<o  (Id.) 

Nous  ferons  seulement  remarquer  pourquoi,  dans  ce  tableau, 
nous  avons  marqué  les  inégalités 

A  —  K  >  o  (i) 

A  +  A  <  o  (2) 

comme  mcompatibles.  Il  ne  faut  pas  oublier  que  les  lettres 
A,  A,  K,  d,  ont  une  signification  géométrique  qui  ne  permet 
pas  d'établir  entre  elles  des  inégalités  quelconques.  La  dis- 
tance p  de  l'origine  au  plan  P  est  donnée  par  la  formule 

P  =  "Y"-  (^^ 

D'autre  part,  le  plan  P  rencontre  l'axe  des  x  à  une  distance 

hd 
p  de  l'origine,  telle  que,   p  = r-. 

M»  A. 

Dans  cette  fonaule  p'  désigne  la  distance  absolue  quaud  ou 
suppose  A  <  o.  Ceci  posé  on  a  évidemment  p'  >  p  ou 

hd  hd 

—  A     ^    K    ' 
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on  a  donc  A  -f-  K  >  o  en  chassant  les  dénominateurs  positifs. 
Or  les  deux  inégalités  (1)  et  (2)  donnent  par  combinaison 

A  +  K<o 
et  pour  ce  motif  sont  incompatibles.  Il  faut  d'ailleurs  remarquer 
que   l'inégalité    (2)   entraîne    nécessairement  la  condition 
A  <  G  que  nous  avons  admise. 

Si  Ton  veut  maintenant  observer  que  la  formule  (3)  dans 
l'hypothèse  h  —  K  >  o  donne  p  >  d ,  et,  au  contraire,  p  <  d 
si  Ton  suppose  h  —  K  <  o,  nous  pourrons  dire  : 

Théorème.  —  Dans  la  transfoimation  réciproque  à  un  plan 
P  correspond  une  quadrique  V  qui  est  un  ellipso'idey  si  le  plan 
P  est  extérieur  à  la  sphère  décrite  sur  la  ligne  des  pôles  comme 
diamètre;  et  un  hyperbolotde  à  deux  nappes  quand  le  plan  P 
coupe  cette  sphère.  (A  suivre.) 


ETUDE 
SUR  l'Équation  et  sur  la  forme  binaire 

DU   QUATRIÈME   DEGRE 
Par  M.  KœUer. 

(Suite,  voir  page  105.) 


///.  —  Signification  géométrique  des  fonctions  I  et  J. 

Nous  allons  chercher  Texpression  du  rapport  anharmonique 
de  quatre  points  déterminés  par  les  deux  équations  : 

mx*  +  px'j/  -f-  çy*  =  o 
et  m'od^  +  p'ûcy  -f-  î!/*  =  o* 

Soient  {x^,  yi),  (x^,  y,)  les  coordonnées  binaires  des  deux 
points  représentés  par  la  première  équation  ;  (Xa,  y^),  (x^,  y^) 
les  coordonnées  des  deux  autres  points.  Une  des  valeurs 
du  rapport  anharmonique  peut  s'écrire,  soit 

X^  ——  Xi      x^  ^—  x^ 


9  — 


X^  ""■"  vCj        CC^  *"""  £Cj| 


soit  p  =    y*-y':  -^^-^^ 


ajjî/l 

—  ^tVi 

—  Vr^t 

—  f«0  — 

■niiruit  i|iie  Voa  ^mpto  le»  dîatenees  à  partir  de  V<Migine 
des  ao  ou  de  Torigine  dee  y«  Hais  on  peut  éerire 

x^  —  x,  _  y>  —  yi   _ 

»*  —  a?!        y4  —  yi 
_  y»a>i  —  aciyi    _ 
y^a?!  —  xiy^ 
el  de  odèiie 

a)b~ap,   _   y»  — y.   _ 

i»4  —  a?,  y^  —  y,  a?4y,  —  y^ap, 

Ikmc  au  & 

_  (ccjitt  ~  ynqgiM^iyt  —  yi^Pt)  _  Vy>      yiAy4      y,/  .^^ 

^     (aî»yi  —  y4i»iH^«yi  —  y»^î)       /^  _  ^Vfî  _  f^V  ' 

Vyi      yiAy,      yj 

Si  maintenant  on  pose 

R  =  y/p»  —  4mqf,     R'  =  V^p*  —  j\mq  ; 

a^i — p  +  R         05, — p  —  R 

y7  ~        2TO      '       y,  ""        91» 

—  =  — ^ — r--— *>       ^  = : , 

y,  2m  y*  2W 

on  trouve  la  formule 

__  2ça>'  +  ag  m  —  pp  +  RR^ 

^        2gf»'  +  2ç'm  —  pp'  —  RR'  '  ^  ' 

Nous  rappellerons  que  le  rapport  anharmonique  de  quatre 

points  a  six  valeurs  distinctes  en  général,  savoir: 

I                         I           p—  I           p 
p,  —,  I  — p, ,  ,  --, 

^      f  I  — I»  P  P—  I 

p  désignant  le  résultat  obtenu  ei^  groupant  les  quatre  points 

d'une  manière  quelconqua.  Lorsque  les  points  sont  harmo- 
niques,  les  six  valeurs  se  réduiseqt  à  trois,  savoir  —  i, 

d  et  — . 

2 

Un  autre  cas  particulier  est  celui  oti  l'on  a  p'  —  p  -|-  1=0; 
alors  les  six  valeurs  se  réduisent  à  deux,  qui  sont  les  racines 
de  réquation  précédente,  c'est-à-dire  les  racines  cubiques 
imaginaires  de  Tgnité;  les  quatre  points  sont  alors  en 
situation  équi-anharfnonique. 
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Supposons  maintenciut  que  J  soit  pul  ;  TéquaUQU  (3)  a 
une  racine  nulle  et  la  valeur  correspondante  de  ^  çiat  X  =  c. 
L'équation  (1)  devient  ; 

(ax*  +  2bxy  -\-  cj/*)^  —s  y*[x\{^b^  -^  400) 

4-  4ûcy{bc  —ad)  +  j/«(c*  —  œ)]  =  q, 
Le  polynôme  entre  crochets,   devant  être  cgrré  parfait, 

s'écrira  4(6*  -  oc)  [œ  -    ^^,Z%    vj* 

d'oii  résulte  le  mode  de  décomposition  suivant: 

ïax-  +  2xy{b  +  /feï^ir^)  4^  y^/^c  -  J^=^\l 

ïax'  +  20:1,(6  -  \lV^^c)  4-  j/'/^c  +  J^~^A1 

En  calculant  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points 
représentés  par  les  deux  trinômes  du  second  degré,  d^iprbs 

la  formule  (5),  on  voit  que  p  se  réduit  à  ==  -—    i , 

parce  que  29m'  -f-  ^9  ^  —  1>P'  est  identiquement  nul. 

Donc  :  (foand  on  a  J  =  o^  ks  quatre  poinU  représentés  par 
la  forme  du  quatrième  degré  sont  en  sifuaHon  harmo^iqmi  et 
on  est  en  droit  de  conclure  que  J  d»|  un  miHi?*taol. 

Supposons  maintenant  qu'on  ait  I  r=  o.  En  dMsaiil  par 

a  et  en  désignant  les  quatre  racines—^,  etc.  par  p,  y,  8,  e, 

réquation  I  =  o,  pourra  s'écrire  : 

i2Py8«  —  3S  .  Sp^S  +  (SpY)*  =  û. 
Mais  on  a  ^jp-S^yS  =  SpV  4-  4Pï5« 

réquation  devient  donc 

ou  bien  en  développant  : 

(Py  +  8e«)  +  (P8  4-  yO»  +  (Pe  4.  yS)»  -  (p8  +  yO(P*  +  ï^i 
-  (&e  4-  Y5)(?r  4-  Se)  -  (Py  +  5*)(?5  4-  Y*).  =  Q 
01:^  enfia,  abrévic^tivement  : 

M*  4-  N«  +  P«  —  NP  —  PM  —  MN  =  o.  (QJ^ 

Mais  la  valeur  (4)  du  rapport  anbarmonique  est 

_pY4.$e  —  ps  —  Ya_M— P 

^  ""  py  4.  8e  —  pS  —  Y*  ~  M  ^  K 
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Maintenant  l'égalité  (6)  devient  en  ajoutant  etretranchanl 

des  termes 

(M  — P)*  +(M  — N)«  —  M*  +  MP  +  MN  — NP=o 
ou       (M  —  P)«  +  (M  —  N)'  —  (M  —  N)(M  —  P)  =  o 
ou  enfin 

(1^*  +  '  -W^  =  p«  -  p  +  I  =o. 

Donc,  quand  on  a  I  =  o,  les  quatre  points  représentés  par 
la  forme  du  quatrième  degré  sont  en  situation  équi-anharmoniqur. 
on  en  conclut  que  I  est  aussi  un  invariant. 

Il  reste  à  chercher  par  quels  facteurs  I  et  J  sont  multipliés 
lorsqu'on  fait  la  substitution  linéaire  a?  =  aX  -f~  ?^î 
y  =  a'X  +  P  Y.  Pour  cela  nous  remarquerons  que  le  dis- 
criminant P  —  2jJ*  est  le  produit  des  carrés  des  différen- 
ces des  racines,  c'est-à-dire  de   six  facteurs  de  la   forme 

Lorsqu'on  fait  la  substitution  indiquée,  on  reconnaît  que 
chaque  facteur  devient  (X^Y,  —  YiX,)'(aj5'  —  pa')*;  le  discri- 
minant se  trouve  donc  multiplié  par  (ap'  —  ?»')**•  I^  ^^  ré' 
suite  que  I  est  multiplié  par  (ap'  —  ^x')*  et  J  par  (a^'  — ai'j*. 

On  peut  s'en  assurer  par  un  calcul  direct  en  formant  les 
coefficients  de  la  nouvelle  expression  de/*,  puis  les  nouveaux 
invariants. 

IV.  —  Détermination    du     rapport  anharmonique  des    qualrc 
points  représentés  par  V équation  f  =  o . 

Nous  allons  calculer  en  fonction  de  I  et  de  J  l'expression 
du  rapport  anharmonique  des  quatre  points  représentés  par 
l'équation  /*  =?  o,  sans  faire  aucune  hypothèse  particulière. 

Posons  pour  un  instant 

A  =  46*  —  6ac  4"  2aX,      B  =  2X6  —  2od; 
on  aura 

f={ax*  +  2bxy  +  Xy*y—  y*  [Ax»  -f-  2Bxy  +  y«(X»  —  ae)]. 
Puisque  X  est  déterminé  de  telle  sorte  que  le  second  tri- 
nôme soit  un  carré,  on  peut  écrire: 

(*)  Voir,  pour  la  démonstration  de  ce  fait,  les  Leçons  d'Algèbre  supérievrr 
de  Saknofiy  traduction  française,  p.  78. 
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/    =  («.7;=  4-  2b.r!,  +  Ày'f  —  Ai/'^a;  +  -^yV' 

=  [ax-  +  2bxy  +  Xj,«  -  éSL±Jî^1 

=  [ax*  +  xy  (zb  -  s/T)  +  j/MX  -  -—Vl 

^ax^    +  xy{  2b  +  \/Â)  +  y»(X  +  -^ Vl  (7) 

D'après  la  formule  (o),  le  rapport  anharmonique  est 

_  4aX  —  4b»  +  A  +  R 
^~  4aX  —  46«  +  A  — R 
R  désiguant  la  racine  carrée  de  l'expressiou 

[(z6  -»^ir  -  4«^  +  ^][(^6  +/Â>  -  4«X  -^] 

Comme  on  a 

4aX  —  46*  +  A  =  ôaÇk  —  c)  =  6au., 
la  formule  précédente  devienl 

ou  bien,  en  prenant  pour  inconnue  auxiliaire 

P+i' 
36îjlV  =  R*. 

Le  polynôme  R*  s'exprime  très  simplement   en  fonction 
de  I  et  J;  on  a 

R«  =  (46»  +  A  —  4a\y  -    lôlbYlL  -  ^V 

\         v/a/ 

z=r  (86*  —  bac  —  20A)* i— r- ; 3LJ- 

40*  —  oac+  20/ 
ou,  en  remplaçant  X  par  [a  +  c, 

R*  =  — TT î — ; [(86«  —  Sac  —  2a|x)*(26«  —  2ac  +  aui) 

26*  —  2ac  +  Û{X    *-^  '  ^  ^  I       r/ 

—  32  (3a6c  —  26*  —  a*d)] 
"^  [aV*  —  6ûV  (6'  — flc)  +  8a«  (36V 


26»  —  2ac  +  a|ji 

—  4ac»  +  6o6cd  —  oW  —  46*d)] 
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^^  [au»  —  6îA*(6«  —  ac)  +  8aJ 


26»  —  2ac  -\~  ay. 

+  81  (6«  —  ac)] 
La  substitution  de  cette  valeur  dans  la  relation  35ul*S*  =R' 
donne  Téquation 

jx*  (()  «î«  —  a«)  +  6jx«  (6»  —  ac)(3(r*  -f  o«) 

—  8  a«  (1(6*  —  oc)  +  aJ)  =  o.  ils 

11  ne  reste  })lus  qu*à  éliminer  [a  entre  les  deux  équations 
(lu  troisième  degré  (8)  et  (3)  ja'  —  al  -|-  2J  =  o,  pour  avci: 
la  résolution  cherchée  entre  le  rapport  anharmoniqueetles 
invariants. 

Les  calculs  sont  assez  prolixes;  il  n'est  guère  possible 
d'éviter  le  développement  complet  du  résultant  des  équation^ 
(3)  et  (8).  Ce  résulUnt,  pour  deux  équations  incomplètes  d- 
la  forme  Ax'  +  Bx»  +  D  =  o  et  A  x^  +  G'x  +  D'  =  o  es: 
A»D'«  —  DW3  —  B'A'D»  —  A«DC'»  —  A»BC'D'«  —  B«DAC^ 
+  2AD«A'*G  +  3  AD«A'*D'  —  3A«DA'D'*  —  ABDA'BD'. 
En  ordonnant  suivant  les  puissances  de  c,  on  trouve  que 
tous  les  termes  du  résultant  contiennent  en  facteur 

a'J  +  an  (6«  —  ac)  —  4(6»  —  ac)'  ; 
après  la  suppression  de  ce  facteur,  il  reste 

5832JV  +  (î*(5832J«  —  648I*)  +  (î'(i944J*  +  1441'/ 

+  216J*  —  8P  =  o 
ou   2i6J*(27<i«+27(j*+9(T*+  i)  — 8P(8i<T*— i8(r«-f  1)  =  . 

c  esU-dire  -^  ^  27  -^^^^=^7  =  ^"'  (p+ 0^2^ -5,+^: 

=  xo8 (PlZlL  +  i)! 

(p+l)«(2p—  l)«(p  —  2}« 

Telle  est  la  relation  cherchée. 

Elle  fait  retrouver  des  résultats  déjà  obtenus;  si  l'inva- 
riant I  est  nul,  on  a  p* —  p  4"  ^  =  o>  si  J  est  nui,  on  a  <oit 
P  +  I  =  o,  soit  2p  —  I  =0,  et  Tune  quelconque  des  valeurs 

—  I,  —  et  2  pour  p,  caractérise  la  situation   harmonique 

P 
Enfin,  on  voit  aussi  que  -yt-  est  un  invariant  absolu^  c'esl-s- 

dire  une  fonction  qui  se  reproduit  sans  l'adjonction  d'aucu£ 
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facLeur,   lorsqu'on  fait  une  transformation  linéaire,   car  lo 
rapport  anharmonique  ne  change  pas. 

On  voit  d'ailleurs  que  P  et  J^  sont  multipliés  chacun  par  la 
douzième  puissance  du  déterminant  a^  —  pa .       (A  suivre.) 


CONSTRUCTION  DES  ASYMPTOTES 

DK    l'hyperbole    ÉqUILATEUK 
PASSANT   PAU   OUATRE   POINTS   DONNES 


1.  —  On  sait  que  rhyperhole  équilalère  qui  est  circonscrite 
à  un  triangle  passe  par  le  centre  des  hauteurs  de  ce  triangle  : 
on  pourra  donc  déterminer  un  cinquième  point  de  l'hyperbole  : 
par  cinq  points  on  ne  peut  faire  passer  qu'une  seule  conique 
et  l'on  voit  ainsi  que  le  problème  ne  comporte  qu'uni» 
solution. 

On  peut  d'ailleurs  trouver  le  centre  d'une  conique  déter- 
minée par  cinq  points;  il  suffit,  comme  on  le  sait,  de  déter- 
miner les  extrémités  do  deux  cordes  parallèles  au  moyeu 
du  théorème  de  Pascal.  La  droite  qui  joint  les  milieux  de  ces 
deux  cordes  est  un  diamètre;  le  centre  peut  donc  être  cons- 
truit au  moyen  de  deux  diamètres,  ainsi  déterminés. 

2.  —  D'après  cette  remarque  nous  supposonsque  l'hyperbole 
oquilatère  H  est  définie  par  deux  points  A,  B  et  le  centre 
O  de  la  courbe  et  nous  nous  proposons  de  trouver  ses  asym- 
ptotes. Voici  une  solution  simple  de  ce  problème. 

Soit  A'  le  symétrique  de  A  par  rapport  à  0;  par  les  trois 
points  A,  A',  B  faisons  passer  un  cercle  A;  soit  0'  le  centre  et 
C  l'extrémité  du  diamètre  qui  passe  par  B.  On  sait  que  :  si  sur 
la  corde  d'une  hyperbole  équilatère  comme  diamètre  07i  décrit  un 
cercle,  celui-ci  coupe  V hyperbole  en  deux  autres  points  qui  sont 
les  extrémités  Sun  diamètre  de  cette  courbe. 

Il  résulte  de  ce  théorème  que  le  point  G  est  un  point  de 
l'hyperbole. 

Le  triangle  rectangle  BAC  étant  inscrit  à  l'hyperbole,  on 
sait  par  une  autre  propriété,  également  bien  connue,  que  la 
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tangente  à  Rau  point  A  est  pei^pendiculaire  à  r hypoténuse  BC. 
Ayant,  d'après  cette  remarque,  abaissé  du  point  A  une  per- 
pendiculaire AK  surCB,  les  asymptotes  cherchées  sont  deoi 
droites  rectangulaires  ayant  leur  sommet  en  O  et  intercep- 
tant sur  AE  un  segment  dont  le  milieu  est  le  point  A.  F; 
sufiil  donc  pour  les  obtenir,  et  comme  l'indique  la  figure,  de 
décrire  du  point  A  comme  centre  avec  AO  pour  rayon  un 
cercle  qui  rencontre  AK  aux  points  D  et  E  :  OD  et  OE  sont 
les  asymptotes. 


3.  —  On  peut  remarquer  que  si  Ton  prolonge  les  asym- 
ptotes OD  Ou  OE  jusqu'à  ce'qu'elles  rencontrent  le  diamètre 
BC  aux  points  D'  et  E',  les  triangles  OO'E',  OO'D'sont  isoscèle> 
et  Ton  a  00*  =  O'E'  =  O'D'.  On  peut  alors  déterminer  les 
asymptotes  de  Thyperbole  en  décrivant  du  point  G'  comme 
centre  avec  00  pour  rayon  un  cercle  qui  coupe  BC  en  deui. 
points,  et  en  joignant  ces  points  au  centre  donné  O  on  ob- 
tient les  deux  asymptotes. 

L'une  et  l'autre  des  deux  constructions  précédentes  sont 
plus  simples  que  celle  qu'on  indique  ordinairement.  Celle-^i 
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consiste  à  tracer  les  bissectrices  des  angles  formés  par  les 
droites  BG,  ÂA';  on  mène  ensuite  par  0  des  parallèles  à  ces 
bissectrices  et  on  a  les  axes  en  position.  De  ces  axes  on 
déduit  ensuite  les  asymptotes;  mais  dans  la  pratique  il  est 
visible  que  cette  construction  est  moins  rapide  que  celle 
que  nous  venons  d'exposer,  et  qui  donne  immédiatement 
les  asymptotes  au  moyen  du  tracé  d*un  seul  arc  de  cercle. 


QUESTION  16 

^lutioB  |Mir  M.  £.  Devin,  élève  de  Mathématiques  spéciales; 

aa  Lycée  Charlemagne. 


On  considère  une  ellipse  £  rapportée  à  ses  axes  et  une 
conique  A  passant  par  les  foyers  et  les  extrémités  B,  B'  du  petit 
axe  de  E.  Cette  conique  A  rencontre  E  en  deux  points  M,  N 
différents  de  B  et  de  B'  ;  en  ces  points  on  mène  à  E  des  normales 
qui  rencontrent  1  en  des  points  I,  V  dont  on  demande  le  lieu 
géométrique,  (G.  L.) 

L'équation  générale  des  coniques  passant  par  les  points  F, 
P',  B,  B'  est      b^x*  +  Ixy  +  cY  —  6*c*  =  o.  (1) 


L'ellipse  donnée  et  la  conique  A    se  coupent  en  quatre 
points  situés  sur  les  deux  droites  dont  l'équation  est 

6*05*  +  a^lxy  =  o, 
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combinaison    homogène  de  l'équation   (1)   et   de   celle   de 
l'ellipse  6«aî»  +  aY  -  0*6»  =  o. 

L'équation  du  diamètre  MN  commun  aux  deux  courbes 
est  donc  6*x  +  o*Xt/  =  o 

et  son  coefficient  angulaire,  m 

6* 

Soit  ?n'  celui  delà  iaugenleeuM;  ou  a 

mm  == —  ; 

a* 

,     b'  b^ 

ainsi  m  — r-  =  — - 

ou  m  =  -—" 

b* 

Soit  m"*  le  coefficient  angulaire  de  la  normale  au  point  M 

on  a  mm'  =  —  ! 

d'où  m'  =  —  ^. 

Ceci  posé,  les  points  M  et  N  étant  les  extrémités  d'un 
diamètre  de  l'ellipse  donnée,  les  deux  normales  MI  et  NI' 
sont  parallèles  et,  d'après  l'équation  générale  des  normales 
\  l'ellipse,  en  fonction  du  coefficient  angulaire,  qui  est 

y  =  mx  ±  — j 

V  a»  +  6»w' 

nous  aurons  pour  l'ensemble  de  ces  deux  normales,  dont 

le  coefficient  angulaire  est  ;/i^,  l'équation 

('+ ^  »)'(«•+ 1-) = ^ 

ou,  en  multipliant  les  deux  membres  par  X', 

ou  encore  (Xij  +  b*x)\l^a^  +  6«)  =  c*6*X«.  (2) 

Nous  allons  maintenant,  pour  éviter  d'introduire  l'ellipse 
donnée  dans  l'équation  du  lieu,  chercher  à  former  l'équa- 
tion de  la  droite  II';  et,  cette  équation  obtenue,  il  nous 
suffira,  pour  obtenir  le  lieu  demandé,  d'éliminer  \  entre 
l'équation  de  la  droite  II'  et  celle  de  la  conique  mobile. 
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La   droite   MN   étant  uu  diamètre  de  la    couique,    et  lp< 
droites  MI  et  NI' étant  parallèles  entre  elles,  les  points  I  el 
r  sont  les  extrémités  d'un  même  diamètre  de  cette  conique. 
L'équation  de  IT  est  donc  de  la  forme 

1/  -|-  ax  =  o. 
D'ailleurs  Téquation  de  MN  est 

¥x  -|-  o*Xy  =  o. 
L'ensemble  de  ces  deux  droites  est  donc  représenté  par 
l'équation  homogène 

{b'x  +  a%)  {y  +  ad?)  =  o.  (3) 

Il  faut  déterminer  a. 

Pour  cela,  nous  allons  former,  avec  l'équation  de  la 
conique  mobile  et  celle  qui  représente  les  deux  droites 
MI  et  NI',  une  combinaison  homogène,  qui,  elle  aussi,  repré- 
sentera l'ensemble  des  deux  droites  II'  et  MN;  en  identifiant 
cette  équation  avec  l'équation  (3)  nous  pourrons  déterminera. 
L'ensemble  des  deux  normales  peut  s'écrire 
X«(a«A«  +  6«)j/*  +  6*(a«X*  +  6«)x*  +  2\b^{a*\*  +  à^)xy 

—  6*c*X»  =  0.  (4) 

La  conique  mobile  étaut 

c«j^«  +  b^x^  -j-  ^^tf  —  ''*^*  =^  ^• 
multiplions  cette  dernière  équation  par  a*6*c*  et  retranchons 
de  (4)  le  résultat,  il  vient 

X«[a*X«  +  *•  —  6*c*]«/*  +  6»[a*X*  +  6«  —  c^X^lr* 
+  X6«[2a*A*  +  2b*  —  }}c^]xy  =  o 
ou  >.*[a»X*  +  6*  —  6«c*]î/«  +  ft«[X»  +  b']x* 

+  X6«[a«X»  +  6«X»  -f  2b*]xy  =  o. 
Identiliant  cette  équation  avec 

a»Xj/*  +  a6Sx»  +  (6*  +  oLla'^jxy  =  o 
on  a 

X'[a'X«  4-  6*  —  fr'c*]   _  fe«(X«  -f  b')  _  Xft«[a»X*  +  6«X«  —  26*] 

a*X  ~"  a  ""  6*  +  xXa* 

de  la  première  de  ces  égalités  je  lire 

_         fe'(X'  +  6*) 

*  ^  X[X«  +  6»(6«  +  c«)]  • 

L'équation  de  la  droite  II'  est  donc 

,  6*(X«  +  6*)  _ 
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Eliminons  maintenant  X  entre  cette  équation  et 

6*a;*  -|-  "kxy  +  c'y"  —  6*c*  =  o 


on  a 


X  L  X'Xi*  ^J 


+ *  T* + -^^ ^;v —    r"" 


ou  encore 

(6*aî*  +  c«t/»  —  6«c*)»  —  b*x\b^x^  +  c^y»  —  ft*c«)* 
—  b^x^ic}  —  6«)  (6*a?«  4-  c'y*  —  ô*c»)  —  ¥xY  =  o 
et,  après  calcul, 

[¥x^  +  c*i/*  —  6«c«]  [c«(t/*  —  26*y»  4-  6*)  —  ¥x^'\ 

=  b^xYib^  —  !/"}. 
Remarquant  que  la  seconde  parenthèse  est  une  différence 
de  deux  carrés,  on  a 

(6«£c«  +  cY  —  &•  —  c*)  [c»(î/»6»)»  —  6*a;»]  =  6*CDy(6  — 1/«) 
ou    (6*a;*  +  c^y*  —  6»c«)  [c(y»  —  6*)  x—  ft*]  [c(î/«  —  6»)  +  6«x] 

=  b'xY(b*-y%  (») 

Cette  équation  se  présente  alors  sous  la  forme  de  quatre 
facteurs  et  permet  ainsi  de  séparer  le  plan  en  régions. 
Les  courbes  qui  séparent  le  plan  en  régions  sont  : 
4°  b*x*  +  cY  —  b*c^  =  o 

7' +  !?  =  '• 

C'est  une  ellipse  dont  les  axes  sont  dirigés  suivant  ceux 
de  Tellipse  donnée,  et  dont  les  sommets  sont  les  foyers  de 
celle-ci  et  les  sommets  B  et  B'  de  cette  même  ellipse. 

2°  La  parabole       ci/*  —  b^x  —  6*c  =  o. 

C'est  la  parabole  qui  a  pour  sommet  le  foyer  F  de  l'ellipse, 
pour  axe  l'axe  ox,  et  qui  passe  par  les  points  B  et  B';  elle 
est  bien  déterminée. 

3®  La  parabole        cj/*  +  **^  —  6*c  =  o . 

C'est  la  parabole  qui  a  pour  axe  Taxe  ox,  pour  sommet  le 
point  F',  foyer  de  gauche  de  l'ellipse  donnée,  et  qui  passe 
parles  points  B  et  B';  elle  est  aussi  bien  déterminée. 

4*  Les  deux  droites         y=b, 

y  =  —  b, 

ce  sont  les  parallèles  à  ox,  qui  passent  parles  points  B  et  B'. 
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Reportons-nous  à  Téquation  (S). 

Si  (6*  —  j/*)  >  o,  le  second  membre  est  positif;  le  facteur 
c(y*  —  6*)  —  6*cc,  en  supposant  x  positif,  est  positif;  il  faut 

que    (6*0?»  +  ^*!/*  —  ^*^*)  Mv*  —  ^*)  +  **^]    soit  négatif. 

Il  peut  donc  y  avoir  des  points  de  la  courbe  dans  l'es- 
pace compris  entre  la  parabole 

c(t/»  _  6»)  -f-  6*aî  =  o 
et  l'ellipse  6«x*«  +  cY  —  ft*c«  =  o. 

Alors  la  courbe  ne  pénètre  pas  dans  toutes  les  parties 
ombrées  de  la  figure. 

Occupons-nous  maintenant  de  la  discussion  de  l'équation 
en  la  considérant  comme  bicarrée  en  x. 

L'équation  développée  s'écrit 

b^a'^xY  —  3b*c*xY  +  2b*c*x*  —  b^x^  +  cY  —  36«c*y* 

-|-  36*cV  —  6«c*  =  o 
ou,  en  l'ordonnant  par  rapport  aux  puissances  décroissantes 
de  X, 

6«a;*  —  6«ayaî*  4-  36*cV^*  —  26«c«x*—  cY  +  ib*cY 

—  Sb'cY  +  t^'c*  =  o 
ou 

b^x^  —  b^x\aY—  3b^cY  +  26*c*)  —  cY(y^  —  36*y*  —  26*; 

_ci6%«  — 6«)  =0.  0) 

Si  dans  cette  équation  on  fait  x  =  o,  on  a 

(y»-6>)3=o, 

3ui  prouve   que  les  points  B  et  B'  sont  des  points  triples 
e  la  courbe. 

Si  d'autre  part  on  fait  2/  =  o  dans  l'équation  (S),  on  «^ 

(x^  —  c«)«  =  o, 
qui  prouve  que  les  points  F  et  F'  sont  des  points  doubles  ; 
mais  pe   sont  des  points  doubles  isolés^  car  les  tangentes 
en  ces  points  sont  imaginaires. 

Tangentes  horizontales.  —  Cherchons  les  points  dç  Is^  courbe 
oh  la  tangente  est  horizontale.  Pour  cela,  il  fi^ut  former  la 
dérivée  par  rapport  à  a;  et  l'égaler  à  zéro. 

On  a      f  =  46»a;»  —  2t*c*a?  (y*  —  36«y»  -|-  6*)  =  o, 
d'où  d'abord  la  solution  x  =  o  qui   indique  qu'aux  points 
B  et  B'  les  tangentes  à  la  courbe  sont  parallèles  à  oa?. 

Ayant  supprimé  cette  solution  et  divisé  par  b^c*  on  a 
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2h^x^  _  c»(î/*  —  26*)(!/*  —  fr")  =  o, 
qui  est  satisfaite  pour  une  valeur  de  y  comprise  entre  les 
deux  droites  t/  =  +  6. 

La  courbe  ne  renferme  dans  son  équation  que  des  puis- 
sance paires  de  x  et  de  y;  elle  est  donc  symétrique  par 
rapport  aux  axes  de  coordonnées,  et  l'origine  est  au  centre. 

L'équation  (6)  bicarrée  en  ac*  est 

6«a;*  —  cc*(a*6«î/*  +  26«c*  —  3a»6*y«)  —  c*(î/*  —  6«j*  =  o 
ou  6«£C*  —  6*  (j/«  —  6')(a*y*  —  2*«c«)  x*  —  c*  (t/«  —  6»)»  =  o. 

Pour  que  cette  équation  ait  ses  racines  réelles,  il  faut  avoir 
6*  (yt  _  6«)«(a«î/«  —  26V)«  +  46«c*  (j/*  —  6»)»  >  o 
ou  6*  (î/*  —  6')»[a*y*  —  4a«6»c«y*  +  46*c*î/«]  >.  o 

ou  6*î/»  (t/»  —  6*)»[a*î/«  —  46*c*]  ^  o 

ou  6*t/*  (y*  —  b*y{a}y  —  2b*c){a^y  -f  26*c)  >  o. 

Pour  que  cette  quantité  soit  positive,  il  faut  et  il  suffit 
que  Ton  ait  a*j/»  —  46*0*  ^  o. 

Il  n'y  a  donc  pas  de  points  de  la  courbe  entre  les  deux 

parallèles  à  oac  t/  =  +  — - — . 

Ces  deux  parallèles,  construites  sur  la  figure,  sont  com- 
prises entre  les  deux  droites  y  =+b. 

Car  la  condition  — r-  )L  b 

a* 

revient  à  celle-ci  (6  —  c)*  ^  o  qui  est  évidente. 

D'ailleurs  le  signe  de  la  somme  des  racines  de  l'équation 
bicarrée  en  x  dépend  de  la  qualité 

(yi  _  6»)(a«y«  —  26*c«). 

Si  y*  —  b*  est   <  o,  pour  que  la  somme  soit  positive,  il 

2b*c* 

faut  que  l'on  ait  v* r—  <o 

a* 

26  V 

ou  y'<'-iir' 

Comparant  cette  quantité  à  b^,  posant  par  exemple 
an  a  2c*  <  o* 

ou  2C*  <  6«  +  c* 

ou  enfin  c*  <  6*. 
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Nous  sommes  ainsi  amenés  à  distinguer  les  trois  cas 
suivants  :  4®    c*  —  6*  >  o. 

2»    c«  — 6*  =  o. 
3«    c«  —  6>  <  o. 

Premier  Cas  :  c"  >  b*. 

Si  (c"  —  6*)  est  >  o  il  existe,  pour  toutes  les  Taleurs 
de  y  comprises  entre  les  parallèles  y  =  dz  6,  quatre  valeurs 
réelles  de  x;  et,  quand  y*  est  >  6*  deux  des  valeurs  dcj 
seulement  sont  réelles  ;  les  deux  autres  sont  imaginaires. 
Les  tangentes  horizontales  étant  les  deux  droites 

,    2b^c 

î'  =  ±-^' 

il  n'y  pas  de  points  de  la  courbe  entre  ces  deux  parallèles. 

Tangentes  avxD  points  B  et  B'.  —  Pour  avoir  les  tangentes 
en  ces  points,  nous  allons  transporter  les  axes  au  point  B, 
par  exemple. 

Pour  cela  il  faut  dans  l'équation  du  lieu  faire 

.T  ==  X 

celle-ci  devient 

ftex*  _  fta  [(Y  +  by  —  6«]  [a»  (Y  +  6)*  —  26V]  X» 
—  c'  [(Y  +  6)»  —  6*]»  =  o 
ou    6*X*  —  ft«  [Y»  4-  26Y]  [a*Y«  —  2a*6Y  -f  o»6«  —  26V] 

—  c*  [Y«  +  26Y]»  =  o 
L'ensemble  des  termes  de  degré  le  moins  élevé  est 

ft»YX*(c«  —  6«)  —  4C*Y*  =  o, 
ce  qui  donne  d'abord  la  droite  Y  =  o,  solution  déjà  trou- 
vée; et  les  deux  autres  tangentes  sont 

Y«  =  (c«  —  6*)  -^  x\ 

On  voit  encore  par  là  que  :  si  c*  >  6*  les  tangentes  en  ces 
points  sont  réelles;  si  c'  <  b*  elles,  sont  imaginaires.  La 
courbe  a  donc  dans  ce  cas  la  forme  que  lui  donne  la  figure  4. 

Deuxième  Cas:  c"  =  6". 

Dans  ce  cas,  les  tangentes  aux  points  B  et  B'  sont  don- 
nées par  l'équation  Y'  =  o  ou,  en  revenant  aux  anciens 
axes  de  coordonnées,  {y  —  6)'  =  o. 
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Ceci  prouve  que  les  parallèles  à  Ox  menées  par  les  points 
B  et  F  sont  des  tangentes  triples  de  la  courbe. 

Quand  y*  —  6*  est  négatif,  les  valeurs  de  x  sont  imagi- 
naires toutes  les  quatre  ;  et  deux  des  valeurs  de  x  seule- 
ment sont  réelles  quand  y*  —  6*  >  o. 

La  courbe  a  donc  dans  ce  cas  la  forme  que  lui  donne  la 

figure  2. 

Troisième  Cas  :  c*  <  6*. 

Quand  on  a  c*  <  6*,  les  tangentes  aux  points  B  et  B' 
autres  que  les  droites  y  =  +  i'»  sont  imaginaires  ;  car  elles 
sont  données  par  Téquation 

Y«  =  (c»  —  6»)  —  x\ 

qui  prouve  que  les  parallèles  menées  par  B  et  B'  à  Oo:;  sont 
des  tangentes  imaginaires  de  la  courbe. 

D'ailleurs,  d'après  la  discussion,  faite  précédemment,  de 
réqualion  du  quatrième  degré  en  x,  les  quatre  valeurs 
de  X  correspondant  aux  valeurs  de  y  comprises  entre  les 
parallèles  à  Ox  menées  par  les  points  B  et  B'  sont  imagi- 
naires ;  et,  en  dehors  de  ces  deux  parallèles  il  y  a  seule- 
ment deux  valeurs  réelles  de  x.  Les  bouclés  de  la  figure  1 
disparaissent  et  la  courbe  a  encore  la  forme  de  la  figure  :2; 
mais  les  tangentes  parallèles  à  Ox  aux  points  B  et  B'  ne 
sont  plus  des  tangentes  triples  de  la  courbe,  comme  dans  le 
cas  précédent. 

Nota    —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Mettental,  à  Besancon. 


QUESTIONS 

POSÉES  AUX  EXAMENS  DE  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE,  1882  (!•'  degré). 


1.  —  Trouver  y  sans  employer  V  équation  en  S^  la  direction  dea 
axes  de  la  surface        x*  —  2yz  =   i. 

L'équation  étant 

f{x,y^%)  =  ?(x,yi2)  +  2Ga;  +  2C't/  +  2C"z  +  .x  =  o, 
les  directions  principales  sont   les   génératrices  communes 

aux  deux  cônes         -^-^  =  — ^  =  — ^^ 

X  y  z 
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2.  —  Discuter  les  diverses  surfaces  représentées  par  réqna- 
lion:  z  =  x*  +  y*  —  2Xxy  -f-  x  —  y  +  i 

quand  on  suppose  que  X  est  variable.  —  Quelles  soni  ley 
valeurs  de  X  pour  lesquelles  celle  surface  représente  un  para- 
boloide  elliptique? 

3.  On  donne  deux  axes  rectangulaires  ox,  oy  :  soit  A  un 
point  dont  les  coordonnées  sont  1  et  i;  soit  A'  son  sifmétriqae 
par  rapport  à  o,  trouver  Céquation  d'une  hyperbole  équilatére 
ayant  les  points  AA'  pour  sommets  réels, 

4.  —  Former  le  développement  de  —r- ,  ^  ,  ,    .f(x)  =  o 

^'^  (X*  —  i)  f  (x)  ^ 

ayant  pour  racines  «,  S  . . .  y. 

5.  —  Trouver^  sans  employer  la  règle  de  VHôpital^  la  limite 
de  y,  y  = quand  x  tend  vers  l'infini. 

Ou  supposera  d'abord  que  ccteud  vers  l'infim  par  des  va- 
leurs entières;  soit  a=i  -|-Qt:  (a  étant  positif)  la  formule 
du  biuôme  peut  s'appliquer  au  développement  de  (i  -(-  *)' 
et  il  en  résulte  notamment 

(i   +  a)*  >    I   -f  auc  -I ^ i-  Qt*; 

1  X  ^^  I 

par  suite  y  >  —  +  *  H *• 

Quand  x  croit  au  delà  de  toute  limite,  le  second  membre 
de  l'inégalité  précédente  croît  pour  des  raisons  évidentes, 
au  delà  de  toute  limite.  Ainsi  y  croit  lui-même  au  delà  de 
toule  limite. 

On  examine  ensuite  le  cas  où  x  tond  vers  l'infini  par  des 
valeurs  quelconques  et  l'on  ramène  ce  cas  au  précédent  eu 
observant  que  tout  nombre  x,  non  entier,  est  toujours  com- 
pris entre  deux  nombres  entiers  consécutifs.  Enfin  on  aura  k 
considérer  le  cas  où  x  tend  vers  —  j/  et  celui  où  b  est  plus 
petit  que  i.  On  ramène  sans  difficulté  ces  différents  cas  au 
précédent. 

6.  —  On  donne  un  plan  par  ses  traces,  rendre  ce  plan  de 
front  par  une  seule, rotation.  Nouvelle  projection  verticale  d^un 
point  du  plan. 
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7.  —  Trouver  Uangle  de  deux  plans  qui  passent  par  un  point 
m,  m',  et  par  deux  droites  D,  D'  situées  dans  le  même  plan  ho- 
rizontal. Résoudre  la  question  en  imaginant  la  construction  qui 
exige  aussi  peu  de  lignes  qu'il  est  possible , 

8.  —  Exprimer  qu'un  cône  est  de  révolution  en  faisant  voir 
que  ses  génératrices  font  un  angle  constant  avec  une  droite  fixe 
passant  par  le  sommet  du  cône. 

9.  — Pour  qu'un  produit  de  facteurs  soit  nul,  il  est  nécessaire 
et  suffisant  que  Vun  des  facteurs  soit  nul. 

La  proposition  est  admise  comme  évidente  pour  des  fac- 
teurs réels.  Examinons  d'abord  le  cas  de  deux  facteurs  ima- 
ginaires. 

Soit  U  =  (a  +  bi)(a  +  6'i), 

c'estrà-dire  U  =  aa'  —  66'  -f-  [aV  +6a')i; 

si  Ton  suppose  U  =  o  on  a  donc 

ad  —  66'  =  o  (1) 

ah'  -f-  6a'  =  o 
si  d  et  6'  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois,  ces  équations  linéaires 
et  homogènes  en  d  et  6'  admettent  une  solution   diiOférente 
de  zéro;  le  déterminant       a  —  6 

b       a 

doit  être  nul,  ainsi  «*  +  6*=o, 

d'où  a  =  o    6  =  0. 

Réciproquement,  si  a  =  o,  les  équations  {\)  sont  yérifiées 
et  Ton  a  U  =  o. 

Il  reste  à  généraliser  cette  proposition  et  à  l'étendre  à  un 
produit  do  p  facteurs  imaginaires;  p  étant  un  nombre  entier 
quelconque.  Ceci  se  fait  sans  difficulté  en  multipliant  succes- 
sivement les  facteurs  du  produit. 

(«1  +  b^i)  (a,  +  6,e)  ...  (a^  +  h  pi) 
jusqu'à   ce   qu'on   trouve   un   résultat  nul.  A  cet  instant  on 
applique  la  remarque  faite  tout  à  l'heure,  pour  deux  facteurs. 

40.  —  Condition  pour  que  les  deux  faisceaux 

Ax»  +  +  2Bxy  +  Gy«  =  0 
A'x«  +  2B'xy  +  C'y'  =  o 
soient  harmoniques. 
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En  coupant  par  la  droite  y  =  i  en  deux  équations  du  se- 
cond degré  dont  les  racines  ap,  pour  la  première  ;  a'^',  pour 
Tautre,  satisfont  à  la  relation 

2  (ap  +  af)  =  (a  +  a)  (&  +  p'), 

on  trouve  ainsi  les  conditions 

2BB'  =  AC'  +  CA'. 


ERRATUM 


A  la  fin  delà  page  428  et  pour  la  suivante  corriger  et  remplacer  la  fin  de 
rarticle  par  ce  qui  suit  : 

or  les  deux  premières  relations  donnent  comme  valeurs  proportionnelles  de 
a,  p.  Y,  1^  expressions 

/  (—/A  +  wB  -h  nC) 
m(/A— mB  +  «C) 
n  [IX  H-  mB  —  nC) 
que  je  représente  par 

m. M 
n.N 
donc  le  lieu  du  centre  a  pour  équation 

\/a,.l  +  V^b,m  +v/c,.m  =0, 

ce  qui  prouve  :  que  le  lieu  est  une  conique  tangente  aux  trois  droites  qui 
joignent  deux  à  deux  les  milieux  des  côtés  du  triangle  primitif;  nous  laissoos 
au  lecteur  le  soin  de  Qxer  en  détail  la  situation  et  la  forme  du  lieu  géoaié> 
trique;  notre  seul  but  était  d'indiquer  un  procédé  qui  peut  servir  dans  beau- 
coup de  questions. 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E,  VA2E1LLE. 


(  AHI8.  ^    IHPRIKKBIB  CIiAIX,20»  RDB  DBBOBBI,  PBB8  DO  BOULEVARD  MOmiAKTRB.  ~  15542-1 
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TRANSFORMATIONS  RECIPROQUES 

Par  M.  CI.  de  lioM||rohamps. 

{Suite,  voir  p.  49,  77  et  97.) 


17.  —  La  transformation  que  nous  étudions  appartient  au 
genre  des  transformations  de  Magnus  ;  elles  sont  définies  par 

les  formules  x  =  r^,       y  =  t^, 

U,  y,  W  étant  des  fonctions  du  second  degré  en  X,  Y. 
Dans  les  transformations  de  cette  espèce,  à  une  courbe  /*,  de 
degré  m,  correspond,  en  général,  et  comme  nous  l'avons 
fait  remarquer  plus  haut,  une  courbe  F,  de  degré  2m.  Mais  la 
courbe  F  peut  être  d'un  degré  moindre  et  nous  nous  proposons 
d'indiquer  maintenant  les  causes  qui  font  abaisser  le  degré 
delà  transformée.  Nous  ferons  voir  ainsi  comment,  par  suite 
de  cet  abaissement,  nous  avons  été  conduit  à  la  construction 
de  l'ellipse,  point  par  point,  au  moyen  d'une  équerre,  cons- 
truction que  nous  avons  exposée  au  début  de  ce  travail. 

18.  —  Pour  plus  de  clarté  dans  les  développements  qui 
vont  suivre,  nous  rappelons  que  nous  avons  nommépôle  prin* 
cipal  celui  des  deux  points  donnés  d'où  partent  les  rayons 
vecteurs;  le  second  point  donné  pour  cette  transformation 
sera  nommé  pôle  secondaire.  Les  axes  de  coordonnées  sont» 
comme  précédemment,  la  ligne  des  pôles  qui  est  prise  pour 
axe  des  x,  et  la  perpendiculaire  élevée  à  cette  droite  au  mi- 
lieu de  la  ligne  des  pôles. 

19.  Théorème.  —  Lœ^sque  la  courbe  f  passe  par  le  pôle 
principal^  le  degré  de  la  courbe  transformée  F  est  abaissé  d'une 
unité. 

Les  formules  établies  plus  haut  (p.  78) 

X  _Y'— X'+rf' 

^^My     _    2Y(d  — X) 

d~d«— X«  — ¥• 

JOURNAL  DB  MATH.  BPiC.  188S. 


—  122  — 

donnent  -^  =  -^, 

formule  qui  a  d'ailleurs  servi  à  les  établir. 
Si  la  courbe  f  passe  par  le  pôle  principal,  on  a 

yfii^f  y)  =  {^  +  (^ft (a?,  y),  (O 

A  ^^  A  ^^^^  des  fonctions  entières  en  x  et  y.  Tune  et  Taulic 
de  degré  {m  —  i),  tout  au  plus,  en  supposant  f  de  degré  m. 
Or,  Ei  dans  une  fonction  entière  <p  (x,  j/),  de  degré  m,  on 
remplace  co  et  y  par  les  formules  de  Magnus 

_   V       _   U 

*  (X  Y) 
9  {Xf  y)  devient — LJ      ,  *  étant  en  général  de  degré  2m, 

dans  tous  les  cas,  ^  ne  peut  pas  être  d'un  degré  supérieur. 
D>piès  celte  remarque,  l'équation  (1)  deyiendra 

Y       F,(X,  Y)  _  F,(X,  Y) 

F|  et  Fg  élanl  de  degré  (2m  —  2).  L'équalion  transformée 

YF»(X.Y)=x(X  +  d)F,(X,Y) 
est  donc  de  degré  {2m -^  i)  seulement.  On  Yoit  aussi  que 
cette  courbe  passe  par  le  pôle  prineipaK 

20.  *^  Tbéorème.  ^  Si  la  courbe  f  passe  par  le  pôle  secon- 
doirCj  l^  ésgri  de  la  eeurbe  tf\msformée  F  est  abaissé  d'une  tmité. 
Les  formules  (A)  donnent 

ir;:rd—Y^  ^^ 

Si  la  eoufbe  f,  qu'on  transforme,  passe  par  le  pôle  secon- 
d£iire,  sou  équation  peut  s'écrire 

yfii^^  y)  =  (^  —  d}f^(x,  y) 

et)  en  raisonnant  comme  nous  l'avons  fait  pour  établir  le 
théorème  précédent,  on  voit  que  le  degré  de  la  trans- 
formée F  est  seulement  égal  à  (2m —  i). 

21 . — Théorème.  —  Si  la  courbe  qu'on  transforme  f,  passe 
par  le  pôle  secondaire,  normalement  à  la  ligne  des  pôles^  le 
degré  de  la  transformée  est  abaissé  de  deux  unités. 

—  —     -   -  -" — ■ —  —     ■  ■  •— 

(*)  Voir  p.  78. 
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L'équation  de  /  est  alors 

!/Yi(-^i  y)  =  (a?  —  d)f^(x,  y). 
Les  formules  (A)  dounent  d'ailleurs 

y  _   2(X-d)' 

d{x  —  a)  W 

eu  posant,  W  =  d*  —  X*  —  Y*. 

D'autre  part,   et  d'après  la  remarque  que  nous  avous 

F  ^X    Y^ 
faite  tout  à  Tlieure,  /"(ce,  y)  devient     '^J^/;  et,  puisque/; 

est  de  degré  (m  —  2)  seulement,  F|  est  de  degré  (301  —  4). 

F  fX   Y) 
De  meiuc  f^(x,  y)  devient  ■    ^y^t      »   Fi    étaat    de    degré 

(2  w  —  2). 
L'équation  transformée  est  donc 

2c/(X  — d)'      Ft(X,  Y)  _  F,(X,  Y) 

ou  2d(X  —  d)«Fi(X,  Y)  =  Pj(X,  Y). 

Ge  que  nous  venons  de  dire  du  degré  des  fonctions  F, 
et  F«  prouve  que  cette  équation  est  seulement  de  degré 
(2m  —  2). 

22.  —  Corollaire  I.  —  A  utie  courbe  de  degré  m  on  peut, 
à  volonté,  faire  correspondre  des  courbes  dedegré  2tû,  (am —  i), 
(2m  —  2),  ou  enfin  (2m  —  3). 

23.  —  Corollaire  II.  —  A  une  conique  on  peut  faire  cor- 
respondre une  quarliqiie,  une  cubique^  une  conique,  ou  une  droite 
suivant  le  choix  que  Ion  fait  des  pôles. 

24.  —  On  comprend  maintenant  comment,  en  disposant 
des  pôles  conformément  à  la  remarque  précédente,  on  peut 
faire  correspondre  une  droite  à  une  conique  et  construire 
celle-ci  point  par  point  au  moyen  d'une  équerrc. 

Eu  faisant  passer,  la  coDique:  1®  par  le  pôle  principal; 
^  par  le  pôle  secondaire;  3® normalement  à  la  ligne  dts 
pôles  en  ce  point,  la  transformée  qui  est  au  plus  de  degré  4* 
s'abaisse  de  trois  unités.  Ainsi  à  la  conique  correspond  une 
droite.  Si  de  plus  on  fait  passer  la  conique  par  le  pôle 
principal,  mais  normalementà  la  ligue  des  pôles,  la  symétrie 
exige  que  la  droite  transformée  soit  perpendiculaire   à   la 
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ligne  des  pôles;  et  c'est  ainsi  qu*en  cherchant  à  favoriser, 
autant  quHl  est  possible^  la  transformation  d'une  conique, 
dans  ce  système  de  transformation ,  nous  avons  trouvé  la 
construction  que  nous  venons  de  rappeler. 

26.  —  Au  cercle  décrit  sur  la  ligne  des  pôles  comme 
diamètre  correspond  la  droite  de  Tinfini.  Si  l'on  considère 
des  cercles  passant  par  le  pôle  secondaire,  ayant  leur  centre 
sur  la  ligne  des  pôles,  mais  ne  passant  pas  par  lepôle  prin- 
cipal, la  transformée  est  nécessairement  une  conique  (21). 
Il  est  facile  de  reconnaître  soit  par  la  géométrie»  soit  au 
moyen  des  formules  de  transformation,  que  cette  trans- 
formée est  un  cercle.  Le  pôle  principal  est  le  centre  de 
similitude  de  ces  deux  cercles,  qui  sont  d'ailleurs  tangents 
l'un  à  l'autre  au  pôle  secondaire. 

26.  —  Théorème.  — A  une  conique  A,  passant  par  les  deux 
pôleSf  œrrespond  une  conique  A'  qui,  elle  aassi^  passe  par  ces 
points  et  ces  deux  courbes  jouissent  de  celte  propriété^  que  si 
[on  fait  tourner  les  axes  de  l'une  de  45^ ^  ils  deviennemt  paral- 
lèles à  ceux  de  la  seconde  conique. 

Eu  effet  à  la  conique  A 

X-»  -  cf«  =  y  (ax  +  fy  +  y) 
correspond  la  conique  A' 

X«  —  ci*  =  Y  (a'X  +  ^T  +  y) 

en  posant  —  a  =  2a     ,  .      , 

Y  —      ad  +  y     ' 
et  Ton  peut  facilement  vérifier  que  les  axes  de  la  première 
sont  parallèles  aux  bissectrices  des  axes  de  la  seconde. 

27.  —  Constiniction  des  axes  et  des  sommets  d'une  conique  A 
définie  par  cinq  points. 

Parmi  les  cinq  points  donnés,  nous  en  distinguons  un  en 
particulier,  le  point  0',  qui  sera  le  pôle  secondaire  de  noire 
transformation.  On  peut,  par  le  théorème  de  Pascal,  déier. 
miner,  avec  une  règle,  la  tangente  à  A  au  point  O'  et,  arec 
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UDO  équerre,  la  normale  qui  sera  prise  pour  ligne  despôles. 

Cette  droite  rencontre  la  conique    en  un    poiut  0,  que  le 

théorème  de  Pascal  permet  encore  de  déterminer.  C'est  le 
point  Oqui  sera  le  pôle  principal. 


Fig.  7. 

Si  maintenant  avec  ces  points  0  et  0'  on  transforme  les 
points  donnés,  et  il  y  en  a  quatre  indépendamment  de  0',  on 
obtiendra  quatre  points  en  ligne  droite;  soit  A' cette  droite 
transformée  de  A. 

Aux  cercles  qui  sont  bitaugcnts  à  A  et  dont  l'un  des 
points  de  contact  est  le  point  0'  correspondent  d^s  cercles 
tangents  à  A'  et  coupant  0*0  normalement  au  point  0'  (28). 
On  obtient  ainsi,  et  comme  l'indique  la  figure,  les  deux 
cordes  principales  O'A',  O'B',  du  point  0'.  On  détermine 
donc,  par  cette  construction  simple,  le  centre  G,  et  les  axes 
en  position  sont  les  droites  CD,  CD'. 

Pour  trouver  les  sommets,  il  faut  observerque  Ton  a  les 
relations,  S,  S'  étant  les  points  inconnus 

GS«  =  CD. CE,  Si?  =  CE'.CD', 

qui  permettent  de  les  obtenir  facilement* 


,  z8;  —  bélermirialtàfi  du  cercle  dé  courbure  eA  iiii  polii^ 
d'uîfie  corii'qde  'définie  par  cini^  fioitils. 

Si  Ton  considère  le  cercle  V  de  courbure  au  poîiit  0',  ce 
cercle  se  transforme  en  un  cercle  Û',  qui  passe  par  0'  nor- 
malement à  00  et  qui,  pour  des  raisons  évidentes,  passe 
aussi  par  le  point  commun  à  A'  et  à  00'  Le  cercle  U  est  en 


Fig.  8. 

efTet  caraq^érisé  par  cette  propriété  que  trois  de  ses. points 
d'intersection  avec  A  sont  confondus  en  0'.  II. faut  donc 
que  le  cercle  transformé  U'  rencontre  A'  en  (^eux  points 
dont  Tun  est  confondu  avec  le  point  de  rencontre  de  A'  et 
de  00'.  . 

Quant  à  Tautre  point,  il  coïncide  donc  d'après  celte 
rcluarque  avec  la  projection  de  O'sur  A'.  Soit  H'  ce  point 
(fig.  8);  en  transformant  H'  le  point  H  appartient  au  cercle 
de  courbure  ^ui  est  donc  déterminé  J)ar  le  point  H,  et  le 
contact  en  0'  avec  la  {)erpendiculaire  à  la  liiînc  des  polo?. 

(A  siurre.) 
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CORRESfOND'ANCE 


Pour  déterminer  le  centre  d'une  bbnique  dont  Téquatioa 
en  coordonnées  cartésiennes  est 

/toc,  y)  =  0, 
on  prend  habituellement  l'intersection  des  deux  droites  dont 
les  équations  sont 

fxi^y  y)  =  o;  fy(x,  y)  =  b. 
Mais  cette  règle  pratique  doit  êtreciitendue  en  ce  sens  que 
le  centre  est  l'intersection  de  deux  diamètres  de  la  courbe; 
et  il  n'est  pas  iadispensable  de  probdrei  les  deux  diamètres 
qui  sont  conjugués  Tun  à  ox,  Tàutl-o  à  oy  ;  souvent  Ihêmo 
réquation  de  la  conique  peut  fournir  deux  diamètres  distincts 
dont  l'emploi  sera  plus  commode;  nous  indiquerons  l'exemple 
suivant. 
Désignons  par  A,  B,  et  G  les  trois  fonctions  linéaires 

oac  +  a'y  +  a"  =  A 
bx  +  b'y  +  6'  =  B 
ex  -\-  c'y  4"  c''  =  G 
et  supposons  en  outre  que  le  déterminant 


a 

0 

a 

a' 

b 

f 

b' 

0 

0' 

c' 

soi t  différent  de  zéro;  réquation 

a«A»  +  &*B»  4-  ï'G'  —  2PyBG  —  2YaGA  —  2apAB  =  o 
est,  pour  chaque  système  de  valeurs  des  paramètres  a,  p..  y, 
réquation  d'une  conique  inscrite  au  triangle  dont   les  cfttés 
ont  pour  équations  respectives 

A  =  o,     B  =  o,     G=.o; 
proposons-nous  de  déterminer  le  centre  de  cette  bourbe. 
L'équation  de  la  conique  peut  s'écrire 

(aA+  PB  -  -rC)<  -  4»?  .  Ari.^  'à,      .  __ 

ce  qui  met  en  évidence  cleiix  taiiî^eritcs  et  leîir  cordé  de  con- 
tact; si  nous  menons  par  le  point  de  concours  de  ces  deux 


=  o, 


=  o 
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tangentes  deux  droites 

XA  -j-  [aB  =  o  (i) 

XA  —  [aB  =  o  (2) 

et  si  la  première  est  parallèle  à  la  corde  de  contact,  la  seconde 
sera  un  diamètre;  or,  pour  que  les  droites 

Xk  +  ifB  =  o 
oA  +  pB  —  yC  =  o 
soient  parallèles,  il  faut  la  condition 

aa  -f  6p  —  CY       a  a.  +  6'P  —  c'y 
aX  -j-  6{i.  aX  -j-  b'[L 

qui  devienti  après  calcul, 

(np  +  my)\  —  (na  +  /y^ 
donc  la  droite  (2)  a  pour  équation 

A  B 

np  -|-  wiy      na  -|-  /y 
ou  bien  nAa  —  nBp  +  (/A  —  »iB)y  =  o. 

(Dans  cette  équation,  nous  avons  posé 

bc  —cb'  =  l 
ca  —  €u:i'  =  m 
aV  —  ba  =  n.) 
Ou  trouvera,   par  une  permutation  tournante,  l'équalion 
d'un  autre  diamètre 

(mB  —  nG)a  +  /Bp  —  iCy  =  o; 
donc  enfin  le  centre  est  l'intersection  des  deux  droites 
(  nAa  —  nBp  +  (/A  —  »iB)y  =  o, 
(  (mB  —  nC)a  +  IBp  —  /Cy  =  o. 

Gela  posé,  si  on  demande  le  lieu  des  centres  des  coniques 
qui  touchent  trois  droites  données  et  passent  en  outre  par 
un  point  donné,  ce  lieu  s'obtiendra  de  la  manière  suivante  : 
Désignons  par  A|,  B^,  G|  les  valeurs  que  prennent,  pour 
le  point  donné,  les  fonctions  linéaires  A,  B,  C;  puis  élimi- 
nons a,  p,  y  entre  les  équations  homogènes 

tjAa  —  nBp  +  (Ik  —  mB)y  =  o 
(mB  —  nU)g  +  /Bp  —  /Gy  =  o 

v/aA,       V^pB,  +V^yC,  =  o 
Or  les   deux  premières  relations  donnent  comme  valeurs 
proportionnelles  de  a,  p,  y,  les  expressions  suivantes: 

t*A,  m^B,  n*G; 
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donc  le  lieu  des  centres  a  poiir  équation 

ce  qui  nous  apprend  que  le  lieu  est  une  conique  qui  passe 
par  le  point  donne  et  est  inscrite  au  même  triangle  que 
toutes  les  coniques  dont  elle  contient  les  centres.  Nous  n'a- 
vions pas  pour  objet  spécial  d'indiquer  ces  résultats  si  faciles 
à  prévoir  par  la  géométrie  des  coniques;  nous  voulions  seu- 
lement indiquer  un  procédé  de  recherche  qui  sera  utile  dans 
beaucoup  d'autres  questions. 

Un  abonné. 


NOTE 

SUR   LA   MÉTHODE    DE   TRANSFORMATION   PAR  RAYONS 

VECTEURS   RÉCIPROQUES 

Par  M.  Aug.  Oairulllon,  élève  de  l'École  nonnale  supérieure. 


Cet  article  a  pour  but  de  montrer  comment  la  méthode  de 
transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques  permet  quel- 
quefois de  résoudre  le  problème  de  mener  la  tangente  en 
un  point  d'une  courbe  algébrique. 

Résolvons  préalablement  cette  question  : 

Étant  donnée  l équation  d'une  courbe  f  (x,  y)  =  o,  les  coor- 
données a  et  ^  du  pôle  et  la  puissance  jjl  d'inversion ,  trouver 
Véquation  de  la  courbe  inverse  de  la  courbe  donnée  (les  axes 
étant  d^ ailleurs  rectangulaires). 

Soit  M  un  point  de  la  courbe  donnée,  de  coordonnées  x 
et  y.  Transportons  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  au 
point  P;  les  formules  de  transformation  seront 

œ  =  aîi  -j-  a, 

Xi  et  j/i  désignant  les  nouvelles  coordonnées  du  point  P;  et 
réquation  de  la  courbe  deviendra 

A^i  +  «»»!  +  W  =  0- 

Si  nous  passons  en  coordonnées  polaires,  le^pôle   étant  en 

JOURNAL  DB  MATH.  SPÉC.   1882.  ^ 
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P  et  ox*|  étant  Taxe  polaire,  au  moyen  des  formules 

Xi  =  pi  cos  «, 
Hi  =  pi  sin  <i), 
réquation  de  la  courbe  pr  endra  la  forme 

/"(pi  cos  <D  +  *>  pi  sin  «  +  ^)  =  G. 
Soit  M' le  point  correspondant  au  point  M  dans  la  courbe 

réciproque;  pi  dési- 
gnant la  distance 
PM,  et  çi\  la  dis- 
tance PM',  on  a  par 
définition 

PM  .  PM'  =  |i 
c'est-à-direpiPi'=a, 

d'oïl  pi=  ^. 
Pi 
La  relation  pré- 
cédente peut  donc 
s'écrire 


y 

1 

\ 

^i 

y 

< 

\^ 

'  • , 

p 

\ 

^1 

0 

X. 

. 

'k 


{X  cos   U> 


+ 


(X  sm  Cl) 


+0= 


Pi  Pi 

et  sous  cette  forme  elle  représente  l'équation  polaire  de  la 

courbe  réciproque  cherchée.  Si  nous  voulons  en  avoir  l'équa- 
tion cartésienne,  les  formules  de  transformation  seront 

cos  u>  =  — T-     sm  w  =  -^    p-  «  =  x,  *  +  Uj  * 
Pi  Pi 

et  il  viendra 


Pi 


Enfin,  si  nous  revenons  au  premier  système  d'azes,  cette 
équation  se  mettra  sous  la  forme 

y        \fk^  —  «)  I  .  M  (y  —  ^)  I  a\_o 

/V  (a:'  -  a)«  +  (y'  -  p)»  "^    '   (x  -  a)«  =  (y'  -  f)»  ■^'  ;-° 
On  voit  donc  que,  pour  avoir  Téquation  de  la  courbe  réci 
proque  d'une  courbe  donnée,  «  et  ^  étant  les  coordonnées  du 
pôle,  a  la  puissance  d'inversion,  il  suffit  de  faire  dans  l'équa- 
tion de  la  courbe  donnée 

|x(a;'  —  g) 


X  = 


(œ' -.«)•+ (y' -P). 


+ 
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^-    (X' -  «)«  +  (y  -  p)«  "^  P' 
ûL''  et  y  désignant  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
de  la  courbe  réciproque. 

Dans  le  cas  où  le  pôle  est  à  Torigine  des  coordonnées,  ce» 
formules  se  simplifient  : 

Ceci  poséy  on  sait  que  si  Ton  considère  deux  points  M  et  M 
de  deux  courbes  inverses  situés  sur  un  même  rayon  vecteur 
les  tangeotes  en  ces  points  font  des  angles  égaux  avec  ce 
rayon  vecteur.  Si  donc  on  peut  construire  simplement  la 
tangente  au  point  M,  on  en  déduira  aisément  I^  tangente  enM'. 
Prenons  un  exemple 

Soit  une  parabole  y"    —  2px  =  o.  Cherchons   quelle  en  est 
Cinverse,  le  pôle  étant  au  sommet  de  la  parabole. 

Les  formules  de  transformation  seront 


x^  +  y''     ^      X*  +  j/'» 
et  la  courbe  réciproque  aura  pour  équation 

(cc'«  +  j/'«)«  ""  X'  +  t/'« 
ou  jxj/'»  =  2px{x*  +  !/'*)•  (1) 

D'autre  part,  Téquation  de  la  cissoïde  définie  par  un 
cercle  de  rayon  a,  ayant  son  centre  sur  Taxe  delà  parabole, 
et  passant  en  son  sommet,  celui-ci  étant  le  point  de  rebrous- 
sèment  de  la  cissoïde,  serait 

2ay^  =  x{x*  -f.  y%  (2) 

Les  équations  (1)  et  (2)  étant  de  même  forme,  on  voit 
que  la  figure  inverse  do  la  parabole  est  une  cissoïde.  Inver- 
sement;  si  on  se  donne  cette  dernière  courbe  et  le  para- 
mètre p  d'une  parabole,  on  peut  toujours  déterminer  une 
puissance  (x  d'inversion  telle  que  la  cissoïde  soit  la  figure 
inverse  de  la  parabole  ;  il  suffit  pour  cela  d'identifier  les 
équations  (1)  et  (â},  ce  qui  donne 

-X.  si= d'oh  (A  =  4pa. 
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Ayant  alors  construit  un  point  M  de  la  cissoïde,  si  Tou 

voulait  détermi- 
ner la  tangente 
en  ce  point,  il  suf- 
firait de  chercher 
sur  le  rayon  vec- 
teur OM  le  point 
correspondant  M' 
de  la  parabole,  de 
mener  en  ce  point 
la  tangente  à  la 
parabole,  et  de 
faire  en  M  avec  MM'  un  angle  TMM'  =  TM'M;  mais 
ici  il  est  bon  de  remarquer  que,  toutes  les  paraboles 
de  même  axe  et  de  môme  sommet  étant  homothétiques,  et 
ayant  par  suite  des  tangentes  parallèles  en  leurs  points 
homologues,  on  peut  prendre  arbitrairement  le  point  M'  sur 
le  prolongement  de  OM.  La  construction  s'achève  en  abais- 
sant M'E  perpendiculaire  sur  OD,  prenant  OF  =  OE,  et 
joignant  M'F,  ce  qui  donne  la  direction  de  la  tangente  à  la 
parabole  ;  il  suffit  alors  de  faire  TMM'  =  TM'M  pour  avoir 
la  tangente  à  la  cissoïde. 

En  particulier,  on  peut  supposer  que  le  point  M'  se  con- 
fonde avec  M  ;  alors  la  construction  se  réduit  à  ceci  :  prendre 
à  gauche  du  point  0  une  longueur  OQ  égale  à  Tabscisse 
du  point  M  ;  joindre  QM  et  tracer  la  droite  MT,  symétrique 
de  OM  par  rapport  à  OM. 

Voici  un  nouvel  exemple  de  Tapplication  que  Ton  peut 
faire  de  la  méthode  d'inversion  par  rayons  vecteurs 
réciproques  au  tracé  des  tangentes  aux  courbes  algébri- 
ques. 

On  sait  que  la  kmniscate  de  Bemouilli  est  le  lieu  des  points 
tels  que  le  produit  des  distances  de  chacun  d'eux  aux  points 
fixes  F  et  F'  soit  égal  au  carré  de  la  moitié  de  la  lon- 
gueur FF'. 

L'équation  de  cette  courbe,  rapportée  à  la  droite  FF'  et 
à  la  perpendiculaire  Oi/  élevée  en  son  milieu,  est  la  suivante: 

(a?*  -f  y*)*  —  2a*(x*  —  j/»)  ==  o. 
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Prenons  le  point  0  pour  pôle,  et  soit  a  la  puissance  d'in- 
version; la  courbe  réciproque  de  la  lemniscate  proposée 
aura,  en  vertu  des  formules  de  passage  que  nous  ayons 
indiquées  dans  un  précédent  article,  pour  équation 

x*  —  u* ■ —  =  o. 

Ce  sera  donc  une  hyperbole  équilatère  rapportée  à  ses 
axes. 

Ceci  nous  conduit  à  la  construction  suivante  : 
Soit  M  un  point  de  la  lemniscate.  Supposons  (ce  qui  est 
toujours  possible) 
que  nous  ayons 
choisi  jjL  de  telle 
sorte  que  le  poinl 
M  se  confonde 
avec  son  inverse 
M',  et  soient  OR, 
OR'  les  bissectri- 
cesdes angles  des 
axes,  asymptotes 
de  rhyperbole  à 
laquelle  appar- 
tient M'.  La  tan- 
gente à  l'hyper- 
bole en  ce  point 
s'obtient  facile- 
ment en  menant  une  droite  PMQ  telle  que  PM  =  MQ.  La 
tangente  à  la  lemniscate  sera  une  droite,  MT  faisant  avec 
le  rayon  vecteur  OM  un  angle  égal  et  de  sens  contraire  h 
OMP. 
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ETUDK  SUR  LES  COORDONNEES  TRILINEAIRES 

ET     LEURS     APPLICATIONS 
Par  M.  E.  J.  Bo«ttel. 

[SuilCj    voir    page    89.) 


DE  LA  LIGNE  DROITE 

Equation  de  la  ligne  droite  en  coordonnées  Irilinéaires.  — 
L'équation  kx  -f-  By  -|-  G  =  o  se  transformant  en  une  équa- 
tion homogène  du  même  degré  en  coordonnées  trilinéaires, 
toute  droite  a  une  équation  de  la  forme 

wa  -{-np  -^  py  ^=  o 
oii  m,  n,  p  sont  des  constantes. 

On  peut  d'ailleurs  établir  ce  théorème  directement  comme 
il  suit  :  a  =  O;  ^  =  Oy  7  =  o  étant  les  équations  en  coordonnées 
rectilignes  de  trois  droites  non  concourantes^  toute  droite  du 
plan  est  comprise  dans  V équation  ma  +  np  +  PY  ==  o* 

En  effet,  cette  équation  représente  des  droites,  puisqu'elle 
est  du  premier  degré  en  x  et  t/  ;  elle  contient  deux  para- 
mètres  arbitraires  qui  sont  les  rapports  de  deux  quel- 
conques des  quantités  m,  n^p  ^  la  troisième;  on  peut  donc 
profiter  de  Tindétermination  de  ces  deux  paramètres  pour 
faire  passer  la  droite  que  représente  Téqualion  générale 
ma  -j-  nfi  -|-  pY  o  par  deux  points  {x  t/'),  (ce*  \j)  pris  à  volonlc. 

Si  l'on  désigne  par  a,  p\  y',  a",  p" ,  y",  ce  que  deviennent  les 
fonctions  linéaires  a,  p,  y,  quand  on  y  remplace  a;  et  j^  res- 
pectivement par  x'  et  y',  x"  et  t/",  on  aura,  pour  déterminer 
les  deux  paramètres  donl  il  s'agit,  les  deux  conditions 

ma'  -\-  n^'  -|-  pY  =  G, 

wa"  +  wf^"  +  Pt"  =  o  • 
Il  y  aura  toujours  une  solution  unique  et  bien  déterminée, 
à  moins  que  les  quantités  a ,  ^\  /,  a",  p'\  y",  ne  satisfassent 

a  6  Y 

aux  relations  — =-  =  -777-  =  — V« 

<z  p^  Y 

Or,ces  conditions  expriment  précisément  que  les  trois  droites 
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a=o,  p=  OyY  =  o  passent  par  un  môme  point,  ce  qui  est 
contraire  à  Thypothëse  (*). 

Si  elles  étaient,  remplies,  il  y  aurait  une  infinité  de  valeurti 
pour  les  trois  paramètres  à  déterminer,  et  alors  l'équation 
mx-\-n^-\-p^  =  o  représenterait  toutes  les  droites  passant  par 
le  point  de  concours  des  trois  droites  a  =  o,  p  =  o,  y  =  o. 

—  Équations  des  axes  de  référence.  —  Ces  équations  sont 
respectivement,  quels  que  soient  les  paramètres  de  référence  : 

pour  BG  ;  a  =:  0  ;  pour  AC  :  p  =  o  ;  pour  AB  :  y  =  o. 
Uar,  pour  tous  les  points  de  la  première  de  ces  droites, 
par  exemple,  et  pour  ces  points  seulement,  on  doit  avoir 

MP  =:  G  ;  or  MP  =— ,  et  comme  le  paramètre  de  référence 

A 

n'est  pas  infini,  il  en  résulte  a  =  o. 

Ces  équations  sont  comprises  dans  Téqualion  générale 
ma  -f-  np  +  py  =  G,  en  y  supposant  nulles  deux  des  trois 
constantes  m,  n,  p. 

—  Équation  d*une  droite  passant  par  l'un  des  sommets  du 
'triangle  de  référence,  —  L'équation  d'une  droite    passant, 

par  exemple,  par  le  sommet  A,  doit  être  vérifiée  par  les 
coordonnées  de  ce  sommet,  qui  sont  p  =  g  et  y  =  o  ;  la 
constante  m  de  Téquation  générale  doit  donc  être  identi- 
quement nulle,  ce  qui  donne  une  équation  de  la  forme 

np  +  PY  =  o  ou  p  =  Ky, 
K  étant  un  paramètre  arbitraire. 

De  même,  les  droites  passant  par  les  sommets  B  et  G  onl 
respectivement  pour  équations 

ma  -|-  Pt  =  o>  ou  Y  ^^  S<* 
et  wa  +  ^P  =  o,  ou  a  =  fp 

dans  lesquelles  g  et  f  sont  des  paramètres  arbitraires. 

a!     0 
(•)  Si  Ton  désigne  par  —  X  la  valeur  commune  des  trois  rapports——,-^, 

y' 

—ffi  1®  P®*^^  P®"*  lequel  passeraient  alors  les  troisdroi  tes  a  =  o,|3=0|Y=° 

aurait  pour  coordonnées rectilignes  x  =  .  ^ — , y  =•:      «.   ^    ■; c'est^èt- 

dire  que  oq  serait  le  point  qui  divise  le  segment  [(os'  y'),  [x'  tT)]  ^va  le  rap^ 
port  X* 
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i/es  résultats  sunt  d'aillears  des  conséquences  inimé- 
diaies  de  la  transformation  des  coordonnées  rectîlîgoes  en 
cordîrinées  triiiriéaires.' 

On  remarquera  à  ce  sujet  que,  lorsqu'on  emploie  en 
coordonnées  recli lignes  une  équation  symbolique  de  la 
f«>r!î,e  1  =  G,  on  ne  fait,  en  réalité,  qu'employer  une  équa- 
tion en  c.>«.'rd lunées  triîinéaires,  la  droite  considérée  étant 
prise  j-our  l'un  des  aies  de  référence,  et  qu'il  en  est  de 
mi-n^e  p.'ur  ur.e  équation  de  la  forme  a  -j"  '-.^  =o, qui  repré- 
sente une  droite  quelconque  passant  par  celui  des  trois 
so:i.niets  du  triangle  de  référence  dont  les  coordonnées  sod: 
x  =  o  et  5  =  G. 

m 

Ajoutons  qu'on  peut  déjà  constater,  dès  à  présent,  combien 
les  coordonnées  trilinéaires  sont  avantageuses  dans  un  grani 
non^bre  de  questions  de  géoméine;  car,  si  Ton  se  reporte  c 
des  démonstrations  données  dans  tous  les  cours  et  par  c»-  - 
séquent  trop  connues  pour  que  nous  y  rerenioas  ici,  î  a: 
exemple,  pour  établir  sur  les  équations  symboliques  q:»: 
les  bissectrices  ou  les  médianes  d'un  triangle  se  coap^nt  cl 
un  même  point,  on  reconnaîtra  que.  dans  ce  mode  de  rai- 
sonnement, on  ne  fait  au  fond  que  prendre  le  Irian^I- 
considéré  pour  triacg'e  de  référence,  et  écrire  les  équations 
en  cc'Ordonnécs  trilinéaires  de  ses  bissectrices  ou  de  sc5 
mêiianes.  Or  on  sait  par  expérience  combien  ces  démos^- 
l râlions  sont  siroplos  et  élégantes. 

—  Equatûu    i,e*\éni'f  i<  flr'iU<  qui  passent  pfir  un  p-,. 
»!  u».e  11,   V,    ^'i.   — Il  faut  écrire  que    Téquation  généra*. 
mx  -L  «^  -|-  ^  =  G  est   vérifiée    par  les    coordonnées    \ . 
point  '^PT^-  ^^^  oblient  ainsi  la  condition 


Cette  condition  détermine  l'un  des  rapports ,  ei 

P       P 

fonction  de  l'autre,  et  si  l'on  substitue  la  valeur  de  n,  ri' 

exemple,   dans  l'équation   générale,   on  obtient  réqnai:  • 
cherchée,  qui  est  wiixS'  —  ^i  »  +  p  (7g'  —  py  )  =  0. 
Cetle  équation  ne  renferme  plus  que  le  seul  parauô: -. 

arbitraire .  Mais,  dans  un  grand  nombre  d*applicatioi^ 


J 
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on  préfère  conserver  l'équation  générale  ma  +  wp  +  PY  =  o, 
qui  contient  deux  paramètres  arbitraires,  en  y  joignant  la 
condition  mx  +  «p'  +  Pi  =o,  qui  relie  entre  eux  ces  deux 
paramètres  ;  on  obtient,  en  effet,  par  cette  manière  d'opérer, 
des  calculs  généralement  plus  symétriques. 

—  Equation  de  la  droite  qui  p<i88e  par  deux  points  donnés 
(a pY).  (*Ty')-  —  L'équation  générale  de  la  droite  étant 
ma  -}-  np  +  p^  =  o,  on  devra  exprimer  qu'elle  est  vérifiée 
par   les  coordonnées  des  deux  points  donnés. 

On  aura  donc      ma  +  np   +  Pï   =  o  (^) 

avec  les  conditions 

ma  -f-  n?'  +  py  =  o,  (2) 

ma"  +  np"  +  PY  '  =  o.  (3) 

Il  faut  tirer  des  deux  conditions  (2)  et  (3)  les  valeurs  de 
deux  des  trois  paramètres  m,  n,  p  en  fonction  du  troisième, 
et  les  reporter  dans  l'équation  (1),  oh  le  paramètre  qui  reste 
disparaîtra  de  lui-même  comme  facteur  commun.  Ce  calcul 
n'est  autre  chose  que  l'élimination  de  m,  n,  p  entre  les  trois 
équations  linéaires  et  homogènes  (1),  (2),  (3),  et  par  couse- 
quent  il  donne  pour  résultat  l'équation 


r 

T 


t0 


=  O 


qui   est   celle  de  la   droite  passant  par   les  deux  points 
donnés. 

Cette  équation  ne  prendrait  la  forme  indéterminée  que  si 
les  trois  mineurs 


»'  p- 

»               » 

*    r 

^    i 

«'  f 

« 

a       Y 

y 

r  t" 

étaient  simultanément  nuls,  ce  qui  donnerait 

«     _    ^     _    T 

a"  ~  fj"  ■"  r"  ' 

et  les  trois  axes  de  référencé  devraient  être  alors  des  droites 
concourantes,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse  fondamen- 
tale. 

Corollaire.  —  Coordonnées  trilinéaires  du  point  qui  divise 
un  segment  iùnné  [(«'PY)'  («Tï")]  ^'^^  ^^  rapport  donné.  — 
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L'éqaalîon  de  la  droite  qui  passe  par  deux  poinls  pcul  èlrc 
écrite  sous  la  forme 


a  <5  Y 


=  o. 


I +X  I +X  I +x 

a  ,   ?  Y 

en  supposant  i  +  X  diflêfent  de  o. 

Cette  droite  renrerme  donc  tous  les  points  dont  les  coor- 
données sont  exprimées  par  les  formules 

a~-L±^      .-L±^      v-X+ill 

""    i+x  '    ^—   ,  +x  '    ^-   ,  +x  ' 

oîi  X  est  un  paramètre  variable,  en  y  comprenant  môme  le 
poiul  correspondant  à  la  valeur  X  =  —  i,  dont  les  coordon- 
liées  sont  infinies,  et  que  Ton  peut  regarder  comme  le  poiul 
ù  l'infini  sur  la  droite. 

Quelle  est  la  signification  géométrique  du  paramètre  À? 
Il  est  facile  de  reconnaître  qd*U  exprime  le  rapport  dans 
lequel  le  point  niobile  M  divise  te  segment  M'  M'.  En  effet, 

de  la  formule  g  =  ^     ,    ^    on  tire    X  =  *,      ^  , 

Si  R  est  le  paramètre  de  référence  relatif  à  Taxe  BC,  ou 
aura,  en  appelant  P,  F,  P"  les  pieds  des  pyramides  abaissies 
respectivement  des  poinls  M,  M'  M",  sur  cet  axe  de  réfé- 

R.MP  —  R.M'F 
^  =   R.M'P--R,MP- 
c  est-à-dire 

^         MP  —  M' P'  _  MG    _    MM 
""    M-P'  =MP  "■  M-D  ""   MM'  '  ^-  "*• 

Les  conséquences  géométriques  de  la  formule  x  = — r- 

s'étendent  donc  complètement  aux  coordonnées  trilinéaires. 
puisque  la  signification  du  paramètre  X  reste  la  même  dans 
ce  nouveau  système. 

Rapport  anhannonique  de  quatre  poinU  en  ligne  droite.  — Le 
rapport  anha'-monique  de  quatre  points  M|,  M.,  Mj.  M^,  si- 
tués en  ligne  droite,  est, comme  oii  sait,  lequolienldii  rapport 
des  distances  de  deux  de  ces  poinls  an  troisième  par  lo 
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rapport  des  dislances   Ls  deux  premiers  points  au  qda- 

Irième.  Eu  employant  la  notation  connue  (M,,  Mi.  M»-  JJW. 

M,  M,      Mt  Ml 
le  rapport  désigné  par  cette  notation  est  -^^^J-  m*  M,  " 

Or,  nous  venons  de  voir  qu'on  a 

M,M,  ""   a, —  a,  M.M,         «4  — a, 

formule   tout  à  fait  pareille  k  celle  qpe  nous  avons  deja 
trouvée  dans  les  coordonnées  tangenlielles.  .     ■      ■ 

Quand  ce  rapport  est,  égal  à  -  i ,  les  quatre  pbiuls  M„  M.. 
M  M.  forment  une  division  harmonique,  dans  laquelle  les 
poVnts  M.  et  M„  d'une  part,  M,  et  M„  d'autre  pari,  sont  les 
points  conjugués.  (^  '^'"•'■^ 

QUESTION  369 

(imlaaon  par  M.  Lelieuvrb,  élève  au  Lycée  de  Rouen. 

On  considère  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes  :  soit  M  un  point 
de  l ellipse;  par  le  point  M,  le  point  }/L' diamétralement  opposé 
et  les  extrémités  kk'  du  grand  axe  on  fait  passer  une  hyperbole 
équilatère  H  ;  puis  on  prend  un  cercle  passant  par  M,  A  et  i\\ 
CPlaposéy  rhypei'bole  et  le  cercU  ont  un  quatrième  point  commUn  P; 
on  mène  MP.  et  on  demande,  le  point  M  parcourant  Vellipse,  de 
déteinn'iner  la  trajectoire  orthoyonale  des  droites  MP.  Cesl  une 
ellipse;  cette  ellipse  n'est  ja^nais  un  cercle  et  n'est  pas  non  pMS 
homothétique  à  l'ellipse  donnée.  On  suppose  a  >  b.      (G.  L.) 

Prenons  pour  déterminer  le  point  M  ranomalie  excen- 
trique <p  de  ce   poini.  Ses    coordonnées    soiii    alors 

x=  à  cbs  cp,  y  =  ^  sih  tp. 

L'équatioii  de  rhyperbbiè  équilatère  passant  par  A,  A\ 
M  et  M'  et  ayant  par  suite  son  centre  en  0  est  dé  la  forme 

ir«  _  y«  -}-  2Bxy  +  F  ==  o. 

Elle  passe  par  les  extrémités  du  grand  axe. 
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Donc  on  a  o* -}- F  =  o,    F= — o*. 

De  plus  elle  passe  par  le  point  M;  donc  on  a 

o*  cos*  ç  —  6*  sin'  9  -j-  2Bab  sin  ©  cos  9  —  a'  =  o 

^g  _    (g*  +  fe«)  sin  y 
a6  cos  9 
L'équation  est  donc 

^  —  y    +  acv  -^ 1 — a*  =  o. 

"     *      ^         ab  cos  9 

L'équation  d'un  cercle  passant  par  A  et  A'  est  de  la  forme  : 

ou  ûj*  -j-  y*  —  2dy  —  a*  =  o. 

Ce  cercle  passe  par  le  point  M.  Donc  on  a 

a*  cos*  9+  ^*  sin*  9  —  2M  sin  9  —  0^=0 

,              (o*  —  6*)  sin  9 
2d= g r. 

L'équation  du  cercle  est  donc 

t    I      1   I     (^'  ~  *^')  sin  9  , 

^*  +  y*  + ^ ^  y  —  o*  =  o. 

Pour  avoir  le  système  des  sécantes  communes,  retranchons 

les  deux  équations  membre  à  membre  : 

.   ,     (a*  —  6*)  sin  9  a*  +  6')  sin  o 

21/*  +  -i T^ i-  y  —  xy -T — ^  =  o 

^   ^  b  ^  ^        «6  cos  9 

qui  donne  y  =  o  pour  AA',  et  pour  la  droite  MP  : 

î'-''"~^56-^«^+"-i6—  sin  9=0. 
Or,  considérons   une  ellipse  ayant  même  direction  d^axcs 
que  Tellipse  donnée  ;  soient  A  et  B  les  longueurs  de  ces  axes. 
Si  on  prend  un  point  sur  cette  ellipse  dont  ranomalie  soil 

l'angle  9,  la  normale  à  l'ellipse  en  ce  point  est 

^  j^t Bi 

y  —  g-  a?  tg  9  +  — r^ sin  9=0, 

équation  identique  à  celle  de  MP.  Donc  toutes  les  droites 
MR  sont  normales  à  une  ellipse  dont  les  axes  sont  dirigés 
suivant  AA'  et  BB'  et  sont  donnés  par  les  équations 
j^  _    a«  +  ft«      A*  — B«    _   g*  —6* 

B   ~       2g6  B         ~        26      ' 

D'ailleurs  chaque  droite  MP  est  Normale  à  cette  ellipse 
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en  un  point  lel  que  son  anomalie  soil  la  même  que  celle  du 
point  M  correspondant  de  Tellipse  donnée.  Il  est  facile 
d'avoir  A  et  B;  car  la  première  équation  donne 

A»  —  BV  _    (g»  —  6«)* 

A«  —  B«  a»  —  6« 


On  a  aussi 


B.        —        2b 

2a*b 


donc  B  = 


a*  —  6«  ' 

.         o  (a*  +  6') 
par  suite  A  ==  — 4 —  . ,    . 

On  a  aussi  A*  —  B*  =  a*.  • 

Donc  les  foyers  de  la  trajectoire  sont  aux  points  A  et  A'. 
Cette  trajectoire  n'est  jamais  un  cercle,  car  si  Ton  avait 
A  =  B,  il  s'ensuivrait  : 

a*  -|-  6*  =  206,      (a  —  6)«  =  o,        a  =  b. 
Or»  on  suppose  a  >  b. 

Déplus,  elle  n'est  jamais  homothélique  àFelIipse  donnée, 
car  on  aurait  alors 

A  _    fl   _   o«  +  6» 

B   —    6    ~        2ab      ' 
d'oh  a*  =  6*.  Ce  qui  est  contraire  à  l'hypothësc. 

Nota.  —  La  môme  question  a  été  résolue  par  M.  Le  Pont,  à  Cherbourg. 

QUESTION  8 

^latloB  [Nir  M.  Cartibr,  élèTO  au  Lycée  d'Angoulème. 


On  considère  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes^  et  le  cercle  A  qui^ 
passant  par  les  foyers.esl  concentrique  à  cette  ellipse.  Par  un  point 
M,  pris  sur  le  cercle  y  on  mène  à  l  ellipse  deux  tangentes  qui  coupent 
le  cercle  aux  points  A  et  B,  différents  de  M.  Démontrer  que  AB  est 
parallèle  augrand  axe  de  V ellipse,  (G.  L.) 

L'équation  de  l'ellipse  est 

X*    ,    y« 
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Celle  du  cercle,      x*  +  y*  —  C*  =  o.  (A 

Soit  (x,^  )  un  point  M  de  ce  cercle  ;  on  a 

L'éqaation  du  coaple  de  tangentes  menées  de  ce  poinl  à 
l'ellipse  est 

(<?-a*)(y  — ?;«— 2aS(a;  — *)(y— ^) 

+  (?*  —  fr*;  (^  —  ^)*= o.  { i) 

Soit  y  =  m  l'équation  d'une  droite  AB. 
L'cqualion  du  couple  de  droites  qui  joignent  M  aux  poiuls 
A  cl  B  où  elle  coupe  A  est 

un  —  ?.;*  ix  —  z)'  +  2x  (m  —  p)  (x  —  x)  (y  —  S) 

+  (X»  +  Ill«— C»)(i/  — ^)«  =  0.  *        (^1 

Ou  peul  identiûer  (i)  et  (3).  En  effet,  on  a  en  même  temps 
pour  uuc  valeur  conyenable  de  m 

{m  —  p)*  _  a»  — c*4-">*  _        ■»  —  P 
S*  —  6*    ""        X*  —  a*        ■"  p 

ou.  en  remplaçant  X*  par  sa  valeur  tirée  de  (1), 

■  m  —  f^y  __        m*  — 5'  _        m  — 3 
y  —  b*  "■        ^»  +  &«   ~  p 

w  — p   _       m  +  g  _         I 

11  suffit  de  prendre  m  =  ---. 

P 

La  proposition  se  déduit  facilement  de  là. 

b* 
On  peut  remarquer  que  — r—  est  l'ordonnée  à  l'origine  de  la 

taugcnte  à  l'ellipse  menée  par  le  point  d'ordonnée  %  c'csl-b- 
dire  situé  sur  la  parallèle  au  graud  axe  menée  par  M. 


fle«oB4c  ■•IvUoa  par  M.  Godbfrot,  élève  aa  Lyeée  de  Ljo  i 

On  a  d'après  un  théorème  connu 

angle  AMF  =  angle  BMF. 
Joignons  AF':  d'après  la  mesure  des  angles  on  a  aussi 

AF'F  =  AMF  cl  BAF  =  BMF'. 
Mais  AMF  =  BMF,  donc  aussi  AFF  =  BAF'. 
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égalité  qui  prouve  que  les  deux  droites  AB  et  FF  sont  paral- 
lèles. 

Nota.  —  La  même  qaostion  a  élé  résolue  par  MM.  Mettetal,  è  Besançon; 
M.  S.,  à  aar-le-Duc. 

^       ■         ■■        ■■  ■ !■■       I       ■ 

QUESTIONS    PROPOSÉES 


20.  —  Ou  cousidëro  und  surface  fixe  du  second  degré, 
et  une  série  de  surfaces  horaothétiques  du  second  degré 
circonscrites  à  la  première.  Trouver  le  lieu  des  sommels  des 
cônes  de  révolution  circonscrits  à  ces  surfaces. 

21.—  Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  d'une  série 
di'  surfaces  homofocales  du  second  degré  avec  des  plans  pas- 
sant par  une  droite  donnée  ou  par  un  point  donné. 

22.  —  On  considère  une  surface  du  second  degré  et  une 
courbe  gauche  du  troisième  degré  passant  au  centre  de  la 
surface,  et  ayant  pour  directions  asymptotiques  les  axes  de 
cette  surface.  Faire  voir  que  les  normales  à  la  surface  aux 
six  points  oii  elle  est  coupée  par  la  courbe  gauche  appar- 
tiennent à  un  môme  hyperboloïde.  (G.  Aœnigs,) 

23.  —  On  considère  une  ellipse  E,    rapportée  à  ses  axes 

et  un  diamètre  quelconque  FF.  Parles  extrémités  P,P'  de  ce 
diamètre  et  par  les  foyers  de  Tellipse  donnée,  on  fait  passer 
une  hyperbole  équilatère  H,  qui  rencontre  E  en  deux  points 
diamétralement  opposés,  Q,  Q'.  Ceci  posé,  aux  points  P,  Q, 
on  mène  les  tangentes  à  E;  ces  droites  se  rencontrent  en 
un  point  I:  1®  trouver  le  lieu  de  ce  point  quand  PP' tourne 
autour  du  centre  de  E.  Ce  lieu  est  le  cercle  circonscrit  au 
rectangle  construit  sur  les  axes. 

2°  Au  point  I,  on  abaisse  des"  perpendiculaires  sur  les 
asymptotes  de  H:  trouver  le  lieu  de  ces  projections.  Ce  lieu 
est  la  podaire  du  centre  de  Tellipse  E. 

3^  On  demande  de  vérifier  ces  deux  résultats  par  des  cou- 
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sidérations  géométriques  en  établissant  d'abord  le  théorème 
élémentaire  suivant:  ou  considère  un  triangle  ABC,  cl  sur 
la  base  BG  deux  points  D  et  D'  également  éloignés  du  milieu 
de  BC.  Soit  D'  la  symétrique  de  D  par  rapport  au  point  A. 
La  droite  D'D'  rencontre  AG  en  un  point  M;  la  droite  qui  va 
de  D'  au  milieu  de  MG  est  parallèle  à  AB.  (G,  L.) 

24.  —  On  considère  deux  droites  rectangulaires  ox  etot/, 
et  un  cercle  G  langent  à  Taxe  ùx  au  point  P'.  Soit  P'  la  symé- 
trique de  P  par  rapport  à  l'origine.  Par  ce  point  F,  on  mène 
une  transversale  L,  qui  rencontre  G  en  deux  points  A  et  B. 
On  joint  alors  le  point  P  au  point  A  et  à  celte  droite  on  élève 
en  ce  point  P  une  perpendiculaire  qui  rencontre  L  en  un 
point!.  Trouver  le  lieu  du  point  I  quand  L  tourne  autour 
de  F.  —  Ce  lieu  est  une  cissoïde  oblique  ayant  pour  point 
de  rebroussement  le  point  P.  On  propose  enfin  de  démontrer 
ce  résultat  par  la  géométrie.  (G,  L.) 

25.  —  On  considère  sur  une  ellipse  E  un  diamètre  A'A' 
et  deux  points  quelconques  A,  B.  Les  droites  AA'  et  BA'  se 
coupent  en  un  point  P;  AA''  et  BA'  en  un  point  Q;  le  pôle 
de  AB  est  évidemment  silué,  ainsi  que  le  prouve  le  théo- 
rème de  Pascal,  sur  PQ  ;  mais  ou  propose  de  démontrer  qu'il 
est  placé  au  milieu  même  de  PQ.  (G.  L.) 


Le  Rédacteur-Gérant, 
IL  YAZEILLE. 


mit.  —  IHraUSmiB  CBA^Z^SO,  BCK  BnOnB,  PBBS  DOBOULBTARD  HOmABTSB.  —  U'S4^ 
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TRANSFORMATION  RECIPROQUE 

Par  M.  O.  de  JLonyehampc. 

(5Mf/6,  voir  p.  49,  77,97,121) 


29.  —  Définition  de  la  transformation  réciproque  dans  Ves- 
face,  —  Nous  nous  proposons  maintenant  d'étendre  à  Tes- 
pace  la  transformation  réciproque. 


Imaginons  deux  points  fixes  0,  0',  0  étant  le  pôle  prin- 
cipal, 0'  le  pôle  secondaire  de  la  transformation.  On  joint 
le  point  0  à  un  point  quelconque  M  de  Tespace,  et  dans  le 
plan  MOO'  on  élève  à  la  droite  O'M  une  perpendiculaire 
qui  rencontre  OM  en  M'.  Ce  point  M' sera  dans  ce  système 
le  transformé  ou  le  correspondant  de  M. 

30.  —  Formules  relatives  à  la  transformation  réciproque 
dans  Vespace,  —  Prenons  pour  axe  de  x  la  ligne  des  pôles, 
pour  origine  le  milieu  0"  de  00',  pour  plan  de  y%  celui  qui, 
en  ce  point  0',  est  perpendiculaire  à  00'  ;  enfin  pour  axes 
dô  t/  et  de  ;s  deux  droites  rectangulaires  de  ce  plan.  Dési- 
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gnons,  dans  ce  ayslème^  par  x,  y,  s^  les  coordonnées  du 
point  H;  par  X,  Y,  Z,  celles  du  point  transformé  M". 

Projetons  M  et  M'  sur  aaoy  et  soient  P,  F  ces  projeclions 
qui  sont  en  ligne  droite  ayec  0;  projetons  encore  P  et  F 
sur  oa?  en  Q  et  Q';  on  forme  aiasi  des  triangles  semblables 
deux  à  deux  qui  donnent  les  relations 

OQ  _  _PQ^  _    m^  _    MQ 

OQ  ~    P'Q'  ~    MF  ~    MQ" 
ou,  en  prenant  (X)'  =  2(i, 

d  +  x  _  y  _  %  _    MQ 
d  +  X   "Y^Z""  MQ'  •  ^^ 

D'autre  part,  les  triangles  semblables  O'MQ,  O'M'Q'  don- 
nent aussi  MQ .  MQ'  =  OQ .  OQ' 
ou  encore             MQ .  M'Q'  =  (d  —  ac)(X  —  rf). 
Les  relations  (1)  peuvent  donc  s'écrire 
d+x  _y   _J_  ^  MQ  .  M'Q'  _   (d  —  x)ÇL^d) 
d  +  X  ~  Y  ""  Z  M'Q'«  Y«  +  Z« 

d  +  x         (d  —  a)(X  —  cO 
Onadonc       -j^^  =        y^^^' 

X         X«  —  Y*  —  Z«  —  d« 

qui  donne  ^  =  X'  +  Y'+Z«-d«  ' 

On  trouve  ensuite 

y     _  2Y(X-d) 

d  ■"  X«+Y«  +  Z«  — d«' 
J.  _         2Z(X  —  d) 
d  ~X«+Y«  +  Z»  —  d*' 
Il  y  a  d'ailleurs  réceproctïé  entre  les  lettres  a?,  y,  2  etX,  Y, 
Z  ;  et  Ton  troure 

X  _  ce*— y*—  g«  — d» 
d    "■  a;*  +  y«  +  ;5*— d»* 
Y   _  2y(x  —  d) 

d          x»  +  y«  +  a«  —  d»  ' 
Z 2gfa;  —  d) 

T"""  a;«-f  y«+;s«  — d** 
Il  résulte  de  ces  formules   que  si  Ton  veut  transformer* 
daii0  ce  système,  une  surface  de  degré  m,  f  (x,  y,  s)  =  0. 
réquatioA  (ransformée  sera  de  degré  2111,  du  moins  en  gêné- 
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rai,  car  nous  signalerons  tout  à  l'heure  des  causer  qui  foQt 
abaisser  le  degré  do  la  transformée. 

31.  Transformation  du  plan,  —  Au  plaa  P,  dçat  1  eqaatiop 

est  A^  +  B-^  +  C4r  =  A 

a  a    ^       a 

correspond  la  quadrique  F, 

(A  —  ft)X«  —  (A  +  *)  Y»  —  (A  +  A)Z«  +  f  CZX  +  aBXÏ 

—  2d(BY  +  GZ)  +  i|i(fc  —  A)  ç=  o. 

Cette  équation  est  intéressante  à  discuter. 

L'équation  en  S  appliquée  à  %ette  surface  est 

S»  +  (A  -h  3A)S«  -f.  [(A  -f  A)(3ft  ~  A)  -«•  B*  -..  G»JS 

-h  (A  -h  A)(A«  —  A*  —  B*  —  G*)  =  o 

et,  si  l'on  pose  A»  +  B«  +  C«  =  K«, 

les  trois  racines  sont 

s,  =  -  (A  -h  A), 

S.  =  -  A  +  K, 

S,  =-(A  +  K). 

Le  hessiea  de  la  surface  est  d'ailleurs 

A  — *        B  C 

B    —     (A  +  A)         o 

C  o        —  (A  -J-  *)  ^  C 

o  —   B         —G    A  —  A 

Pour  calculer  rapideineat  ce  déterminant  ajoutons  d'abord 

la  quatrième  colonne  à  la  première,  on  aura  : 

A— A  B  C  o 

o       —  (A  +  A)  o  —  B 

o  o      ■--  <A  -f-  A      -^  G 

h  — à.  — B  — C       A  — A 

Ajoutons  maintenant  la  quatrième  ligne  à  la  première, 

il  vient  : 

o  o  o  A  -t-  A 

o       —  (A  -f  A)  o  —  B 

o  o  —  (A  +  A)       —  C 

A— A         — B  —G  A— A 

o    —  (A  +  A)  o 

o  o        —  (A  -f  A) 

A  — A        — B  —G 


H 


0 

—  B 


: 


d« 


H 


ou 


=  (A-A) 
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on  B;  finalement  : 

H=  — rf«(A4-A)*(A— A*). 
L'équation  de  la  surface   rapportée  à  ses  axes,  quand  un 
suppose  K*  différent  A*,  est  donc 

—  (A  +  A)X'«  +  (K  —  A)Y'«  —  (K  +  A)Z'«  =  ^^^^,^^7^-' 

32.  —  Nous  reviendrons  tout  à  Theure  sur  le  cas  singulier, 
celui  oh  Ton  suppose  A*  =  K*  ;  dans  le  cas  général,  Téqua- 
tion  précédente  ne  peut  représenter  que  des  ellipsoïdes  ou 
des  hjperboloïdes  à  deux  nappes.  C'est  ce  (jue  nous  allons 
montrer.  On  peut  toujours  apposer  A  >  o,  et  comme  K 
désigne  essentiellement  la  racine  réelle  positive  de  l'expres- 
sion (A*  -}-  B*  +  C*),  nous  pouvons  dire  que  K  est  aussi  une 
quantité  positive.  Deux  cas  seulement  sont  donc  à  distinguer, 
suivant  que  Ton  suppose    A  —  K>o    ou  A  —  K<o. 

La  discussion,  sur  laquelle  il  est  inutile  d'insister  davan- 
tage, peut  se  résumer  dans  le  tableau  suivant  : 
.       -j.         (A  +  A>o        Ellipsoïde  réel. 
""  (  A  4"  A  <  o  (Inégalités  incompatibles.) 

^        C  A  -j-  A  >  o        Hyperboloide  à  deux  nappes. 
^  —  ^^^}k-{-h<o  (Id,) 

Nous  ferons  seulement  remarquer  pourquoi,  dans  ce  tableau, 
nous  avons  marqué  les  inégalités 

A  —  K  >  o  (1) 

A  +  A  <  o.  (2) 

comme  incompatibles.  Il  ne  faut  pas  oublier  que  les  lettres 
A,  A,  K,  d,  ont  une  signification  géométrique  qui  ne  permet 
pas  d'établir  entre  elles  des  illégalités  quelconques.  La  dis- 
tance p  de  l'origine  au  plan  P  est  donnée  par  la  formule 

D'autre  part,  le  plan  P  rencontre  l'axe  des  x  à  une  distance 

p'  de  l'origine,  telle  que,   p'  = ^. 

Dans  cette  fonmile  p  désigne  la  distance  absolue  quand  ou 
suppose  A  <  o.  Ceci  posé  on  a  évidemment  p'  >  p  ou 

hd  hd 

—  A    ^    K    ' 
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on  a  donc  A  -f-  ^  >  o  en  chassant  les  dénominateurs  positifs. 
Or  les  deux  inégalités  (1)  et  (2)  donnent  par  combinaison 

A  +  K  <  o 
et  pour  ce  motif  sont  incompatibles.  Il  faut  d'ailleurs  remarquer 
que  l'inégalité    (2)  entraîne    nécessairement  la  condition 
A  <  o  que  nous  avons  admise. 

Si  l'on  veut  maintenant  observer  que  la  formule  (3)  dans 
l'hypothèse  h  —  K  >  o  donne  p  >  d ,  et,  au  contraire,  p  <  d 
si  l'on  suppose  h  —  K  <  o,  nous  pourrons  dire  : 

Théorème.  —  Dans  la  transfoi^mation  réciproque  à  un  plan 
P  correspond  une  quadrique  P'  qui  est  un  ellipso'idey  si  le  plan 
P  est  extérieur  à  la  sphère  décrite  sur  la  ligne  des  pôles  comme 
diamètre;  et  un  hyperbolofde  à  deux  nappes  quand  le  plan  P 
coupe  cette  sphère.  (A  suivre.) 


ETUDE 
SUR  l'Équation  et  sur  la  forme  binaire 

DU   QUATRIEME   DEGRE 
Par  M.  KoBhler. 

(Suite,  voir  page  105.) 


///.  —  Signification  géométrique  des  fonctions  I  et  J. 

Nous  allons  chercher  l'expression  du  rapport  anharmonique 
de  quatre  points  déterminés  par  les  deux  équations  : 

mx*  +  pan/  -j-  çy*  =  o 
et  m'x*  -}-  p'a?y  +  qy*  =  o. 

Soient  (x^^  y^),  (x^,  y,)  les  coordonnées  binaires  des  deux 
points  représentés  par  la  première  équation  ;  (x„  y^),  (X4,  y^) 
les  coordonnées  des  deux  autres  points.  Une  des  valeurs 
du  rapport  anharmonique  peut  s'écrire,  soit 

p  =  •  ", 

'  or»    ^i^  or*  or»    ^_  or» 

tX/^  ^^  «A/j         •*'4  ^—  •*'j 


—  »»  ~  y»  ■  y»  —  y 


t 


soit  p  =  - — .  , 

^      »*  —  yi    y*  —  Vt 
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ëuiTfint  tfûe  Von  compte  les  distances  à  partir  de  Torigine 
des  a?  cm  de  l'origine  des  y.  Mais  on  pent  écrire 
x^  —  x^  _  y,  —  yi    _   agsyi  —  x^y^ 

x,  —  x^      Vi  — yi 
_  y,a;i  —  a?tyi  ^ 

y.x^  —  Xiy^ 
ei  de  même 


«Z/a    """^  %JCi 


'8 


^«      y»  — yi 


^4yi 

—  XiVi 

Xtyi 

—  yrTi 

^kVi 

—  y^Xi 

xjy^ 

—  x^y. 

Xi  —  a:j  y^  —  y,  x^y^  —  yjar, 

Dono  on  a 


'^ 


__  (flgtyi  ^  y>agtKag4yt  —  yi^Pt)  _  \y»      yiAyi      yj  .^ 

^     (aîiyi  -*  yiûCiKaîiy,  —  y;iaci)      fx,  _  x^rx,  _  x^\ 

\y4      yiAya      yJ 

Si  maintenant  on  pose 


R  =  Y^p»  —  4mç,     R'  z=r  y/p'«  —  j^'q  ; 

a?!  — p  -|-  ^         35, — p  —  R 

yT  ~       ââ»      •      y7  ""       ^      ' 

Xi — y  H"^       ^4 — p — R' 

y,  "~        2m       '       y*  ""        2m'      ' 

on  trouve  la  formule 

^  2qm'  +  2gm  —  pp+W 

^        2qm  +  2qm  —  pp  —  RR'  *  ^ 

Nous  rappellerons  que  le  rapport  anbarmonique  de  quatre 

points  a  six  yaleurs  distinctes  en  général,  savoir': 

I                         t           p— I           p 
Pf  -*-i  I  — Pf    *T f  


p  I  —  p  p  p  —  I 

p  désignant  le  résultat  obtenu  en  groupant  les  quatre  points 
d'une  manière  quelconque.  Lorsque  les  points  sont  harmo- 
niques,  les  six  valeurs  se  réduisent  à  trois,  savoir  —  i, 

1  et  — . 

2 

Un  autre  cas  particulier  est  celui  oh  Ton  a  p*  —  p  -f-  1=0; 
alors  les  six  valeurs  se  réduisent  à  deux,  qui  sont  les  racines 
de  réquation  précédente,  c'est-è-dire  les  racines  cubiques 
imaginaires  de  l'unité;  les  quatre  points  sont  alors  en 
situation  équi-anharnumique. 
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Supposons  maintenant  que  J  soit  nul  ;  Téquation  (8)  a 
une  racine  nulle  et  la  valeur  correspondante  de  X  est  X  =  c, 
L'équation  (1)  devient  : 

(ace*  +  2bxy  +  cy*)^  —  j/*[cc'(46*  —  400) 

+  4œy (bc  —  ad)  +  j/*(c*  —  ae)]  ^s  o. 
Le  polynôme  entre   crochets,   devant  être  carré  parfait, 

s'écrira  4(6» - ac)[x  -    ^^f^,Z%    ^J' 

d'où  résulte  le  mode  de  décomposition  suivant: 

[ax^  +  2xy{b  +  r  ^*  —  <^)  +  V^l^ .  ]  1 

V         Vb^-acJj 

En  calculant  le  rapport  anharmonique  des  quatre  points 
représentés  par  les  deux  trinômes  du  second  degré,  d'après 

la  formule  (8),  on  voit  que  p  se  réduit  à       p^,-     s=r  —    i , 

parce  que  2gw'  +  2g'm  —  pp'  est  identiquement  nul. 

Donc  :  qiiand  on  a  J  =  o,  les  quatre  points  représentés  par 
la  forme  du  quatrième  degré  sont  en  situtation  harmonique,  et 
on  est  en  droit  de  conclure  que  J  est  un  invariant. 

Supposons  maintenant  qu'on  ait  I  =  o.  En  divisant  par 

a  et  en  désignant  les  quatre  racines  — ^,  etc..  par  p,  y,  8,6, 

réquaiion  I  =  o,  pourra  s'écrire  : 

liPySe—  3E  .  SpY^  +  (Hf^)*  =  O. 
Mais  on  a  i^p.spyS  =  Lp*Y8  -j-  ^yZ^ 

(S^y)«  z=  spY  +  2Sp*Y$  +  6p"y8c  ; 
l'équation  devient  donc 

Sptyt  _  spt^S  -_  opySe  =  o 

ou  bien  en  développant  : 

(PY  +  5e*) .+  (P5  +  ï^)'  +  (Ps  +  ï8)'  -  (pS  +  Ye)(p.  +  T«) 
-  (P«  +  r5)(Pï  +  Se)  -  (Py  +  S.)(68  +  r«)  =  o 
OU  enfin,  abréviativement  : 

M*  +  N«  +  P«  —  NP  —  PM  —  MN  =  o.  (6) 

Mais  la  valeur  (4)  du  rapport  anharmonique  est 

^py  -|-  Se  —  pe  —  yS  _  M  —  P 

P  -  Py  +  5s  —  p8  —  Y*  ""  M  —  N' 
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Maintenant  l'égalité  (6)  devient  en  ajoutant  etretranchant 
des  termes 

(M  —  P)»  +  (M—  N)»  —  M»  +  MP  +  MN  —  NP  =  o 
on       (M  —  P)»  4-  (M  —  N)«  —  (M  —  N)(M  —  P)  =  o 
on  enfin 

/M-P\'  ,  M-P         , 

Donc,  çarand  on  a  1  =  o,  les  quatre  points  représentés  par 
la  forme  du  quatrième  degré  sont  en  situation  équi-anharmonique: 
on  en  conclut  que  I  est  aussi  un  invariant. 

Il  reste  à  chercher  par  quels  facteurs  I  et  J  sont  multipliés 
lorsqu'on  fait  la  substitution  linéaire  x  =  vX  4~  P^> 
y  =  ai'X  -{-  ^'T.  Pour  cela  nous  remarquerons  que  le  dis- 
criminant P  —  27J*  est  le  produit  des  carrés  des  différen- 
ces des  racines,  c'est-à-dire   de   six  facteurs  de  la   forme 

Lorsqu'on  fait  la  substitution  indiquée»  on  reconnaît  que 
chaque  facteur  devient  (X^Y, —  YiX,)*(a^'  —  fat')*;  le  discri- 
minant se  trouve  donc  multiplié  par  (x^'  —  P»')".  Il  en  ré- 
sulte que  I  est  multiplié  par  (ap*  —  f^x'y  eV  J  par  {xp'  — 62')*. 

On  peut  s'en  assurer  par  un  calcul  direct  ei\  formant  les 
coefficients  de  la  nouvelle  expression  de/"»  puis  les  nouYeaux 
invariants. 

IV.  —  Détermination   du     rapport  anharmonique  des    quatre 
points  représentés  par  V équation  f  =  o. 

Nous  allons  calculer  en  fonction  de  I  et  de  J  l'expression 
du  rapport  anharmonique  des  quatre  points  représentés  par 
l'équation  f^^Oj  sans  faire  aucune  hypothèse  particulière. 

Posons  pour  un  instant 

A  =  46*  —  6ac  -|-  2aX,      B  =  2X6  —  7,ad\ 
on  aura 

f=  (ax>  +  26xy  -f-  Xy»)*—  y*  [Ax*  -f  2Ba:y  +  y«(X*  —  aé)]. 
Puisque  X  est  déterminé  de  telle  sorte  que  le  second  tri- 
nôme soit  un  carré,  on  peut  écrire: 

(*)  Voir,  pour  la  démoDstration  de  œ  fait,  les  Leçons  d'Algèbre  supérietav 
de  Satmon^  traduction  francaiâ^,  p.  78. 


—  im  — 


ax*  +  2bxy  +  Xy«  _  hEi±M.'\ 


\ax*  +  2bxy-^\y*  +  è^L+Jî^!! 


=  l^ox'  +  xy  (2b  -  v/a  )  +  î/»  (X  -  JLVl 

|^«x«    4-  !rj/( 26  +  V^A)  +  .v*(X  +  ~\]  (7) 

D'après  la  formule  (5),  le  rapport  anharmonique  est 

_  4aX  —  46»  +  A  4-  R 
'''~4aX  _46«4.  A  — R 
R  désiguaot  la  racine  carrée  de  l'expression 

[(26  -Viy  -  4«^  +  ^][(26  +/Â>-  4«X  -^] 

Comme  on  a 

4aX  —  4&*  +  A  =  6a(X  —  c)  ==  6ajx, 
la  formule  précédente  devient 

6{x(p-i)=R(p  +  ,), 
ou  bien,  en  prenant  pour  inconnue  auxiliaire 

36ixV  =  R». 

Le  polynôme  R*  s'exprime  très  simplement   en  fonction 
de  I  et  J;  on  a 

R»  =  (46!  +  A  —  4aX)»  —    lô/fr/A  —  -^V 

\  \/a/ 

=  (86.  _  6ac  -  2aX).  -  '6(6a&c  -  2a'd- 46'). 

40»  —  6ac-\-  2aX 
ou,  en  remplaçant  X  par  jjl  -|-  c, 

R*  =  — t; î — i [(86«  —  Sac  —  2aîiL)»(26«  —  2ac+  au.) 

20*  —  2aC  -f-  ^î^  I       r/ 

—  32  (3a&c  —  26'  —  a*rf)] 

=      .,    .    ^ ; [aY  —  6a V*  (6'  — oc)  +  8a«  (36V 

—  4ac»  +  6a6cd  —  a*rf«  —  4&*(i)] 
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4-' 


^* 2'K  -»-  flx 


[ou»   —  6:x*iM  _  oci  -f  8aJ 


-f  81  '6*  —  ar .] 

Lj  s-bs;;.--.u.nde  cette  râleur  dans  la  relation  3^x*S*  =R* 
i  ::ne  lepalijn 

•X*  •  *  'j^  —  a'*  -*-  ô'x*  « 6*  —  ac H 3^  -+-  a* • 

^  &  *j-  \\  b^  —  «n  -}-  11J7  =  o.  8 

II  Le  re:>ie  }  iu?  q-j'à  éliminer  ;i  entre  les  deux  équations 
li  iTûifîrii^e  degré  ^  et  i-^i  u-  —  u.1  -l  oj  =  o,  pour  avoir 
La  résc'.-Uon  cherchée  entre  le  rapport  anharmonique  et  les 
:  Invariants. 

Les  calc^s  sont  assez  prolixes:  il  n'est  §^ère  possible 

d  vTiter  le  dt^vel:-^  pement  complet  du  résultant  des  équatious 

^^  et  X  .  Ce  résultant,  pour  deux  équations  incomplètes  de 

la  forme  Ar«  --  Bx*  -f  D  =  o  et  A.r»  +  Cx  +  D  =  o  est 

AD*  —  D  A*  —  B'AD»  —  A«DC«  —  A*BCD*  —  B*DAC» 

—  2AD*A*C  —  3  AD*A*D  —  3A»DA'D«  —  ABDA'BD. 

En  u:  donnant  suivant  les  puissances  de  <;,  on  troure  que 
tous  les  termes  du  résultant  contiennent  en  facteur 

ai  -:-  a*I  i6*  —  ac»  —  416*  — acYx 
arres  la  sappressîon  de  ce  facteur,  il  reste 

5S5-J*^  -f-  7*  5852J«  —  648P)  -f  c*0944J*  +  144!^) 

-h2i6J«— 8P  =  o 
vU   2:6J=.27c*  -î-27^-f  97*  -f-  il  — SPiSiç*—  i8«*+  \)  =  o 

ce^t-à~dire  —  =  27         .      — -  =  108        ^-  .    ^     / 


J«        '-^     to-;*— i;*  î5+i)*i25*— 5p  +  2V 

U  +  I)*(25  —  l)*(- —  2)* 

Telle  est  la  relation  cherchée. 

Elle  l'ait  retrouver  des  résultats  déjà  obtenus  ;  si  Tinva- 

riant  I  est  nul,  on  a  p* —  p  4*  ^  =  ^»  ^^  ^  ^^  ^^j  ^^  ^  ^oi^ 
;  4"  ■  =  o,  soîl  2p  —  I  =0,  et  Tune  quelconque  des  valeurs 

^  I ,  —  et  2  pour  Zj  caractérise  la  situation  harmonique. 

Enfin,  on  voit  aussi  que  --j^  est  un  invariant  absolUf  c'est^- 
dire  une  fonction  qui  se  reproduit  sans  l'adjonction  d'aucun 
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facteur,   lorsqu'on  fait  une  transformation  linéaire,   car  I9 
rapport  anharmonique  ne  change  pas. 

On  voit  d'ailleurs  que  T^  et  J' sont  multipliés  chacun  par  la 
douzième  puissance  du  déterminant  a^  —  pa .       (A  suivre,) 


CONSTRUCTION  DES  ASYMPTOTES 

DE    l'hyperbole    ÉQUILATÈRE 
PASSANT   PAR   QUATRE   POINTS   DONNES 


1.  —  On  sait  que  l'hyperbole  équilalère  qui  est  circonscrite 
à  un  triangle  passe  par  le  centre  des  hauteurs  de  ce  triangle  : 
on  pourra  donc  déterminer  un  cinquième  point  de  l'hyperbole  ; 
par  cinq  points  on  ne  peut  faire  passer  qu'une  seule  conique 
et  l'on  voit  ainsi  que  le  problème  ne  comporte  qu'une 
solution. 

On  peut  d'ailleurs  trouver  le  centre  d'une  conique  déter- 
minée par  cinq  points  ;  il  suffitj'comme  on  le  sait,  de  déter- 
miner les  extrémités  de  deux  cordes  parallèles  au  moyeu 
du  théorème  de  Pascal.  La  droite  qui  joint  les  milieux  de  ces 
deux  cordes  est  un  diamètre  ;  le  centre  peut  donc  être  cons- 
truit au  moyen  de  deux  diamètres,  ainsi  déterminés. 

2.  —  D'après  cette  remarque  nous  supposons  que  l'hyperbole 
cquilatère  H  est  définie  par  doux  points  A,  B  et  le  centre 
O  de  la  courbe  et  nous  nous  proposons  de  trouver  ses  asym- 
ptotes. Voici  une  solution  simple  de  ce  problème. 

Soit  A'  le  symétrique  de  A  par  rapport  à  0;  parles  trois 
points  A,  A',  B  faisons  passer  un  cercleA;soit  0'  lo  centre  et 
G  l'extrémité  du  diamètre  qui  passe  par  B.  On  sait  que  :  si  sur 
la  corde  d'une  hyperbole  équilatère  comme  diamètre  on  décrit  un 
cercle,  celui-ci  coupe  rhyperbole  en  deux  autres  points  qui  sont 
len  extrémités  d'un  diamètre  de  cette  courbe. 

Il  résulte  de  ce  théorème  que  le  point  C  est  un  point  de 
l'hyperbole. 

Lo  triangle  rectangle  BAC  étant  inscrit  à  l'hyperbole,  on 
sait  par  une  autre  propriété,  également  bien  connue,  que  la 
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tangente  à  H  au  point  A  est  perpendiculaire  à  V hypoténuse  BC. 
Ayant,  d'après  cette  remarque,  abaissé  du  point  A  une  per- 
pendiculaire AK  sur  CB,  les  asymptotes  cherchées  sont  deux 
droites  rectangulaires  ayant  leur  sommet  en  0  et  intercep- 
tant sur  AK  un  segment  dont  le  milieu  est  le  point  A.  Il 
suffît  donc  pour  les  obtenir,  et  comme  l'indique  la  figure,  de 
décrire  du  point  A  comme  centre  avec  AO  pour  rayon  nu 
cercle  qui  rencontre  AK  aux  points  D  et  E  :  OD  et  OE  sont 
les  asymptotes. 


3.  —  On  peut  remarquer  que  si  Ton  prolonge  les  asym- 
ptotes OD  et  OE  jusqu'à  ce^qu'elles  rencontrent  le  diamètre 
BC  aux  points  D'  etE',  les  triangles  OO'E',  OO'D'sont  isoscèle- 
et  l'on  a  00*  =  OE'  =  OD'.  On  peut  alors  déterminer  les 
asymptotes  de  Thyperbole  en  décrivant  du  point  0'  comme 
centre  avec  00  pour  rayon  un  cercle  qui  coupe  BC  en  deux 
points,  et  en  joignant  ces  points  au  centre  donné  0  on  ob- 
tient les  deux  asymptotes. 

L*une  et  l'autre  des  deux  constructions  précédentes  soûl 
plus  simples  que  celle  qu'on  indique  ordinairement.  Celle-ci 
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consiste  à  tracer  les  bissectrices  des  angles  formés  par  les 
droites  BG,  ÂA';  on  mène  ensuite  par  0  des  parallèles  à  ces 
bissectrices  et  on  a  les  axes  en  position.  De  ces  axes  on 
déduit  ensuite  les  asymptotes;  mais  dans  la  pratique  il  est 
visible  que  cette  construction  est  moins  rapide  que  celle 
que  nous  venons  d*exposer,  et  qui  donne  immédiatement 
les  asymptotes  au  moyen  du  tracé  d'un  seul  arc  de  cercle. 


QUESTION  16 

^k»l«tloii  par  M.  E.  Devin,  élève  de  Mathématiques  spéciales 

au  Lycée  Charlemagne. 


On  considère  une  ellipse  E  rapportée  à  ses  axes  et  une 
conique  A  passant  par  les  foyers  et  les  extrémités  B,  B'  du  petit 
axe  de  E.  Cette  conique  A  rencontre  E  en  deux  points  M,  N 
différents  de  B  et  de  B'  ;  en  ces  points  on  mène  à  E  des  normales 
qui  rencontrent  1  en  des  points  I,  V  dont  on  demande  le  lieu 
géométrique.  (G.  L.) 

L'équation  générale  des  coniques  passant  par  les  points  F, 
F,  B,  B'  est      6«ic«  +  Xxy  +  cY  —  &'c»  =  o.  (1) 


L'ellipse  donnée  et  la  conique  A    se  coupent  en  quatre 
points  situés  sur  les  deux  droites  dont  l'équation  est 


combinaison   homogène  de  Téquation   (1)   et   de   celle  de 
Tellipse  6*cc*  +  a*y^  —  a*b*  =  o. 

L'équation  du  diamètre  MN  commun  aux  deux  courbes 
est  donc  bKc  +  o>*^y  =  o 

et  son  coefficient  angulaire,  m 

6* 

Soit  m  celui  de  la  tangente  eu  M;  on  a 

b' 

mm  = —  ; 

a' 

ainsi  m  — —-  =  — -• 

a*X  a* 

ou  W    =  -7--. 

Soit  m''  le  coefticient  angulaire  de  la  normale  au  point  M 
on  a  m'm'  =  —  i 

,,  .                                          .            b' 
d  ou  m  = r-. 

Ceci  posé,  les  points  M  et  N  étant  les  extrémités  d'un 
diamètre  de  Tellipse  donnée,  les  deux  normales  MI  et  NI' 
sont  parallèles  et,  d'après  l'équation  générale  des  normales 
à  Tellipse,  en  fonction  du  coefficient  angulaire,  qui  est 


y  =  mx  ± 


c^m 


nous  aurons  pour  l'ensemble  de  ces  deux  normales,  dont 
le  coefficient  angulaire  est  m"^  l'équation 

ou,  en  multipliant  les  deux  membres  par  X', 

(Xy+6«a;)^(a»  +  ^)  =  c*6* 

ou  encore  (Xy  -f-  b*x)\\*a*  +  6«)  =  c*6*X«.  (2) 

Nous  allons  maintenant,  pour  éviter  d'introduire  l'ellipse 
donnée  dans  l'équation  du  lieu,  chercher  à  former  l'équa- 
tion de  la  droite  II';  et,  cette  équation  obtenue,  il  nous 
suffira,  pour  obtenir  le  lieu  demandé,  d'éliminer  X  entre 
l'équation  de  la  droite  II'  et  celle  de  la  conique  mobile. 
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La  droite  MN  étant  uu  diamètre  de  la    conique,   el  les 
droites  MI  et  NI' étant  parallèles  entre  elles,  les  point-s  I  el 
r  sont  les  extrémités  d'un  même  diamètre  de  cette  conique. 
L'équation  de  IT  est  donc  de  la  forme 

y  -{-  OLX  =  0. 
lyailleurs  Téquation  de  MN  est 

6*x  +  o'Xy  =  o. 
L'ensemble  de  ces  deux  droites  est  dont-  représenté  par 
réquation  homogène 

{b'x  +  a*\y)  {y  +  ocx)  =  o.  (3) 

Il  faut  déterminer  a. 

Pour  cela,  nous  allons  former,  avec  l'équation  de  la 
conique  mobile  et  celle  qui  représente  les  deux  droites 
MI  et  NI',  une  combinaison  homogène,  qui,  elle  aussi,  repré- 
sentera l'ensemble  des  deux  droites  IF  et  MN;  en  identifiant 
cette  équation  avec  l'équation  (3)  nous  pourrons  déterminera. 
L'ensemble  des  deux  normales  peut  s'écrire 
A*(a»X«  +  ¥)y^  +  6*(a*X«  +  6«)x*  +  2X&«(o«X«  -f  b^)xy 

—  &*c*X*  =  o.  (4) 

La  conique  mobile  étant 

c«t/«  -j-  b*x^  +  Ixy  —  5*c*  =.  o. 
multiplions  cette  dernière  équation  par  X'6'c*  et  retranchon> 
de  (4)  le  résultat,  il  vient 

X»[a«X«  +  6«  —  6*c*]ï/«  +  6*[a«X«  +  6«  —  c»X«]j-« 
-f  X6»[2a*X»  -f  26«  —  l^c*]xy  =  o 
ou  X«[o«X«  +  6«  —  6»c*]y«  +  6«[X»  +  b']x* 

+  X6«[a«X«  +  6»X'  +  2b^]xy  =  o. 
Identifiant  cette  équation  avec 

a^\y*  -f  db'x*  +  (6*  +  7,\a^)xy  =  o 
on  a 

X'[a*X«  +  b«  —  6«c*]   _   6«(X«  +  &*)   _  Xfe«[fl*X«  +  6«X«  — 26*] 

o'X  -""■  a  ~"  6*  4.  aXa» 

de  la  première  de  ces  égalités  je  tire 

_  b>(X«  4.  b') 

*  —  X[X«+6»(6«  +  c«)]' 
L'équation  de  la  droite  II'  est  donc 

■  6^X«  +  b')  _ 

y  "T-  xfx«  +  b\b*  —  c«)]   ^  —  °- 
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Eliminons  maintenant  X  entre  cette  équation  et 

b*x^  +  Xûcy  +  cH/*  —  6*c*  =  o 


on  a 


6«c»  —  b^x*  —  c^y*   r  (6«c»  —  b^x'-  —  c'y*)»         ^.,  .       .  ,1 


+  ^'T  +  Hiv ^]=° 


on  encore 

(6*cc»  +  c«y*  —  6«c*)»  —  6*a;«(6»x*  +  cH/«  —  6«c*)« 
—  6«a;«î/*(c*  —  6«)  {6«£c»  +  c*i/«  —  6*c*)  —  6*a;*j/«  =  o 
et,  après  calcul, 

[6«aj«  +  cY  —  &*c*]  [c«(î/*  —  2bY  +  6*)  —  b*x^] 

=  b^xYib^  —  y*). 
Remarquant  que  la  seconde  parenthèse  est  une  différence 
de  deux  carrés,  on  a 

{b^x^  +  cY  —  &*  —  c«)  Lc'(t/'6*)«  —  6*a5«]  =  fe*cc*t/«{6  —  y») 
ou    (6«a;«  +  c*y*  —  6»c«)  [c(i/»  —  6«)  a;—  6»]  [c(t/»  —  6«)  +  b^x] 

=  6*xy(6«— !/•),  (5) 

Cette  équation  se  présente  alors  sous  la  forme  de  quatre 
facteurs  et  permet  ainsi  de  séparer  le  plan  en  régions. 
Les  courbes  qui  séparent  le  plan  en  régions  sont  : 

1^  6«a;»  +  cY  —  b*c^  =  o 

ce»   .  y* 

7'  +  6ï  =  '- 

C'est  une  ellipse  dont  les  axes  sont  dirigés  suivant  ceux 
de  Tellipse  donnée,  et  dont  les  sommets  sont  les  foyers  de 
celle-ci  et  les  sommets  B  et  B'  de  cette  même  ellipse. 

2°  La  parabole       cy*  —  b*x  —  fc*c  =  o. 

C'est  la  parabole  qui  a  pour  sommet  le  foyer  F  de  l'ellipse, 
pour  axe  Taxe  ox,  et  qui  passe  par  les  points  B  etB';  elle 
est  bien  déterminée. 

3®  La  parabole        cy^  +  b^x  —  6«c  =  o . 

C'est  la  parabole  qui  a  pour  axe  l'axe  oXj  pour  sommet  le 
point  F',  foyer  de  gauche  de  l'ellipse  donnée,  et  qui  passe 
par  les  points  B  et  B';  elle  est  aussi  bien  déterminée. 

4^  Les  deux  droites         y=bj 

y—  —  f>y 

ce  sont  les  parallèles  à  ox,  qui  passent  parles  points  B  et  B'. 
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Reportons-nous  à  Téquation  (5). 

Si  (6*  —  y*)  >  o,  le  second  membre  est  positif;  le  facteur 
c{y*  —  6»)  —  6*ac,  en  supposant  x  positif,  est  positif;  il  faul 
que    (6*x*  +  «•}/»  —  6V»)  [c(y«  —  6«)  +  b*x]    soit  négatif. 

Il  peut  donc  y  avoir  des  points  de  la  courbe  dans  l'es- 
pace compris  entre  la  parabole 

c(t/«  —  6*)  +  6«x  =  o 

et  l'ellipse  6*x*  +  ^*î/*  —  ^*^*  =  ^• 

Alors  la  courbe  ne  pénètre  pas  dans  toutes  les  parties 
ombrées  de  la  figure. 

Occupons-nous  maintenant  de  la  discussion  de  Féquation 
en  la  considérant  comme  bicarrée  en  x. 

L'équation  développée  s'écrit 

b*a*x*y^  —  36*c*x*^«  +  2l^c*x*  —  fx*^  +  cy  —  36Vy* 

+  36*cy  —  6«c*  =  o 
ou,  en  l'ordonnant  par  rapport  aux  puissances  décroissante? 
de  Xy 

b*x^  —  6«aya?*  +  36*cVx«  —  2b*c*x^—  cV  +  3b*cy 

—  3b'cY  +  6*c*  =  o 
ou 

b^j^  —  6«x*(aV—  36Vy*  +  26*c*)  —  c*y*(y*  —  36*y*  —  26* 

_  c*6*(yl  _  fcl)  =  o.  (♦  ) 

Si  dans  cette  équation  on  fait  £C  =  o,  on  a 

qui  prouve   que  les  points  B  et  B'  sont  des  points  triples 
de  la  courbe. 
Si  d'autre  part  on  fait  y  :=  o  dans  l'équation  (5),  on  a 

(x*  —  c*)«  =  o, 
qui  prouve  que  les  points  F  et  F'  sont  des  points  doubles: 
mais  ce  sont  des  points  doubles  isolés,  car  les  tangentes 
en  ces  points  sont  imaginaires. 

Tangentes  hortaontales.  —  Cherchons  les  points  de  la  courbe 
où  la  tangente  est  horizontale.  Pour  cela,  il  faut  former  la 
dérivée  par  rapport  à  o;  et  l'égaler  à  zéro. 

On  a      f  =  46*ûc«  —  26«c*x  (y*  —  36y  +  &*)  =  o, 
d'où  d'abord  la  solution  a?  =  o  qui   indique  qu'aux  point-^ 
B  et  B'  les  tangentes  à  la  courbe  sont  parallèles  à  oo:. 

Ayant  supprimé  cette  solution  et  divisé  par  6V  on  a 
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2b^x*  —  c^iy*  —  2b^)(y*  —  6")  =  o, 
qui  est  satisfaite  pour  une  valeur  de  y  comprise  entre  les 
deux  droites  y  =  Hh  6. 

La  courbe  ne  renferme  dans  son  équation  que  des  puis- 
sance paires  de  rr  et  àey;  elle  est  donc  symétrique  par 
rapport  aux  axes  de  coordonnées,  et  Torigine  est  au  centre. 

L'équation  (6)  bicarrée  en  x*  est 

b^x*  —  x^ia^by  +  26»c«  —  3a«6'y«)  —  c*(2/«  —  6«j«  =  o 
ou  b^œ'  —  6*  (y*  —  6»)(aV  —  2**c«)  a;«  —  c*  (y*  —  6»)»  =  6. 

Pour  que  cette  équation  ait  ses  racines  réelles,  il  faut  avoir 
6*  (yî  _  b^)\ay  —  26«c*)*  +  46«c*  (t/*  —  b*y  >  o 
ou  fc*  (y*  —  6«)«[aY  —  4a»6«c«y«  +  46«c*î/«]  21  o 

ou  bY  (y*  —  &")"[a*î/"  —  4b*c«]  >.  o 

ou  &*y*  (t/*  —  6")'(o*t/  —  26*c)(a»y  +■  26"c)  >.  o. 

Pour  que  cette  quantité  soit  positive,  il  faut  et  il  suffit 
que  l'on  ait  a*}/*  —  46*0'  ^  o. 

Il  n'y  a  donc  pas  de  points  de  la  courbe  entre  les  deux 

parallèles  à  oac  y  =  zb  — 5 — . 

Ces  deux  parallèles,  construites  sur  la  figure,  sont  com- 
prises entre  les  deux  droites  t/  =  +  6. 

Car  la  condition  — —*  "*'  b 

revient  à  celle-ci  (6  —  c)*  >i  o  qui  est  évidente. 

D'ailleurs  le  signe  de  la  somme  des  racines  de  l'équation 
bicarrée  en  x  dépend  de  la  qualité 

(y»  _  fe«)(aY  —  26»c»). 

Si  t/*  —  6'  est   <  o,  pour  que  la  somme  soit  positive,  il 

26'c* 
faut  que  l'on  ait  v* :: —  <o 

26  V 

ou  y'<-^' 

Comparant  cette  quantité  à  &',  posant  par  exemple 

on  a  2(î*  <  a* 

ou  2C*  <  6*  +  c' 

ou  enfin  c*  <  6*. 
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Nous  sommes  ainsi  amenés  à  distinguer  les  trois  cas 
suivants  :  1®    c*  —  6*  >  o. 

*>    c*— 6*  =  o. 
3«    c»  —  6«  <  o. 

Premier  Cas  :  c*  >  6*. 

Si  (c*  —  6*)  est  >  o  il  existe,  pour  toutes  les  Yaleurs 
de  y  comprises  entre  les  parallèles  y  =  db  6,  quatre  valeurs 
réelles  de  x;  et,  quand  y*  est  >  6*  deux  des  yaleurs  de  j* 
seulement  sont  réelles  ;  les  deux  autres  sont  imaginaires. 
Les  tangentes  horizontales  étant  les  deux  droites 

26'C 


il  n'y  pas  de  points  de  la  courbe  entre  ces  deux  parallèles. 

Tangentes  aux  points  B  et  B'.  —  Pour  avoir  les  tangentes 
en  ces  points,  nous  allons  transporter  les  axes  au  point  B^ 
par  exemple. 

Pour  cela  il  faut  dans  l'équation  du  lieu  faire 

X  =  X 

y  =  Y  +  b; 
celle-ci  devient 

6«X*  —  6*  [{Y  +  by  —  6«]  [a»  (Y  +  6)«  —  2fe*c«]  X* 
—  c*  [(Y  +  by  —  &•]•  =  o 
ou    b*X*  —  6«  [Y»  +  26Y]  [a«Y*  —  2a*6Y  +  a*6*  —  26*c«] 

—  c*  [Y*  +  26Y]«  =  o 
L'ensemble  des  termes  de  degré  le  moins  élevé  est 

&«YX»(c«  —  6«)  —  4C^Y*  =  o, 
ce  qui  donne  d'abord  la  droite  Y  =  o,  solution  déjà  trou- 
vée ;  et  les  deux  autres  tangentes  sont 

Y»  =  (c*  —  6M  -^  flc». 

4c* 

On  voit  encore  par  là  que  :  si  c'  >  6*  les  tangentes  en  ces 
points  6ont  réelles;  si  c'  <  6'  elles  sont  imaginaires.  La 
courbe  a  donc  dans  ce  cas  la  forme  que  lui  donne  la  figure  i. 

Deuxième  Cas:  c*  =  6*. 

Dans  ce  cas,  les  tangentes  aux  points  B  et  B'  sont  don- 
nées par  l'équation  Y'  =  o  ou,  en  revenant  aux  anciens 
axes  de  coordonnées,  {y  —  6)'  =  o. 
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Ceci  prouve  que  les  parallèles  à  Ox  menées  par  les  points 
B  el  B'  sont  des  tangentes  triples  de  la  courbe. 

Quand  j/'  —  è*  est  négatif,  les  valeurs  de  x  sont  imagi- 
naires toutes  les  quatre  ;  et  deux  des  valeurs  de  x  seule- 
ment sont  réelles  quand  y*  —  6*  >  o. 

La  courbe  a  donc  dans  ce  cas  la  forme  que  lui  donne  la 

figure  2. 

Troisième  Cas  ;  c*  <  6*. 

Quand  on  a  c*  <  6',  les  tangentes  aux  points  B  et  B' 
autres  que  les  droites!/  =  ±f>y  sont  imaginaires  ;  car  elles 
sont  données  par  l'équation 

Y«  =  (c«  —  6*)  —  x\ 

qui  prouve  que  les  parallèles  menées  par  B  ci  B'  à  Ox  sont 
des  tangentes  imaginaires  de  la  courbe. 

D'ailleurs,  d'après  la  discussion,  failc  précédemment,  de 
l'équation  du  quatrième  degré  en  x,  les  quatre  valeurs 
de  X  correspondant  aux  valeurs  de  y  comprises  entre  les 
parallèles  à  Ox  menées  par  les  points  B  et  B'  sont  imagi- 
naires ;  et,  en  dehors  de  ces  deux  parallèles  il  y  a  seule- 
ment deux  valeurs  réelles  de  x.  Les  boucles  de  la  figure  1 
disparaissent  et  la  courbe  a  encore  la  forme  de  la  figure  2; 
mais  les  tangentes  parallèles  à  Ox  aux  points  B  et  B'  ne 
sont  plus  des  tangentes  triples  de  la  courbe,  comme  dans  le 
cas  précédent. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Mettental,  à  Besançon. 


QUESTIONS 

POSÉES  AUX  EXAMENS  DE  L'ÉCOLE  POLYTECHNIQUE,  i882  (!•'  degré). 


1 .  —  Trouver  y  sans  employer  V  équation  en  S,  la  direction  des 
axes  de  la  surface        x*  —  2yz  =   i. 

L'équation  étant 

Rcc.y^z)  =  ?(x,yi2)  +  2Gx  +  2C'y  +  2C";ï  +  î^  =  o, 
les  directions  principales  sont   les   génératrices  communes 

,  .  9x    ?'y    ?'j 

aux  deux  cônes         — —  

X  y  s 
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2.  —  Discuter  les  diverses  surfaces  représentées  peur  tétptar 
tion:  z  =  X*  +  y*  —  2Xxy  +  x  —  y  +  i 

qtuind  on  suppose  q'oe  )^  est  variable.  —  Quelles  sont  fer 
valeurs  de  X  pour  lesquelles  cette  surface  représente  un  para- 
boloide  elliptique  ? 

3.  On  donne  deux  axes  rectangulaires  ox,  oy  ;  soit  A  un 
point  dont  les  coordonnées  sont  1  et  2;  soit  A'  son  symétrique 
par  rapport  à  o,  trouver  Véquation  dune  hyperbole  équilatére 
ayant  les  points  AA'  pour  sommets  réels. 

4.  —  Former  le  développement  de  — r-r .   ,  ^  .    ,f(x)=o 

^'^  (x*  —  i)  f  (x) 

ayant  pour  racines  a,  ^  ...  y. 

6.  —  Trouver,  sans  employer  la  règle  de  V Hôpital,  la  limite 

a* 
de  y,  y  = quand  x  tefid  vers  Vinfini. 

On  supposera  d'abord  que  x  lend  vers  Tinfini  par  des  va- 
leurs entières;  soit  a=  i   -)-  a:  (a  étant  positif)  la  formule 
du  binôme  peut  s'appliquer  au  développement  de  (i  4-  ^l)- 
et  il  en  résulte  notamment 

(i   +  a)*   >    1   +  xx  +     '""^^  "  '^    a«; 

2 
I  X  ~~'  I 

par  suite  y  >  —  +  *  H *• 

%P  2 

Quand  x  croît  au  delà  de  toute  limite,  le  second  membre 
de  l'inégalité  précédente  croît  pour  des  raisons  évidentes, 
au  delà  de  toute  limite.  Ainsi  y  croît  lui-même  au  delà  de 
toute  limite. 

On  examine  ensuite  le  cas  où  x  tend  vers  Tinfini  par  des 
valeurs  quelconques  et  l'on  ramène  ce  cas  au  précédent  en 
observant  que  tout  nombre  x,  non  entier,  est  toujours  com- 
pris entre  deux  nombres  entiers  consécutifs.  Enfin  on  aura  à 
considérer  le  cas  où  x  tend  vers  —  j/  et  celui  où  6  est  plus 
petit  que  i.  On  ramène  sans  difficulté  ces  différents  cas  au 
précédent. 

6.  —  On  donne  «n  plan  par  ses  traces,  rendre  C0  plan  de 
front  par  une  seule  rotation.  Nouvelle  projection  verticale  d'un 
point  du  plan. 
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7.  —  Trouver*  Cangle  de  deux  plans  qui  passent  par  wn  point 
m,  m',  et  par  deux  droites  D,  D'  situées  dans  lemétneplan  ho- 
rizontaL  Résoudre  la  question  en  imaginant  la  construction  qui 
exige  au^si  peu  de  lignes  qu'il  est  possible, 

8.  —  Expnmer  qu'un  cône  est  de  révolution  en  faisant  voir 
que  ses  génératrices  font  un  angle  constant  avec  une  droite  fixe 
passant  par  le  sommet  du  cône. 

9.  — Pour  qu'un  produit  de  facteurs  soit  nul,  il  est  nécessaire 
et  suffisant  que  l'un  des  facteurs  soit  nul. 

La  proposition  est  admise  comme  évidente  pour  des  fac- 
teurs réels.  Examinons  d'abord  le  cas  de  deux  facteurs  ima- 
ginaires. 

Soit  U  =  (a  +  bi){a  +  6't), 

c'es(rà-dire  U  =  oa'  —  66'  +  [ab'  +6a')e; 

si  l'on  suppose  U  =  o  on  a  donc 

aa  —  66'  =  o  (1) 

ab'  -f-  6a'  =  o 
si  a  et  6'  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois,  ces  équations  linéaires 
et  homogènes  en  a   et  6'  admettent  une  solution   différente 
de  zéro  ;  le  déterminant     la  —  6 

I  b       a 

doit  être  nul,  ainsi  a*  +  6*  =o, 

d'où  a  =  o    6=0. 

RÉaPROQUEMENT,  si  a  =  O,  les  équations  (1)  sont  vérifiées 
et  l'on  a  U  =  o. 

*  Il  reste  à  généraliser  cette  proposition  et  à  l'étendre  à  un 
produit  de  p  facteurs  imaginaires;  p  étant  un  nombre  entier 
quelconque.  Ceci  se  fait  sans  difficulté  en  multipliant  succes- 
sivement les  facteurs  du  produit. 

(«1  +  bii)  (a,  +  6,e)  ...  [ap  +  bpt) 
jusqu'à   ce   qu'on   trouve   un   résultat  nul.  A  cet  instant  on 
applique  la  remarque  faite  tout  à  Theure,  pour  deux  facteurs. 

40.  —  Condition  pour  que  les  deux  faisceaux 

Ax^  +  +  2Bxy  +  Cy«  =  0 
A'x«  4-  2B'xy  +  C'y»  =  o 
scient  harmoniques. 
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En  coupant  par  la  droite  y  =  i  en  deux  équations  du  se- 
cond degré  dont  les  racines  a^,  pour  la  première  ;  (zp\  pour 
Taulre,  satisfont  à  la  relation 

2  (>?  +  af,  =  (a  +  a)  (p  +  p), 
on  trouve  aiasi  les  conditions 

2BB  =  AC  +  CA.'. 


ERRATUM 


il  la  /tu  de  la  page  4t8  et  pour  la  sutwmte  corriger  et  remplacer  la  fin  de 
rarticle  par  ce  qui  nUt  : 

or  les  deux  premières  relations  donnent  comme  valeurs  proportionnelles  de 
a,  j3,  V,  les  expressions 

/  l_IA  +  mB  +  nC) 
m  [IX  —  mB  +  nC) 
fi  \lk  +  mB  —  fiC) 
que  je  représente  par 

i.L 
m. M 
n.N 
donc  le  lieu  du  centre  a  pour  équation 

V^A,.L  +  V^B,  M  +V^C,.M  =0, 
ce  qui  prouve  :  que  le  lieu  est  une  conique  tangente  aux  trois  droites  qui 
joignent  deux  à  deux  les  milieux  des  côtés  du  triangle  primitif;  nous  laissons 
au  lecteur  le  soin  de  fixer  en  détail  la  situation  et  la  forme  du  lieu  géomé- 
trique; notre  seul  but  était  d*indiquer  un  procédé  qui  peut  servir  dans  beau- 
coup de  questions. 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E,  VAZEILLE. 


lAHIS.  —    laPRIKKBlE  rilAIX,20,  RUI  BBROBEI,  PRIS  DU  BOULBVARO  HOHIIIAltTRl.  —  ISMÎ-^ 
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CONDITIONS  DE  RÉALITÉ 

DE  TOUTES  LES  RACINES  d'uNE  ÉQUATION 
Par  H.  'VFalccki,  professeur  de  mathématiqaes  spéciales  au  lycée  Fontanes. 


1.  —  Je  me  propose  de  déduire  ces  conditions  du  théorème 
de  Rolle,  sans  faire  usage  de  renoncé  du  théorème  de  Sturm. 

Soit  f{x)  le  premier  membre  d'une  équation  algébrique, 
f'(x)  sa  dérivée,  Q  le  quotient  et  —  ç(x)  le  reste  de  leur 
division. 

Théorème.  — Si  f(x)  a  toutes  ses  racines  simples  et  réellesy 
et  son  premier  terme  positif,  il  en  est  de  même  pour  <p(x)  ;  et  les 
racines  de  <p  séparent  celles  de  f . 

Soient  a,  ^  ...  X,  les  m  —  i  racines,  par  ordre  croissant, 
de  f;  en  vertu  du  théorème  de  Rolle,  elles  séparent  celles  de 
f  et  les  deux  suites  identiques 

/-(oc),  m . . .  f{x)  (1) 

-9W,-?(P)  ...-?W  (2) 

ne  présentent  que  des  variations.  Cette  propriété  de  la  der- 
nière suite  montre  que  «p  est  de  degré  m  —  2  et  a  toutes  ses 
racines  réelles.  De  plus,  les  racines  de  /'  séparent  et  limitent 
les  racines  de  (p. 

Pour  reconnaître  le  signe  du  premier  terme  de  9,  je  re- 
marque que  flX)  est  négatif,  car  entreXet-f-oo  ily  a  une  seule 
racine  de  /",  donc  ç(X)  est  positif;  comme  X  est  limite  supé- 
rieure des  racines  de  9,  le  premier  terme  de  9  est  positif, €.}./*.(/, 

La  démonstration  qui  précède  suppose  seulement  que  /  et 
/'  sont  de  degrés  consécutifs,  et  que  les  racines  de  /*  séparent 
celles  de  f. 

Ceci  posé,  je  remarque  que  le  premier  terme  de  f  est  po- 
sitif, j'opère  sur  /*  et  9  comme  sur  /"et  f  et  je  forme  une  suite 
complète  de  polynômes 

/     /       Rm— 2     Rfn— 3  . . .  Rq 

de  degrés  marqués  par  leurs  indices. 
Chacun  de  ces  polynômes  a  ses  racines  réelles,  séparées 
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par  eelles  du  saiTviL  La  démonstratioii  précédente  montre 
que  toos  les  premiers  termes  sont  positifs.  En  l'écriTant  on  a 
SI  —  I,  conditions  qni  sont  nécessaires  pour  la  réalité  des 
racines  de  /. 

2.  —  Je  dis  maintenant  que  ces  conditions  sont  suffisantes. 
Je  les  suppose  réalisées. 

Soient  f^x)^  f{x)  et  ^x)  trois  consécutiCs  «quelconques  de 
ces  polynômes,  je  suppose  qu'on  ait  démontré  que  les  ratines 
de  /*  sont  réelles,  simples  et  séparées  par  celles  de  9;  je  disque 
les  racines  de  f  sont  toutes  réelles  et  séparées  par  celles  de  f. 

En  effet,  par  les  mêmes  notations  que  précédemment,  la 
suite  (i)  ne  présente  que  des  variations,  donc  aussi  la  suite 
(Ij;  et  T'a  au  moins  m  —  2  racines  réelles.  D'ailleurs  ^{À)  est 
positif,  puisque  X  est  limite  supérieure  des  racines  de  ç,  donc 
f{A)  est  négatif,  et  comme  son  premier  terme  est  positif  y  /"aune 
autre  racine  au  delà  de  À,  et  par  suite  aussi  une  iuférieure  à 
au  /■  a  donc  toutes  ses  racines  réelles  et  séparées  par  celles  de  f. 

D'ailleurs  sur  l'égalité  R,  =  RjQi  —  R^,  on  voit  immédia- 
tement que  R,  a  ses  racines  réelles,  séparées  parcelle  deR|: 
donc  le  théorème  est  vrai  pour  Rj,  R«  et  ainsi  de  suite  jus- 
qu'à f(x)  qui  a  donc  toutes  ses  racines  réelles,    c.  ç.  /".  d. 


RESOLUTION  ALGEBRIQUE 
DE  l'Équation  du  quatrième  degré(*) 

Far  M.  CI.  é»  MjamgAmm^m. 


1.  —  Soit, 

/■(»)  =  Air*  +  Bflc»  +  Ca?«  +  Dx  +  E  =  G  (I) 

l'équation  proposée  ;  désignons  par  oci,  a;,,  x,,  x^y  ses  quatre 
racines.  Sur  une  droite  indéfinie  D,et  à  partir  d'une  origine  0. 

(*)  Herhitb,  Journal  de  BotcKardt^  t.  52. 

Dabboux,  Journal  des  mathémaliques pures  et  appliquées^  t.  18,  p.  220. 

Mathibu,  mémoire  sur  la  résolntion  des  équations,  Annali  di  mathemaiica 
pura  ed  applicataj  t.  IV,  1862. 

C'est  par  erreur  que  cette  iadlcation  bibliographique  a  été  donnée,  dsns  )^ 
numéro  de  juillet  [Math,  elém.)^  à  propos  des  équations  quadratiques  ;  elle  st 
rapporte  à  l'équation  du  quatrième  degré. 
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portons  ces  valeurs  dans  le  sens  indiqué  par  leurs  signes  : 
on  obtiendra  quatre  points  A^,  A„  A3,  A4.  Si  sur  A^  A,  comme 
diamètre  on  décrit  un  cercle  A1.2,  on  obtiendra  ainsi,  en  com- 
binant les  points  deux  à  deux,  six  cercles  ;  et  si  Ton  désigne 
par  Oi2.3j  le  point  où  l'axe  radical  des  deux  cercles  A12.  A34 
coupe  la  droite  D,  on  obtiendra  ainsi  trois  points  Oi2,9j,  Oi3.2i, 
Onjo;  la  connaissance  de  ces  points  dépend  d'une  équation 
.du  troisième  degré  que  nous  allons  former  et  qui  est  une 
résolvante  de  Téquation  donnée. 

2.  —  Cherchons  quelle  relation  doit  exister  entre  les  coeffl. 
cients  de  l'équation  (1)  pour  que  les  racines  puissent  se 
séparer  en  deux  groupes  :  Xi,  x^  d'une  part  ;  a?,,  x^  d'autre 
part,  ces  nombres  satisfaisant  à  la  même  équation  homogra- 
phique  en  involution.  Supposons  que  l'on  ait  les  relations 

XiCCj  —  X(a;i  -j-  ^i)  +  H-  =  o 
XiX^  —  Xx^  -f  X4)  4-  [A  =  o 
et  cherchons  la  relation  qui  en  résulte  pour  les  coefficients  de 
l'équation  donnée. 

Ces  relations  peuvent  s'écrire 

(a?!  —  X)(^'a  —  X)  .•=  X*  —  {A 
((Ta  —  X)(Xt,  —  A)  =  X«  —  jx, 
si  Ton  pose  x  —  X  =  X. 

L'équation  f(X  -{-X)  =  0  di  donc  quatre  racines  telles  que 
le  produit  de  deux  d'entre  elles,  convenablement  choisies, 
est  égal  au  produit  des  deux  autres.  Or  on  a,  par  un  déve- 
loppement connu, 

flx + i) = fil) + xrm + -^m  +  t^V  w 


d'ailleurs,  r{\)  =  4ÀX»  +  3BX»  +  2CX  +  I) 

I 
2 


/*(X)  =  6AX»  4.  3BX  +  C 


t 

T 
I 

34 


nx) = A 
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'  On  sait  aussi,  et  Ton  vérifie  facilement  que  si  réq[nation 

A'X*  +  B'X»  +  ex»  +  D'X  +  E'  =  o 
a  quatre  racines  X^,  X,,  Xj,  X4,  telles  que  X^  X^^sX,  X4»  on 
a,  entre  les  coefficients,  la  relation 

AD  «  =  B  *E'. 
La  relation  cherchée  est  donc 

A(4AX«  +  3Ba«  +  2CX  +  D)« 
=  (4AÀ  +  By{M,  +  BX»  +  CX«  +  DA  4-  E). 
Développons  les  calculs  :  on  peut  observer  que  les  termes 
en  X*,  X*  et  X*  disparaissent,  et  Ton  obtient  finalement  le  résul- 
tat suivant  : 
(A)  HX«  +  IX*  +  JX  4-  K  =  o 

en  posant 

(  H=  8A«D  —  4ABC  +  B» 

J  I  =  i6A*E  +  2ABD  +  B»C  —  4AC« 

(^'  )  J  =  8ABE  +  B*D  —  4ACD 

(k=b*e  —  ADV 

Si  l'on  peut  déterminer  X  par  cette  équation  du  troisième 
degré,  alors  Téquation  en  X  devient  quadratique  et  se  décom- 
pose, comme  l'on  sait,  en  deux  équations  du  second  degré. 
Enfin,  on  aura  les  racines  cherchées  par  la  relation 

x=  X  +  X. 

3.  —  On  peut  faire  ici  plusieurs  remarques.  On  voit 
d'abord  comment  les  considérations  g;éométriques  du  §  1 
conduisent  naturellement  à  Téquation  (A)  et,  au  fond,  1p 
problème  d'algèbre  que  nous  avons  résolu  en  la  formanL 
se  trouve  naturellement  indiqué  quand  on  cherche  à  déter- 
miner les  trois  centres  d'involution  qui  correspondent  à 
quatre   points  arbitrairement  pris  sur  une  droite. 

L'équation  (1)  sera  quadratique  toutes  les  fois  qu'on  pourra 
trouver  une  racine  de  l'équation  (A).  Deux  cas  particuliers 
se  présentent  immédiatement;  1**  celui  qui  correspond  à 
l'hypothèse  K  =  o  et  pour  lequel  on  a  une  racine  nulle 
dans  (A)  ;  2®  le  cas  de  H  =  o  qui  donne  pour  X  une  racine 
infinie.  Dans  le  premier  cas  on  a  Xi  x,  =:  a?,  x^;  dans  l'autre 
aî^  -}-  ^1  =  ^1  4"  ^*«   Nous   avons  (*)  examiné   ces   deux 


(*)  Voir  le  joamal  de  Math,  Élém,,  p.  156  et  169. 
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cas  remarquables  et  montré  qu'en  effet,  dans  Tune  et  l'autre 
de  ces  hypothèses,  l'équation  du  quatrième  degré  pouvait 
se  résoudre  par  les  équations  du  second  degré  seulement. 

4.  —  Parmi  les  méthodes  connues  pour  résoudre  les  équa^ 
tions  du  quatrième  degré,  celles  de  Ferrari  et  de  Lagrange 
doivent  leur  succès  (*)  «  à  cette  seule  circonstance  que  Von 
peut  former  des  fonctions  de  quatre  variables  qui  ri  ont  que  trois 
valeurs  9.  La  méthode  que  nous  venons  d'exposer  rentre  dans 
cette  idée  générale.  En  effet,  l'inconnue  auxiliaire  À  que  nous 
avons  introduite,  la  racine  de  la  résolvante.  Jouit  de  la  pro- 
priété de  satisfaire  à  la  relation 

{^1  —  ^)  (^2  —  >^)  =  (^1  —  ^)  (a?4  —  À) 

CC4  ce»  "—  ce»  ce  A 
ou  A  = -j^ — ' ' — = • 

CCi  -f-  û?2  —"  cc^  -^^  cc^ 

Or  avec  quatre  lettres  a?^,  ce,,  a:,,  x^,  on  ne  peut  former  que 
trois  valeurs  analogues  à  A  ;  donc  à  priori  l'équation  en  X 
doit  être  du  troisième  de^é  seulement. 

Cette  manière  d'envisager  la  résolution  algébrique  des 
équations,  et  qui  est  celle  qui  a  dirigé  les  travaux  de  Lagrange 
et  d'Abel  lorsque  le  premier  a  cherché  la  résolution  algébrique 
des  équations  et  l'autre  lorsqu'il  a  établi,  le  premier,  l'impos- 
sibilité de  résoudre  algébriquement  les  équations  d'un  degré 
supérieur  à  quatre,  cette  manière,  disons-nous,  met  en 
lumière  ce  fait  que  nous  voulons  signaler  ici,  savoir  qu'il 
existe  une  infinité  de  résolvantes  du  troisième  degré  pour  Véquor 
lion  du  quatrième  degré.  Si  nous  désignons,  en  effet,  par  y  une 
fonction  des  lettres  a?i,  a^j,  x,,  x^,  tellement  choisie  que,  en 
posant  y  =  f  (^1.  ^a>  a?„  0:4), 

le  symbole  d'opération  désigné  par  f  ne  donne  pour  y  que 
trois  valeurs  quand  on  permute  les  indices  i,  2,  3,  4,  de 
toutes.les  façons  possibles;  il  est  d'abord  acquis  que  l'équa- 
tion en  y  doit  être  du  troisième  degré  seulement.  De  plus 
c'est  une  résolvante  :  il  faut  entendre  par  là  que  si  l'on  peut 
déterminer  une  seule  racine  de  cotte  équation,  la  résolution 
de  l'équation  proposée  peut  être  effectuée  par  la  résolution 
d'équations  de  degré  moindre.  Ce  fait  est  démontré  dans 

(')  Serret,  Àlgéhrt  sup.,  t.  II,  p.  479. 
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loua  les  cours  de  mathémaliques  spéciales  quand  on  traite 
de  rabaissement  des  équations.  Â  loute  forme  algébrique/, 
définie  comme  nous  venons  de  le  faire,  correspond  donc  une 
résolvante. 

B.  —  Dans  la  méthode  de  Ferrari  on  pose 
dans  celle  de  Lagrange, 

SS    22Ï    JC|    — j—    JJJj    ^■"    flpj   ^^   «3C4  y 

dans  celle  que  nous  venons  d'exposer, 

^^  X{X^  "■■"  X^X^i 

A  — ^  j  • 

X*  ~T"  X^  ^"^  u>j  "^^  Xi 

Mais  il  est  bien  évident  que  le  symbole  f'peui  être  choisi 
d'une  infinité  de  façons  différentes.  Si  Ton  pose,  par  exemple. 

Y  =  ay  +  pj5  +  Y^ 
et  si  Ton  fait  subir  aux  indices  la  permutation  circulaire, 
les  fonctions  y,  z,  X  ne  prennent  que  trois  valeurs  ;  ainsi 
T  prendra  seulement  trois  valeurs  et  la  connaissance  de  T 
dépend  d'une  équation  du  troisième  degré. 

6.  — ^  La  liaison  qui  existe  entre  le  paramètre  introduit 
et  ridée  géométrique  qui  a  inspiré  cette  méthode  peut 
encore  se  mettre  en  évidence  ainsi  qu'il  suit.  Imaginons  que 
la  droite  D  du  §  1  soit  prise  pour  axe  des  x»  soit  O  l'origine 
des  coordonnées  que  nous  supposons  d'ailleurs  rectangu- 
laires. Le  cercle  4i.s  a  pour  équation 

OU  a?*  +  !/*  —  x{Xi  +  Xj)  +  x^x^  =  o. 

De  même,  le  cercle  A,.^  a  pour  équation 

^*  +  y"  —  ^(^3  +  ^4)  +  ^«^4  =  0. 

L'axe  radical  de  ces  deux  cercles  est  donc 

x(Xi  +  âTj  —  a?,  —  x^)  =  XiX^  —  x^^ 
d'où  o?  =  X. 

Ainsi  réquation  en  X  que  nous  avons  formée,  la  résolvante 
de  l'équation  (1)  a  pour  racines  les  distances  de  l'origine 
aux  trois  axes  radicaux  des  cercles  À,  combinés  deux  à 
deux, 

7.  —  En  supposant  que  l'équation  considérée  ait  été  débar- 


—  175  - 

rassée  de  son  second  terme,  et  mise  sous  la  forme 

oc*  +  par*  +  qrx  +  ^  =  o, 
la  résolvante»  d'après  les  formules  (A)  et  (B),  est 

8gX«  -f  4  (4^  —  P")  >^"  —  4P9>^  —  q*  =  o.  (l  ) 

Celle  que  donne  la  méthode  de  Ferrari  est 

y«  —pyt  —  4ry  +  4pr  —  g«  =  o.  (2) 

Enfin  la  méthode  de  Lagrange  conduit  à  la  résolvante 
z*  +  Spz*  +  1 6  (p«  +  4?-)j5  —  64^»  =0.  (3) 

Ces  trois  équations  sont,  à  peu  de  chose  près,  et  au  point 
de  vue  des  calculs  que  nécessiterait  Tune  ou  l'autre  de  ces 
équations,  d'une  simplicité  égale.  Nous  voulons  seulement 
faire  remarquer  ici  que  ces  trois  équations  peuvent,  par  un 
simple  changement  d'inconnue,  être  ramenées  l'une  à  l'autre. 
Il  y  a,  avons-nous  dit  tout  à  l'heure,  une  infinité  de  résol- 
vantes; mais  ces  résolvantes  en  nombre  infini  rentrent-elles 
toujours  et  nécessairement  les  unes  dans  les  autres?  Peut-on 
toujours  par  une  transformation  rationnelle  et  homograpbique 
passer  d'une  résolvante  à  une  autre  ?  Par  suite  ces  méthodes 
diverses  de  Ferrari,  de  Lagrange,  celle  que  nous  exposons, 
sout-elles  vraiment  distinctes  et  indépendantes  ?  Sont-elles 
au  contraire  tellement  liées  les  unes  aux  autres  que,  bien  que 
partant  de  points  qui  diffèrent,  à  l'infini,  d'après  la  loi  qui 
unit  l'inconnue  auxiliaire  aux  quatre  racines  de  l'équation 
donnée,  elles  aboutissent  toutes  à  des  équations  pouvant  se 
déduire  les  unes  des  autres  ?  Ce  sont  là  des  points  qui,  à 
notre  connaissance,  n'ont  pas  encore  été  soulevés  et  que 
nous  ne  voulons  pas  examiner  en  ce  moment.  Mais  il  est 
facile  de  reconnaître  que  les  équations  (1),  (2),  (3)  ont  une 
dépendance  telle  que  Ton  peut  passer  de  l'une  à  l'autre  et 
comme  nous  allons  le  montrer. 

Considérons  d'abord  l'équation  (1)  ;  on  peut  l'écrire 

4A»(29X-f  4r)  =  (2pA-f9)* 

2pX  -j-  g 
et  en  posant  =  6 

on  trouve,  par  cette  transformation  homograpbique  (*)  : 


(*)  Une  transformation  algébrique  entre  deax  inconnues  u,  v,  est  dite  ho- 
mographique  lorsque  ces  inconnues  satisfont  À  la  relation  bomographique 

OLUV  +  Pw  +  Tf  4"  *  =  ^* 
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0»  —  pe*  —  4r6  +  4pr  —  ç*  =  o 
c'est-à-dire,  précisément,  récpation  (2). 

Prenons  de  nouveau  Téquation  ({)  et  transformons-la  en 
posant  V  =  29. 

On  trouve,  pour  l'équation  en  a, 

fil*  +  Spjx*  +  1  ôtx  (p*  —  4r)  —  64g'  =:  o  ; 
c'est  bien  la  résolvante  donnée  par  la  méthode  de  Lagrange. 

8. — Nous  ferons  remarquer  en  terminant  cette  note  que  la 
méthode  que  nous  venons  d'exposer,  présente  une  propriété 
que  nous  allons  développer  et  qui  rend  cette  méthode  d'une 
application  commode. 

Désignons  par  a,  6,  c,  les  trois  racines  de  l'équation  (1), 

on  a  donc  0= — . 

CCi  -|-  X^  '^^  iCj  —  cc^ 

Mais  on  suppose  a:,  +  ^ï  +  ^s  4-  ^4  =  o, 

par  suite  a  =  — ^ — =—^ — ,       .        ' — 

2  (Xi  4-  a?,) 

ou  encore  2a  =  v  »  ^    i/v   a  t    »; 

Xj  -f-  *^a 

On  trouve  de  même 

•       __  (X,  +  X J  (x,  +  X,) 
Xi  -f-  X3 

2C  ——  " 


Xj  -|-  Xj 

De  ces  équations  on  tire 


Xi   -["  *^3  1/ 


=  l^e 


2 

et  finalement        x^  =  V  6c 


X,  =  /6c -j-  ]^ —  Yac 
X,  =  Vâb  +  /â7—  /6c' 
et  X»  =  —  /â6'—  /ôc"—  /6c. 
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Exemple.  —  Soit  proposé  de  résoudre  Téquation 

ce*  +  42ÛC*  —  i6ox  +  441  =  o. 
Noire  résolvanle  est 

X'  —  21X4-  20  =  o. 
On  a  donc,  a=i    6  =  40  =  —  5 

cl,  par  nos  formules, 

ce,  =  2  —  Y^ 
«,  =  —  2  +  3  Y^ 

fic*  =  —  2  —  3  idl 
On  peut  vérifier  qu'en  effet  on  a  bien 
a:*  +  42X*  —  160a;  +  441  ={x*  — 4^  +  9)  (^*  +  4^  +  49)« 

m  1     »  I  1      ■^^— ^— ^^— ^«i^»-  >  ■  ^^— ^^i^.^^1^»  ,  I     ■   I  I      ,  j 

CONCOURS  GÉNÉRAL  DE  1882 


Mathématiqaes  spéciales. 

Par  un  point  quelconque  P  pi'is  dans  le  plan  d'une  parabole 
donnée^  dont  le  sommet  est  en  0,  on  mène  trois  normales  qui  la 
rencontrent  aux  points  A,  B,  C;  les  longueurs  PA,  PB,  PC,  PO 
étant  représentées  respectivement  par  a,  b,  c,  1,  on  demande 
de  former  Véquation  du  troisième  degré  dont  les  racines  sont 
1*  —  a',  !•  —  b*,  1*  —  c*,  et  d'indiquer  les  signes  des  racines 
d'après  la  position  du  point  P  dam  les  diverses  régions  du  plan. 

1.  —  Recherche  de  Véquation  du  troisième  degré. 

Posons  j5  =  P  —  a* 

et  désignons  par  x^,  y^  les  coordonnées  du  point  P;  par  ce,  y 
celles  du  point  A.  On  a 

z  =  aV  +  yo*  —  (œ  —  cco)*  —  (y  —  yoY 
ou  z  =z  ix^x  +  2yoî/  —  œ"  —  y*.  (1) 

D'autre  part,  les  coordonnées  or,  y  satisfont  à  l'équation  de 
la  parabole,  y*  —  2px  =  o  (2) 

et  à  celle  du  cercle  qui  passe  par  les  pieds  des  trois  normales. 
On  sait  que  cette  équation  est 

œ»  +  j,«  _  œ  {x,  +  p)  -Ml  =  o.  (3) 

JOURNAL  m  MATH.  SPÊC.   1882.  8. 
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L'cquatioa  eu  z  s'obtiendra  en  éliminant  a;  el  y  enlre  (I), 
(2)  et  (3)  ;  nous  pourrons  d'ailleurs  considérer  aussi  Thyperbolc 
équilatëre  aux  pieds  des  normales,  courbe  qui  a  pour  équa- 
tion P  (Vf  —  y)  +  y  (a^f  —  x)  =  o.  (4) 

Les  équations  (1)  et  (3)  donnent  d'abord 

et,  par  combinaison  avec  (2), 

y'  (^Q  —  p)  +  ^py^y  —  ^p^  =  o.  (A) 

D'autre  i)art  les  équations  (2)  et  (4)  donnent 
y»  —  2p  {X.  —  p)  y  —  2p«yo  =  o 
et,  par  combinaison  avec  (à)  , 

3yo»*  +  ^1  (^0  —  p)*— ^  { y  +  ^py.  (^^  —  p)  =  o.  (B) 

Il  nous  reste  à  éliminer  y  entre  (A)  et  (B)  et  cette  élimina- 
tion se  fait  immédiatement,  par  une  règle  connue,  règle  qui 
donne  ici 
ap  [(x.  —  pYy.  +  3yo»]*  =  l2(a:t  —  PY  —  9PJ/»*  —  ^i^o  —  P)^] 

[(>Pyt(^  —  p)  +  2(Xe  —  p)9  —  2;»*]. 

OU,  après  avoir  supprimé  le  terme  i8py/2%  dans  les  deux 
membres;  après  avoir  alors  divisé  l'équation  entière  par 
{x^  — p)}  et  réduit  celle-ci  en  l'ordonnant,  on  a   finalement 

a»  —  2{Xo  —  p)*3*  +  {x.  —  p){(fiCo  —  pY  —  9P»o*}3 

+  -^l4(a?o  -  pY  —  27pyo'|  =  o.  (C) 

4 

C'est  l'équation  demandée. 

2.  '^Discussion  de  V équation,  au  point  de  vue  de  la  réalité  de,^ 
racines. 

Quand  on  donne  (CoVo  l'équation  (G)  fait  connaître  les  nom* 
bres  /'  —a*,  P  —  6*,  P  —  c*;  cberchonsdans  quelles  régions 
du  plan  il  faut  placer  le  point  P  pour  que  les  racines  de  (C) 
soient  réelles,  coïncidentes  ou  imaginaires. 

On  pressent  bien  que  la  parabole  cubique,  enveloppe  des 
normales,  doit  être  nécessairement  l'une  des  courbes  de  sé- 
paration; mais  nous  voulons  le  vérifier  par  la  discussion  di- 
recte de  réquation  trouvée;  nous  voulons  aussi  nous  assurer 
qu'il  n'y  a  pas  d'autre  courbe  de  séparation,  pour  la  réalité 
des  racines. 
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Pour  abréger  les  calculs,  nous  poserons 

^='j  («0  —  P)      P  =P!/o*. 
L'équation  est  alors 

''  ^  V  *' + -r.(-i —  9?>  +  tv'^''^)^'  "• 

C4haugeons  d'inconnue  et  faisons  disparaître  le  terme  du 
second  degré  en  posant 

Il  Tient,  après  réduction, 

^3  _  JZ.  a(a»+  8p)  <+  4^  a«-.^^  a^p ^  =  O, 

10      ^      '      *^  33  8  4 

ou,  en  supposant  t  =— — , 

2 

Ô3  _  a(a»  +  Sp)  ---  H 5(x»p  —  2.6«=  o.    (D) 

4  4 

La  réalité  des  racines  de  cette  équation  dépend  du  signe 

de  V  en  posant 

4»  .  V  =  (a«  —  20  a«p  —  Sp'-)*  —  A^'  +  8p)*. 
Comme  V  s'annule  nécessairement,  nous  TaTons  fait  re- 
marquer plus  haut,  lorsque  le  point  a'oj/o  est  situé  sur  la  pa* 
rahole  cubique,  courbe  dont  l'équation  est 

8(0?  —pY       .     ., 

OU»  dans  notre  notation  a*  s=  p 

nous  poserons  «•  —  p  =  w 

et  l'on  peut  écrire 

4«V  =  (u«  —  iSptc  —  27pi)*  —  (&  +  tt)  (u  +  9P)». 
Bn  développant  les  calculs  indiqués  et  réduisant  les  termes 
semblables  on  obtient         V  =  —  u'p 

ou  v  =  -pv.*j^^^2î^ -/»».«. 

Le»  trois  racines  S7nt  réelles  si  l'on  a 

V<o 

8(P -«'*>•    -py,«>o. 
37 
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n  y  a  vieux  racines  imaginaires  si  Ton  suppose  Y  >  o. 
c  es*-a-^llre £-^  —  py^*  <  o. 

m 

Enfia.  il  T  a  deux  moines  égales  lorsqu'on  a  V  ^  o,  ce  qui 
peut  arriver  de  deux  façons,  suivant  que  le  point  P  est  situé 
sur  !a  parab*?le  cubique,  ou  sur  la  droite  y«  =  o,  c'est^-dire 
sur  Taxe  de  x. 

3.  —  Discussion  de  Féçuation  au  point  de  vue  des  signes  des 
racines* 

Construisons  les  trois  paraboles  cubiques  R,  R',  R'  qui  ont 
respectivement  pour  équation. 

n^=—r(x—py 

py«  =  ^/x-p)« 

3 

Ces  courbes  ont  la  forme  bien  connue  et  qu'indique  la 
fiirure:  elles  ont  pour  sommet  commun  le  point  S  dont  les 
coordonnées  sont  p  et  o.  Ecartons,  pour  un  instant,  Thy- 
pothèse  oïL  le  point  donné  P  est  situé  sur  Taxe  œ'x  de  la 
parabDle.  Il  résulte  du  tbéorème  de  Descartes,  lorsqu'on 
l'applique  au  cas  oîi  l'équation  considérée  a  toutes  ses  racines 
réelles,  que  si  P  est  placé  dans  la  région  R'  S  R\  x,  il  y  a 
deux  racines  positives  et  une  racine  négative.  Dans  la  région 
(R'SR'j  .  R'SR'J,  le  point  P  donnera  au  contraire  deux  racines 
négatives  et  une  positive.  Enfin  si  Ton  suppose  que  P  est 
placé  dans  la  région  x'SRHR'i,  l'équation  n'a  plus  qu*une 
racine  réelle  ;  cette  racine  étant  de  signe  contraire  à  son 
dernier  terme,  celui-ci  étant  négatif,  la  racine  réelle  est  donc 
toujours  positive. 

Enfin  dans  le  cas  particulier  oii  y«  =  o,  on  aperçoit  une 
racine  nulle,  résultat  évident  a  priori  ei  deux  autres  racines 
égales  et  positives  %  =-  (x,  —  p)*.  On  vérifie  facilement  que 
si  d'un  point  pris  sur  l'axe  de  la  parabole  on  mène  à  cette 
courbe  les  normales  qui  sont  de  longueur  a,  on  a  bien,  en 
effet,  P  —  a*  =  (x^  —  p)". 
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ETUDE  SUR  LES  COORDONNEES  TRILINEAIRES 

ET    LEURS   APPLICATIONS 
Par  M.  E«-jr.  Boqnel. 

[Suile,  voir  p.  13i.) 


—  Équation  de  la  droite  de  V infini,  —  Rappelons  d'abord 
sommairement  par  quelles  considérations  géométriques  on 
est  conduit  à  considérer  tous  les  points  à  Tinfini  dans  un 
plan  comme  situés  en  ligne  droite. 

Au  début  delà  géométrie  descriptiye,  on  montre  dans  tous 
les  cours  que  la  perspective  (ou projection  conique)  d'unedroite 
sur  un  plan  quelconque  est  une  ligne  droite,  et  que,  récipro- 
quement, toute  ligne  plane  dont  le  plan  ne  passe  pas  par  le 
point  de  vue,  et  dont  la  perspective  est  une  droite,  est  elle-même 
une  ligne  droite. 

Cela  posé,  considérons  un  plan  P  et  un  autre  plan  quel- 
conque Q  non  parallèle  à  P;  si  d'un  point  S,  extérieur 
aux  plans  P  et  Q,  on  mène  un  plan  R  parallèle  à  P,  ce  plan 
R  coupe  le  plan  Q  suivant  une  certaine  droite  A  ;  si  Ton 
considère  le  point  S  comme  un  point  de  vue,  et  le  plan  Q 
comme  un  tableau,  toute  ligne  droite  menée  de  S  à  un  point 
situé  à  l'infini  dans  le  plan  P  est  parallèle  à  ce  plan,  et  par 
conséquent  se  trouve  contenue  dans  le  plan  R;  cette  ligne 
perce  donc  le  tableau  en  un  point  de  A;  donc  tous  les  points 
qui  sont  à  Finfini  dans  le  plan  P  ont  leur  perspective  sur  la 
droite  A;  donc,  en  vertu  de  la  remarque  faite  au  début,  ces 
points  doivent  être  considérés  comme  situés  sur  une  même 
ligne  droite. 

On  voit  de  plus  que  la  direction  de  la  droite  de  l'infini 
doit  être  regardée  comme  indéterminée;  car  le  raisonnement 
qui  précède  est  indépendant  de  cette  direction. 

La  droite  de  l'infini  devant  rencontrer  les  axes  de  réfé- 
rence en  des  points  à  l'infini,  nous  partirons  de  ce  fait 
évident  pour  en  chercher  l'équation. 


—  m  — 

Nous  avons  vu  que  les  trois  coordonnées  Iriiinéaires  d'un 
môme  point  satisfont  à  la  relation 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  à  la  relation 

a  sin  A  ^  sin  B  y  sin  G    S 

X         ^  ^         "^        ï         ~   R"" 

On  peut  donc  dire,  en  général,  que  les  trois  coordonnées 
trilinéaires  d'un  même  point  sont  unies  par  une  relation  de 
la  forme  m*  +  ^P  -{-py  =  k.  (1) 

Il  suffit  pour  cela  de  poser 

ak        ^     ^^        ^^ 

Une  droite  quelconque  du  plan  est  représentée  par  une 
équation  de  la  forme 

Ma  +  Np  +  Py  =  o.  (2) 

Si  l'on  y  fait  a  =  o,  pour  avoir  le  point  oU  cette  droite 
rencontre  Taxe  de  référence  fiC>  il  viendra 

N64-Pt  =  o  (3) 

et  la  condition  (1)  devient  dans  ce  cas 

'iP  +  PY— * 

r.  ..  k  —  nS 

On  en  tire  *  Y  = ^9 

P 
d'oii  en  substituant  dans  (3) 

Np  +  P =  o, 

P 
ou  ô(Np  —  nP)  +  Vk  =  o. 

Pour  que  le  point  dont  il  s'agit  se  transporte   à   Tinfini 

sur  BC,  il  faut  et  il  suffit  qu'oD.  ait 

N         P 

N»  —  7iP  =  o,  d'où    —  =  — . 

'^  n         p 

Ou  reconnaît  de  même  que,  pour  que  les  points  de  rencon- 
tre de  la  droite  (2)  avec  les  deux  autres  axes  de  référence 
soient  à  l'infini,  il  faut  qu'un  ait 

J^  —  ii  M  _   P_ 

m  n  *  m         p  ' 

ni  MNP 

On  a  donc  —  =  —  =  —  =  p 

m         n  P 
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et  réqualioa  de  la  droite  de  rinfini  est  alors 

Jïtd  +  ^^  +  PY  =  O'  W 

Si  Ton  part  de  la  condition 

g 
a  sin  A  +  ?  sin  B  -[-  T  sin  C  =  -^ 

oii  les  paramètres  de  référence  sont  supposés  égaux  à  Tunité, 
l'équation  de  la  droite  de  Tinfini  prend  la  forme 

a  sin  A  +  p  siïi  B  +  Y  sin  G  =  o.  (5) 

—  Condition  de  parallélisme  de  2  droites.  —  Pour  utiliser 
immédiatement  ce  qui  précède,  nous  ferons  observer  que 
les  droites  parallèles  à  une  droite  donnée  Ma  +  Np  Py  =  o 
doivent  passer  par  la  rencontre  de  cette  droite  avec  la  droite 
de  rinfini.  Or,  comme  en  coordonnées  cartésiennes  Téqua- 
iion  générale  des  droites  passant  par  Tintersection  de  deux 
droites  données  D  =  o  et  D'  =  o  est  D  -)-  ^=  o  (môme 
démonstration  que  dans  le  système  de  Descartes),  les  droites 
parallèles  à  la  droite  Ma  +  Ng  +  Py  =  o  sont  donc  com- 
prises dans  l'équation  Ma  -|-  Np4-  Py+  ^  ('"^  +  wp+PY)=o. 
ou,  ce  qui  est  la  même  chose. 

Ma  +  NP  +  Py  +  X*  =  o, 
où  X  est  un  paramètre  arbitraire. 

Pour  qu'une  droite  M'a  +  N'p  +  P'y  =  o  soit  parallèle  à  une 
droite  donnée,  il  faut  que  son  équation  puisse  être  comprise 
dans  l'équation  générale  ci- dessus. 

On  a  donc  les  conditions 

M'    -.  _        N'        _         F 
M  +  Xm  ■"    N  +  Xn    ""    P  +  Xp  ' 

et  Télimination  de  X  entre  ces  deux   relations  donnera  la 
condition  de  parallélisme  que  Ton  cherche. 

L'emploi  direct  des  coordonnées  trilinéaires  est  beaucoup 
moins  avantageux  dans  l'élude  des  propriétés  métriques  que 
dans  celle  des  propriétés  descriptives  des  figures;  c'est 
pourquoi  nous  n'insisterons  pas  sur  l'établissement  des  for- 
mules relatives  aux  relations  de  longueurs  ;  lorsqu'on  a 
besoin  de  quelqu'une  de  ces  formules,  ou  peut  toujours, 
d'ailleurs,  l'obtenir  immédiatement  en  partant  de  la  formule 
correspondante  en  coordonnées  cartésiennes,  que  l'on  Irans- 
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fjrme  Jaus  le  s/slèmc  des  coordonnées  trilinéaires  au 
n.jkven  dos  relations  qae  nous  avons  démontrées.  Prenons 
un  exemple,  afin  de  bien  éclaircir  le  procédé. 

—  Di^:*iHt:(  d'un  payent  à  une  droite.  —  Soient  la  droite  mi  -{-  nS 
-r  /T'  =  o.  et  le  point  m^.  %,  7^).  L'éqnation  de  la  droîie  en 
cxTiounées  cartésiennes  rectangulaires  s'obliendra  en 
nrssrlacant  x,  %  7  par  les  valeurs 

«  =     ,     *  (Ax  +  By  +  C) 

)A«-}-B« 

>  A"»  +  F«  -r     y-r     . 

Elle  sera  d>ac.  eo  désignant  pour  abréger  par  K,  K',  K' 
les  coefficients  des  fonctions  linéaires  dans  les  seconds 
r.-~bres. 
•K  Ax  —  B»  —  C  -f  nK«  A  j  +  B>  -»-  Ci 

-r  pK'iA'x  +  B>  -h  Cl  =  o. 

Sv-.e:;t  x,.  y,  les  c-Mrdonnées cartésiennes  da  point  (z,  S,  7. > : 
U    ::>»>:: 'o  do  co  r:<(nt  à  la  «Irrite  est  exprimée  par  la  for- 


H  )'  Â^k  -r  ÂTk  —  A  /k   *  —  B«k  ^  Bitk  -r  r/»K'  - 

Ma:>s.  es  ver»*  des  fjraiules  srônérales  de  iFaosformatioo. 
:::  a 

^  =  K    Ajt,  -B,^,  --  C  .  2.  =  t:  ,Ajc,  -f  Bv.  —  C 

r,  =K    Ax, 4^  B'y,  +  (T;, 
e;  jar  c-cas^fquenl 


lu^s  le  sv>s:;èaEie  particulier  où  les  paramètres  de  référence 

5^  r;  V  =  1  A»  —  Bî  .  »  =  )  A  *  -t-  B^  ,  ^  =  vA'»  -- B"*  .on 
a  K  =  Il  =  K*  =  i«et  la  formule  se  rèdait  à 

\  A«--A%  -f  A>  *-^iB«-f-B«  — B' 
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Oa  pourra  déduire  de  celte  manière,  toutes  les  fois  que 
cela  sera  utile,  les  formules  en  coordonnées  trilinéaires  des 
formules  correspondantes  en  coordonnées  cartésiennes. 

—  Corollaire  :  Transformation  des  coordonnées  trilinéaires. 
—  Si  Ton  veut  passer  d'un  système  de  coordonnées  trilinéai- 
res à  un  autre  système  de  coordonnées  trilinéaires,il  est  clair 
qu'on  devra  connaître  les  équations  dans  le  premier  système 
des  côtés  du  nouveau  triangle  de  référence  A'B'U'. 

Soient  donc  aa  +  6p  +  cy  ^  o,  a'a  +  6'p  +  c'y  =  o,  a^oL 
-f-  b^p  +  c^Y  =0  J®s  équations  respectives  des  côtés  B'C, 
A^C  et  A'B';  les  dislances  d'un  point  quelconque  du  plan 
{oLi^ifi)  à  ces  trois  droites  étant  déterminées  par  la  formule 
3  établie  plus  haut,  et  leurs  signes  étant  fixés  par  une  dis- 
cussion préalable,  si  X'  [l'  v'  sont  les  nouveaux  paramètres 
de  référence,  les  formules  de  transformation  seront 


«  / 


a  1  =  -^  {«^1  +  6?i  +  CYi) 
P'i  =  Y  (a\  +  6'p,  +  C'Y,) 

\\  =  ^  (a'\  +  b%  +  c'^^,) 

ou  9,  q'y  q'  désignent  les  radicaux  respectifs  qui  entrent  dans 
les  distances  d'un  point  aux  trois  côtés  du  nouveau  trian- 
gle de  référence.  (A  suivre.) 


QUESTIONS  D^EXAMEN 


Premier  degré  (1882). 
H.  —  Construire  la  courbe 

y=  Vi  +x»  — Vi  +x»- 

Cette  fonction  y  est  toujours  finie  et  bien  déterminée.  On 
cherchera  l'intersection  de  la  courbe  avec  l'axe  des  œ  ;  on 
trouvera  :  l*'  trois  racines  infinies  ;  2^  trois  racines  nulles  ; 
3^  trois  racines  égales  à  —  i . 

L'équation  (i  +  x^Y  =  (i  +  a^Y 
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débarrassée  de  ces  racines  donne  réqaation  réciproque  du 
sixième  dem 

Sx*  —  i5j*4-  27X* —  3icc^  +  270:* —  i5x+  5  ^o 

et  en  posant  x  -^ =  — , 

X         s 

»•  —  12»*  +  1 5»  —  5  =  0. 
En  transformant  cette  équation  ae  façon  à  faire  disparaître 
les  termes  du  second  de^ré,  en  posant 

5=1  +  4 
on  trouve  f*  —  33/  —  73  =  o 

qui  a  deux  racines  imaginaires.  Quant  à  la  racine  réelle, 

comme  elle  est  plus  grande  que  — ,   elle  ne  donne  pour  x 

que  des  ralears  imaginaires.  On  Toit  enfin  que  pour  de  très 
grandes  Taleurs  de  x.  positives  ou  négatiTCs,  y  est  positif.  La 
coorbe  a  donc  la  forme  qu'indique  la  figure  ci-jointe. 

12.  —  Ccnstrw're  la  courbe 

sino 

s  —  * 

^        I  -j-  cos  9  ' 
Reamiuiitre  que  cesi  une  stropkoide. 

13.  —  On  d?nne  un  cercle  ei  un  rayon  fixe  OB  ;  OA  étant 
un  rayym  m?bile^  trouver  le  lieu  décrit  par  le  centre  des  Aaii* 
teurf  du  trianyle  AOB. 

Ce  lieu  est  une  strophoîde  avant  pour  sommet  le  point  A  et 
pour  asymptote  la  tangente  au  point  A'  diamétralement 
opposé  à  A.  On  reconnaît  géométriquement  ce  résultat  en 
observant  que  la  droite  qui  va  du  point  A  au  centre  des  hau- 
teurs, forme  avec  la  perpendiculaire  abaissée  de  O  sur  AB  et 
la  perpendiculaire  Oy  à  OA  un  triangle  isoscèle. 

14.  —  Construire  la  courbe 


X* 


T  = -f-x  VX  4-  I. 

2      ~"  * 

Si  roB  prend  explicitement  le  radical  avec  le  signe  -f-*  on 
aura  une  fonction  y  bien  déterminée,  réelle  pour  tontes  les 
valeurs  de  x  supérieures  à  —  i  ;  on  obtient  une  {ureauère 

brmncbe  de  courbe  ROSQT,  qui*  aupointx= —  i«y  = 


est  tangente^  la  droite  £r= —  t,  qui  passe  pari' origine  tan- 
geatiellement  i  la  première  bissectrice  et  présente  en  ce 
poiDl  une  iDÛezioc  Cette  branche  coupe  l'axe  des  x  à  une 
distance  de  l'origine  OQ  ^  2  +  3  ^3,  puis  se  dirige  à  l'in- 
fini, avec  une  forme  parabolique  dont  la  concavité  est  tour 
née  vers  l'axe  des  y. 

La  seconde  branche  coupe  l'axe  Ox  au  point  P,  tel  que 
OP  =  2  —  2A,  passe  à  l'origine  tangentiellement  h  la  se- 
conde bissectrice  ;  la  courbe  a  la  forme  qu'indique  la  figure. 


15.  —  Construire  ta  cxiurbe 

,      1      ,     sinx 

r  =  . +  _  +  __. 

détermine^'  ses  a^ijmptotes  el  sa  forme  générale. 

16.  —  SémoDBtratîon  géométrique  de  la  méthode 

de  NeiTton .  —  Montrer  que  si  l'équation  a  toutes  ses  racines 
réelles,  el  si  a  désigne  une  limite  inférieure  des  racines  positives 
de  Céquation,  on  peut  appliquer,  avec  cei-titude,  la  méthode  de 
Newton  au  nombre  a. 

Soit/  (a;)^o  l'équation  proposée;  nonssupposonsqu'elle 
soit  de  degré  m  et  qu'elle  ait  pour  racines  les.  nombre  Hf, 
a„  .  .  0.  ;  si  l'on  désigne  par  6„  ;6„  . . .  bm-i  les  (m  —  1) 
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racûies  de  f  (x)  =  o,  ncines  qui  sont  réelles  et  comprises 
dans  les  {m  —  i)  interralles  des  nombres  a^,  a,  . . .  a.,  sup- 
posés rangés  dans  l'ordre  croissant;  et  par  Ci,  c,,  ...  c^^ 
les  {m  —  2,)  racines  de  f  (x)  =  o»  racines  qoi  sont  réelles 
et  comprises  dans  les  interralles  des  nombres  croissa&ts 
^11  ^t9  •  •  •  6»-^  ;  on  Toit  qae  Ton  pent  écrire 

a<ai<6j<Ct. 

n  résnlie  de  cette  remarque    que  s  est  nécessairement 
une   limite    inférieure  des  racines  positires  de  Téquation 

proposée. 

Ceci  posé,  soit 

/(x)  =  a-  +  A<ar-'  +  AiX— *+...  +A.=o 
cette  équation  ;  on  a 

f(x)  _       ^+^*  +  A.+  ^+    •    +-^ 
7Vr=   ,^,_,^('n-...>n-.)A._^        _^    2A>-' 


Pour  de  1res  grandes  valeurs  négatives  de  x,  on  voit  que 
le  signe  de  -^est  positif:  mais  f  et  /'  conservent  le  même 
signe  depuis  — oo  jusqu'à  a;  donc  pour  x  =  x  le  rapport 
-^  est  positif  et   la   métbode  de  Newton  s'applique  avec 

certitude  à  la  valeur  approchée  a. 

On  peut  observer  que  si  Téquation  f{x)  =  o  n'a  pas  toutes 
ses  racines  réelles,  mais  si  la  limite  x  est  fournie  par  Tune 
des  méthodes  du  cours,  a  est  alors  une  limite  inférieure  des 
racines  positives  de  /  et  de  ses  dérivées  successives,  et  Ton 
peut  étendre  la  remarque  en  question  à  cette  limite  z. 

17.  —  On  donne  deux  plans  P,  P'  passant  par  Vorigine  et 
dans  ces  plans  deux  droites  A,  A\  faisant  un  angle  constant  V; 
au  plan  de  ces  deux  droites  on  mène  une  normale;  trouver  U 
lieu  décrit  par  cette  droite. 

Soient  ax  +  by  -{-  C2z=o  (F) 

ax  +  b'y  +  c'-ï  =  o  (P) 

les  deux  plans  donnés.   Désignons  par  x'y'z  les  coordonnées 
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d'an  point  du  lieu  cherché;  le  plan 

XX'  +  J/J/'  -j-  jjjs'  =  o 

coupe  les  plans  P  et  P'  suivant  des  droites  dont  les  équations 

X  y  z 

sont  -T—, ;-  =  — -, r  =  — ; p-r  (A) 

hz  —  cy  ex  —  az         ay  —  bx  ^  ^ 

X  y  z 

pt  ^  /A'\ 

Oj3 — cy  ex  — az  ay — bxf 

il  ne  reste  plus  qu'à  exprimer  que  ces  droites  forment  Tan- 
gle  y.  La  condition  connue  donne  un  cône  du  quatrième 
degré,  qui  se  réduit  au  second  quand  V  =  90®. 

18.  —  Limite  de  y 

e»—  I 

y=  — z — 


pour  X  =  o. 

On  posera  e«  —  i  =  —  ;  quand  x  tend  vers  o,  on  sait 

tn 

que  m  tend  vers  Tinfini  ;  on  a  d'ailleurs,  et  d'après  ce  chan- 
gement de  notation, 

I  I 

.2/  = 


-K^+1^)         K^+-^)" 


I 


et,  pour  m  =  00 ,  on  trouve  y  =  -= —  =  i. 

19.  —  Décomposer  une  fraction  rationnelle  en  fractions  ration- 
nelles simples. 

'  f{x) 
Ayant  posé  y  =  -j^» 

on  suppose  que  a  soit  une  racine  réelle  ou  imaginaire  de 
multiplicité  a,  on  montre  que  l'on  peut  avoir,  /*  et  F  étant 
bien  entendu  des  polynômes  entiers  premiers  entre  eux, 
identiquement 

^{x)        (as  _  af        {x  —  o)«-'Ft(a:) 
f(x)  est  la  partie  entière,  quand  elle  est  différente  de  zéro, 
de  la  fraction  proposée,  et  l'on  suppose  que 

F(x)  =  (œ  —  a)«Fj(a;). 


—  190  — 

A  est  d'aillears  un  nombre  de  la  forme  (A'  -\-  A't). 
On  a  en  effet,  identiquement,  et  quel  que  soit  A, 


/la:) 


A 


+ 


f{x)  —  AF,(x) 


F(x)         (ac  — a)»     '     (x  — o)«Fi(x) 
On  dispose  de  A  de  façon  que 

fia)  =  AF.(o). 
A  n'est  ni  nul,  ni  infini,  mais  de  la  forme  A'  4"  ^'*;  on 
peut  remarquer  qu'il  n'est  pas  nécessaire  de  connaître  ^x) 
pour  calculer  le  coefficient  A. 

20.  — Exprimer aumoyen  d'un  déterminant  que  les  deux  droites 

P  =  ax  +  by  +  cz  =  G 
Q  =  a'x  +  b'y  +  c'z  =  o 
se  coupent  sur  la  conique 

f(x,  y,  z)  =  Ax«  +  A'y«  +  AV  +  2Byz  +  2Fzx 

+  2B'  xy  =  o. 
Considérons  l'équation 

?  =  f{^^  y»  «)  +  2atP  +  2fQ  =  o; 
elle  peut  être  considérée  comme  une  fonction  homogène  du 
second  degré  en  x,  y.  js,  ai,  p.  Le  théorème  d'Euler  donne 
2<p  =  x^\  +  y^\  +  Sf\  +  aç'a  +  f fp'^  . 
Écrivons  que  les  dérivées  partielles  o'x,  <p',   ...  <p'û     sont 
nulles  :  on  aura  donc 

Ax  +  B  y  -|-  B'a  +  aa  +  a'p  =  o 

B'x+  My  +Bz  +  fea  +  6'p  =  o 

B'x  4-  By  +  ÊLS  +  COL  +c'p  =  o 

ax  -^  by  -{•  cz  =  o 

a'x  +  b'y  +  c'%  =  o. 

Ces    équations    linéaires    et  homogènes  en  o?,  y,  3,  a,  p, 

admettront  une  solution  diflerente  de  zéro,  si  Ton  a  : 

A  B'  B'  a  a'  1 
B'  A'  B    b  b' 
A  =      B'  B    A'  c  c'     =  G 
a  6    c    G  G 

o'    6'     C'     G  Q 

Si  nous  supposons  cette  condition  réalisée,  l'identité  d'Euler 
prouve  que  le  point  considéré  xys  donne  ^  =  g;  el 
comme  l'on  a  (f\  =  o,    ç'jg  =  o 
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c'est-à-dire  P  =  o,    Q  =  o, 

on  a  donc  aussi  /  {x,  y^  s)  =  o.  Ainsi  le  point  xy»  est 
situé  à  la  fois  sur  les  deux  droites  et  sur  la  conique  données. 
La  réciproque  est  vraie  :  la  condition  cherchée  est  donc 
A  =  o. 

Si  Ton  traite  cette  question  par  la  méthode  la  plus  natu- 
relle, celle  qui  consiste  à  écrire  que  les  coordonnées  x,  y,  z 
données  par  les  relations 

X y         _         % 

bc'  —  cb'  "*"  ca'  —  ad    ""    aV  —  ba'  ' 
satisfont  à  l'équation  f  {x^  y^  z)  ==  o,  on  obtient  le  résultat 
suivant  : 

A  (hd  —  cb'Y  +  A'  {ca'  —  ac'Y  +  A'  {aV  —  ba')* 
+  2B  {ca'  —  ac')  (ab'  —  ba') 
.  +2W{ac'  —  ca'){bc'  —Ob') 
+  2B'(&a'  —  ab')  (ca'  —  ac')  =  o. 

C'est  le  déterminant  A,  développé.  On  peut  remarquer,  à 
frioriy  c'est-à-dire  sans  aucun  calcul  que  ce  déterminant  est 
une  fonction  linéaire  et  homogène  par  rapport  aux  lettres 
A,  A',  A',  B,  B',  B'. 

21.  —  On  considère  une  hyperbole  H  ayant  pour  asymptotes  les 
droites  A,  A^  ;  soit  M  un  point  de  H,  par  le  point  M  on  peut  mener 
deux  cercles  tangents  à  à  et  à  à'  ;  démontrer  que  la  distance 
des  centres  de  ces  cercles  est  une  quantité  constante^  quand  le 
point  M  parcourt  H. 

L'équation  de  l'un  des  cercles  est 

^-i--(ir  +  ir)(«'-«'.)«=o. 

a;  ^-.  cci  =  O  étant  l'équation  de  la  droite  des  contacts;  si 
l'on  exprime  qu'il  passe  par  le  point  M^Xo,  t/o  étant  les  coor- 
données de  ce  point  on  a 

(Xo  —  Xi)    —         ,     • 

C 

Soit  £C  —  ce,  =  o  l'équation  de  la  corde  des  contacts  de 
Tautre  cercle,  on  aura  de  même 

(Xq  —  Xf)     -T—  . 
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On  en  déduit     x^  —  Xi  = 

c 

_  ^^ 

X^        Xq  —  — — 

c 
ah 

ou  Xm    Xl  =  . 

c 
La  distance  des  cordes  de  contact  étant  constante,  la  pro- 
priété énoncée  est  vraie. 


QUESTIONS  PROPOSÉES 


26.  —  Soit  f  (x,  y,  a)  =  o  un  paraboloïde;  donner  l'équa- 
tion qui  détermine  les  paramètres  des  paraboles  principales. 

27.  —  En  désignant  par  V  l'angle,  aigu  ou  obtus,  des 
asymptotes  de  l'hyperbole,  angle  dans  lequel  se  trouve  la 
courbe,  démontrer  que 

_    v/b«  —  AC  >  sin  Q 
^  A  +  G  — 2BC0SÔ' 

c  étant  égal  à  +  i ,  et  son  signe  étant  le  même  que  celui  du 
discriminant. 

28.  —  Construire  la  courbe 

Lx  .  Lt/  =  K.  (Laisant). 

29.  —  Dans  le  plan  d'une  parabole  fixe  glisse  une  parabole 
mobile  égale,  de  telle  sorte  que  le  sommet  de  chacune  d'elles 
soit  sur  l'autre.  Démontrer  qu'un  point  quelconque  du  plan 
de  la  parabole  mobile  décrit  une  podaire  de  développée  de 
parabole.  (Ed.  Lucas.) 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.VAZEILLE. 
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TRANSFORMATION  RECIPROQUE 

Par  M.  G.  de  liongchamps. 

[Suite,  Yoir  p.  49,  77,  97,121.  145.) 


33.  Examinons  maintenant  le  cas  particulier  où  le  planP 
qu'on  transforme  est  tangent  à  la  sphère  décrite  sur  la  ligne 
des  pôles  comme  diamètre.  On  suppose  donc  A  =K;  le 
discriminant  est  nul  et  les  racines  de  Téquation  en  S  sont 

S,=-(A  +  /i), 
S,  =  o, 
S,  =  —  2h. 

Le  hessien  est  alors 

H  =  —  d«(B«  4-  G«)«. 

Il  ne  peut  être  nul  que  si  Ton  suppose,  à  la  fois,  B  =  o, 
G  =  o;  mais,  à  un  pareil  plan  correspond  le  pôle  principal. 
Ainsi  nous  pouvons  supposer  H  différent  de  zéro  et  nous 
allons  faire  voir  qu'au  plan  P  correspond  alors  un  para- 
boloïde  elliptique. 

En  effet,  le  hessien  n'étant  pas  nul,  la  surface  est  certai- 
nement l'un  des  deux  paraboloïdes  ;  je  dis  que  S^  et  S,  sont 
de  même  signe.  Car  nous  avons  expliqué  (n°  32)  qu'on  ne 
pouvait  pas  supposer  A  +  K  <  o  et  comme  Ton  a  A  =  K, 
on  a  donc  nécessairement  A  +  A  >  o  ;  donc  S^  et  Sg  sont  de 
même  signe.  Concluons  : 

Tbéorème.  —  Dans  la  transformation  réciproquCy  à  un 
plan  tangent  à  la  sphère  décrite  sur  la  ligne  des  pôles  comme 
diamètre  correspond  un  paraboloide  elliptique. 

34.  Nous  ferons  connaître  ici  les  deux  causes  qui  peuvent 
produire  l'abaissement  de  Tordre  de  la  surface  transformée; 
cet  abaissement  résulte  des  deux  théorèmes  suivants  : 

Théorème  I.  —  Lorsque  la  surface  f,  de  degré  m,  passe 
par  le  pôle  principal,  la  sur  face  transformée  n'estplitsdedegréim, 
comme  dans  le  cas  général,  mais  seulement  du  degré   (2m  •—  i^ 
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Théorème  II.  —  Lorsque  la  ligne  des  pôles  est  une  corde 
normale  de  f,  le  pôle  secondaire  étant  le  pied  de  celle  normak, 
s'il  arrive  que  ce  point  soit  un  ombilic  de  la  surface^  le  degré  de 
la  surface  transformée  est,  par  ce  fait,  abaissé  de  deux  unités. 

Ces  deux  propriétés  sont  la  conséquence  immédiate  des 
formules  de  transformation  (n<*  30). 

II  résulte  de  ces  deux  remarques  qu*en  transformant  une 
quadrique  Q  par  la  méthode  que  nous  exposons,  on  peat 
obtenir,  suivant  le  choix  que  Ton  fait  du  pôle  principal  et 
du  pôle  secondaire; 

l""  Un  plan;  la  ligne  des  pôles  est  une  corde  normale  de 
la  quadrique  Q,  et  le  pôle  secondaire  est  un  ombilic. 

2°  Une  quadrique  ;  le  pôle  secondaire  est  encore  un  ombilic 
de  Q,  mais  le  pôle  principal  n'est  plus,  comme  dans  le  cas 
précédent,  placé  à  l'extrémité  de  la  corde. 

3**  Une  surface  cubique;  le  pôle  principal  est  situé  sur  Q. 

4®  Une  surface  quar^tique  ;  les  deux  pôles  ne  présentent  au- 
cune des  singularités  des  trois  cas  précédents. 

35. —  Nous  signalerons,  en  terminant  cette  étude  très  in- 
complète d'une  transformation  qui  nous  parait  Tune  des  plus 
simples  que  l'on  puisse  imaginer  dans  ce  groupe  de 
transformations  du  genre  Magnus,  la  surface  cubique  qui 
correspond  à  l'ellipsoïde. 

D'après  la  remarque  que  nous  avons  faite  en  examinant  le 
troisième  cas  du  paragraphe  précéJenl,  il  suffit  pour  obtenir 
cette  surface  cubique  de  faire  passer  l'ellipsoïde  considéré 
par  le  pôle  principal.  Considérons  donc  l'ellipsoïde  rapporté 
à  ses  axes,  et  prenons  pour  pôle  principal  Tune  des  extré- 
mités de  Taxe  majeur,  pour  pôle  secondaire  l'autre  extrémité 
de  cet  axe. 

A  Tellipsoide 

a*  6"  c* 

correspond  la  surface  cubique 

a«  (X-a)  ^11+  |1)  =  (X  +  a)  (Y«  +  Z«). 

Y  \ 
Cette  équation,  étant  de  la  forme  F  (X,—-  )  =  o, 
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est  réquation  d'un  conoïde;  ce  conoïde  est  compris  tout 
entier  entre  les  deux  plans  a;  +  a=o,  x  —  a  =  o;  il 
admet  un  double  système  de  génératrices  reclilignes 
parallèles  au  plan  de  yz,  et  en  étudiant  les  sections  faites 
dans  la  surface  par  le  plan  2  =  A,  on  obtient  une  cubique 

a*  '\-c*       X 

y*  6*     a' — c*     a*  —  c«       a" 

"F  ~  c«"  *  a*  —  6«  '      X       a'+P" 

a       a^—b^ 
et  quand  on  fait  yarier  h,  la  déformation  de  cette  cubique 
donne  une  idée  assez  exacte  de  la  forme  de  ce  conoïde. 


RÉCRÉATIONS  MATHÉMATIQUES 

Par  M.  £doaard  I^ueas. 


Théorème  I.  —  Dans  tout  réseau  géométrique  formé  de 
lignes  droites  ou  courbes  le  rwmbre  de  points  impairs  est  toujours 
%éro  ou  un  nombre  pair  (*). 

Euler,  dans  son  mémoire  connu  sous  le  nom  de  Problème 
des  Ponts  de  Kœnigsbei-g,  mémoire  qui  a  paru  en  latin  dans 
les  Mémoires  de  l'Académie  des  sciences  de  Berlin  pour  Tannée 
1759,  et  qui  a  pour  titre  :  Solutio  problematis  ad  Geometriam 
situspertinentis,  a  complètement  démontré  ce  théorème.  Ou 
peut  encore  donner  à  la  démonstration  la  (orme  suivaiilo. 

Désignons  par  A,  B,  G,  D,  .  .  .  les  diverses  stations  du 
réseau,  les  divers  points  d'embranchement,  les  tôles  de 
ligne  ;  soient  P  et  Q  deux  stations  voisines,  c'cst-à-diro 
telles  que  Ton  puisse  aller  de  P  en  Q  par  un  ou  plusieurs 
chemins,  sans  rencontrer  d'autres  stations  du  réseau.  Si  l'on 
supprime  Tun  de  ces  chemins  PQ,  le  nombre  des  chemins  qui 

(•)  On  dit,  dansceUe  géométrie  des  réseaux,  qu'un  point  est  pair  lorsqu? 
de  ce  point  partent  des  demi-droites  en  nombre  pair.  Il  est  impair  dans  le  cis 
contraire.  Par  exemple,  si  l'on  imagine  une  droite  AD  terminée  aux  points  A 
et  B,  A  et  B  sont  des  points  impairs,  et  si  l'on  considère  un  point  0  sur  AB, 
O  est  un  point  pair.  G.  L. 
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Note.  —  Les  deux  théorèmes  précédents  sont  extraits  d'un 
livre  de  M.  Edouard  Lucas  (*j,  livre  qui,  sous  le  titre  de 
Récréalions  mathématiques,  renferme  tant  d'aperçus  ingénieux 
et  profonds.  Aucune  lecture,  sous  une  forme  plus  agréable 
et  plus  facile,  ne  nous  parait  plus  propre  à  développer  dans 
Tesprit  l'idée  de  certaines  combinaisons  mathématiques,  et 
nous  avons  plaisir  à  signaler  cet  ouvrage  à  nos  lecteurs. 

G.  L. 


ETUDE 

SUR  l'Équation  et  sur  la  forme  binaire 

DU  QUATRIEME  DEGRE 
Par  M.  Kœkler. 

(Suite,  Yoir  page  149.) 


V.  —  Covariants  principauix  de  la  forme  binaire  de  degré  n. 

Considérons  sur  une  droite  n  points  A|,  A^, . . .  An  ,  déter- 
minés par  réquation  f  =  aœ^ -^  nbx^-^y  +  ...  =  o,  et 
soit  F  un  point  fixe  (le  pôle)  dont  les  coordonnées  sont 
(^>  y)>  P  uii  point  quelconque  de  la  même  droite,  de 
coordonnées  (Ç,  tj).  Cherchons  l'équation  qui  détermine  les 

PA- 
n  valeurs  du  rapport        Xi  =-,    *  ; 

F  A» 

,  l  —  Xi        Ti  — t/i        lyi  —  TjXj 

on  a  Ai  =  ,  =  ;  =  r-7 — 7- 

Xi  —X        y   — t/       ïj/  —   rix 
et  par  suite  —  =  ^'T^     >  - 

Xi  Ç  ~p"  A2uC 

L'équation  demandée  s'obtiendra  en  remplaçant  dans  l'é- 
quation ax^  +  nba^-^y  +  . . .  =  o  les  variables  a;  et  y  par 
Ç  -f-  Xx,  Y|  +  ly.  En  développant  par  la  formule  de  Taylor  et 
mettant  a?,  y  à  la  place  de  l,  t)  qui  désignent  maintenant  des 


(•)  Récréations  mathématiques ,  par  Edouard  Lwcas.  —  Gauthier-VUlara, 

isas. 
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— î^\    — -r  A'/'tx,  y)  =o. 

T:    'ri'i.;  i  ii-:  les  c:>e5cienls  de  3i,  X*  ...  X*-*  .  on 
:  • .  1  —  :   f  :  -1 .  :  15  represenlanl  les  n —  i  groupes  po- 

:iT  rjr^^rl  aux  ii  points  da  système 


-.     •     4 


r  -»» 


r  îr:  ::■:.  -:.ir:>é  de  » —  i  points,   est  donné 
..■  '.-^  4  \  =  c.  L*5  roi-is  P  de  ce  groupe  sont  tels 

i^i  if<  7-:  I-  '^  *  —  I  an  —  i   des  n  rapports 


»■      iS;  • 


f^  xilf  !?»—:«  ir^riipe  x  /^.  +  y  /^  = 


o  se  re- 


;  Li  >5:.  r    -  *  rfir^  ies  moyennes  harmoniques  de 

H  1,1 

-  -i-T.-.-t  k  A  ,  A*  ...  A«:  on  a    ^  ^  ="irn: — r*s^ 


PP         PA^    *   PA, 


.^  . 


^-e  le   rr>?=iier  groupe  est  tel  que 

-  * ,    ,  :  :.*  55.'^  T«    1.5  1  TC^ir  retire  des  movennes  harmoni- 

r     <  -:  i    '  ji  s-^  :ri*  A,.  A^  •..  A« ,  le  point  F.  Cette 

.\  i  : ,  Il  I  :  r  :  T  >;riu :~  est  faciie,  pourrait  serrir  de 

;>^        n  ,-^  ÇT  ,  f  j^j  .-:?<  i  itrr.    i>:::Tieal  les  points  des 
\  :  >  ^-.  ^  :«f^  7        ~y^  s:~  î  les  ^:^r4naais  de  la  forme  f: 
..:  :  *  Si  :  >  ;.  ::  :  »  .f  r?  ::*  j ir  .e  ca.r-I- 

>    •  :     r  =:  4  X  —  îT,  t  =  aX  —  £  Y  les  formules  de 

::  --  .^  =  rX  —  £T  — i    iXT  —  pT» 
:  ^  7.  :  :-  ?       7  --   m  =  r  X  —  iX  •  —  £  T  +  XTl 

:V—  i  —  T  — ;y>«  i  —  ii.  —  £  T— il"] 

"ri    —  \  r  '    —  1  •'  .  ^— =  FiX,T| 
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c'est-à-dire  /îaX4-  pY,  aX  +  P'Y).  Maintenant  les  deux 
développements  devant  être  égaux  pour  toutes  les  valeurs 
de  Xy  les  coefficients  des  puissances  de  X  seront  égaux,  et 
l'on  aura      xf^  +  yf^  =  X'F;  +  Y'F;,  etc. . . 

La  considération  du  premier  groupe  polaire  donne  lieu  à 
d'autres  formes  liées  à  la  forme  donnée  par  des  relations 
remarquables.  Si  d'abord  on  cherche  les  pôles  dont  les  pre- 
miers groupes  polaires  ont  un  point  double,  et  les  points 
doubles  de  ces  groupes,  on  est  conduit  à  exprimer  que 
réquation  xf'^  yf   =  o  a  une  racine  double,  c'est-à-dire 

à    écrire  xf^,  +  t/'/^^  =  o,    xf^  +  t/'/J,  =  o. 

L'élimination  de  x,  y  entre  ces  équations  donne  une 
équation  de  degré  2n  —  4  :  H  =  /;,  /^,  —  (f^Y  =  0.  H  =  o 

représente  les  points  doubles  des  premiers  groupes  polaires  ; 
c'est  le  hessien  de  f. 

Si  au  contraire  on  élimine  x,  y  entre  les  mêmes  équations, 
on  aura  les  pôles  correspondants  aux  points  doubles;  l'équa- 
tion en  x',t/',  P  =  o  est  aussi  de  degré  2n  —  4. 

On  peut  aussi  se  proposer  do  rechercher  les  pôles  dont  les 
fçroupes  polaires  relatifs  au  système  primitif  et  au  hessien 
ont  un  point  commun,  et  de  trouver  ces  points  communs. 

On  obtient  ceux-ci  en  éliminant  x\  y'  entre  les  équations 
œ'/x  -f  y'f'y  =  o  et  xB^  +  j/'Hy  =  o,  ce  qui  donne /^^  Hy— 
fy  Kj.  =  T  =  0,  équation  de  degré  3n  —  6. 

Les  pôles  correspondants  résultent  de  l'élimination  de 
cCy  y  entre  les  mêmes  équations;  on  obtient  ainsi  une  autre 
équation  0  =  o  de  degré  3n  — 6. 

De  ce  que  les  formes  P,  H,  0  et  T  représentent  des  groupes 
de  points  liés  au  système  donné  (f  =  o)  par  des  relations 
géométriques  indépendantes  du  choix  des  points  fondamen- 
taux, on  est  en  droit  de  conclure  que  ce  sont  des  covariants 
de  f.  Ainsi,  en  faisant  une  transformation  linéaire  qui  change 
f{x,  y)  en  F(X,  T),  le  hessien  de  F  sera  le  produit  du  hessien 
de  /  par  un  certain  facteur  dépendant  seulement  des  coeffi- 
cients a,  p,  a ,  p'  des  formules  de  transformation.  C'est  ce 
qu'il  est  facile  de  vérifier.  On  a  f(x,  y)  =  F(X,  Y)  avec 
a?  =  aX  +  pY>  y  =  *  X  -f-  p'Y  ;  on  en  conclut 
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puis     F'itiX,  Y)  =  a[i/i«  +  «/I,]  +  « [«/i,  J»] 

En  substituant  ces  valeurs  dans  Texpression  de  H(Xy  Y), 
c'eslr-à-dire  dans  F^iPyt  —  (r*xT^*»  ®^  trouve 
H(X,  T>  =  (x^'  -  a-,y[r^^  -  if^Y]  =  (a?'  -  a»«H(x,  y). 

On  Irouverait  de  même   T(X,  Y)  =  (a?'  —  ap)*T(a:,  y). 

Le  même  procédé  ne  s'appliquerait  plus  aussi  facilement 
aux  formes  P  et  6,  au  moins  pour  le  cas  où  L'exposant  n  a 
une  valeur  quelconque.  Mais  nous  verrons  que  pour  la  forme 
du  quatrième  degré  on  a  0  =  T  et  P  =  —  J/*  +  IH,  de 
sorte  que,  après  la  transformation,  P  se  trouve  multiplié 
par  (x^-  -  pzy. 

VL  —  Réduction  de  la  forme  du  quatrième  degré  à  la 

forme  canonique. 

Il  existe  entre  la  forme  du  quatrième  degré  et  ses  cova- 
riants  des  relations  simples  ;  il  est  avantageux  pour  les 
étudier  de  ramener  la  forme  fa  sa  forme  canonique^ 
c'est-à-dire  à  Texpression  la  plus  simple  qu'elle  puisse 
avoir,  sans  rien  perdre  de  sa  généralité. 

Soient  A,  B,  C,  D  les  quatre  points  représentés  par  l'équa- 
tion /^  =  G  ;  comme  ils  peuvent  être  groupés  par  couples 
de  trois  manières  différentes,  ils  donnent  lieu  à  trois  invo- 
lutions  quadratiques  dont  les   couples  fondamentaux  sont 

(AB;(CD),    (AC)(BD),    (AD)(BC). 

Soient  0,  0'  les  foyers  ou  points  doubles  de  la  première 
involution,  c'est-à-dire  les  points  qui  divisent  à  la  foishar- 
moniquement  les  segments  ÂB  et  CD,  on  aura 

OA       OB  .         .    OC       OD 

•=  —  I  et  aussi  -rrrr  '  -^^77^  =  —  I  • 


OA  ■  0B~       *  "  OC   '  OD 

Donc,  si  l'on  cboisitOetO' pour  nouveaux  points  fondamentaux 
des   coordonnées  binaires,  les  quatre  racines  de  la  nouvelle 


X       *•      1  ^      A  I    x      ^       A  OA      GB     OC      01) 

équation  homogène  du  qualnërae degré -^,  — -,  -^,  jjr^ 

seront  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires;  donc  cette 
nouvelle  équation  sera  bicarrée.  Ainsi  se  trouve  établie  la 
possibilité  de  réduire  la  forme  donnée  /*à  la  forme  cano- 
nique AX*  +  6CX*Y»  +  EY*,  et  cela  de  trois  manières 
différentes.  D  ailleurs  on  peut  reconnaître  qu'il  n'est  pas 
possible  en  général  de  la  réduire  à  une  expression  ayant 
moins  de  trois  termes  ;  supposons  la  réduction  effectuée, 
on  aura  identiquement 

ax'  +  4bx^y  +  . .  •  =  AX*  +  6CX«Y*  +  EY*. 
Mais  on  peut  toujours  introduire  les  coefficients  Â,  E  dans 
les   expressions  mômes  des  nouvelles  variables  en   posant 

X  V  A  =  X'  et  Y  V  E  =  T  ;  on  peut  donc  écrire 
X*  +  6GX'«Y'«  +  r*  =  a(aX'  +  pY')* 
i-  46(aX'  +  PY)  »(aX  +  pT)  +  . . . 

En  identifiant,  on  aura  cinq  équations  de  condition  pour 
déterminer  a,  p,  a,  p'  et  G'.  L'expression  réduite  aura  en 
général  trois  termes;  elle  ne  pourra  en  avoir  moins  de  trois 
que  dans  des  cas  particuliers. 

Cherchons  maintenant  à  déterminer  les  nouveaux  points 
fondamentaux.  Soit  X  une  des  racines  de  l'équation  (2);  la 
forme  f  se  décompose  ainsi  (formule  [7])  : 

/•=  fax»  +  (ty  (26  -  y/D  +  !/»  A  -  -^)li 

[ax*  +  xy  (26  +  v/Â)  +  y«  (x  +  -^M  =  P.  Q 

et  on  a  l'involutioa  P  -j-  yQ  =  o>  Y  étant  un  paramètre 
variable.  Pour  avoir  les  points  doubles  de  cette  involution, 
il  faut  éliminer  y  entre  les  deux  équations 

P'«  +  tQ  »  =  0,      Fy  +  yQV  =  o, 
ce  qui  donne 

[iax  +  y  (26— v/DTa;  (26  +  \/T)  +  2y  fx-{-  -f=r\\ 
=  [2ax  +  y  (26  +  v/a)  "IRcc  2b  -\/k)-\-2y  fl——\] 
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oo  4a  ^  ac»  +  80  —7=.  a^  +  4y»  ( -^7=r  —  A  v^A  J  =  o. 

VA  VvA  / 

En  remplaçant  X  par  (a  -|-  c»  et  mettant  à  la  place  des 
polynômes  Â  et  B  leurs  yalenrs»  savoir 

A  =  4b*  —  6flc  +  2àk  =  46*  —  400  -{-  2a|*., 
B    =2Xb  —  20(1  =  26|A  +  26c  —  2ad, 
on  trooTe  définitivement 

x"  (200  —  26*  —  ap.)  -j-  2xy  {ad  —  bc  —  b^) 

4.  yt  (2c*—  261I  +  q*  —  pi*)  =  o.  (9) 

Cette  équation  donne  le  couple  de  points  fondamentaux 
qui  répondent  à  une  des  racines  de  la  résolvante.  Pour 
achever  les  calculs  de  réduction  on  décomposera  cette 
équation  en  deux  facteurs  sous  la  forme 

(&c  +  Tlï)  (Ta;  +  y{y)  =  o 
et  Ton  posera    X  =  Çx  +  'jy»  Y  =  fa?  +  tj  y  î 

En  remplaçant  o;  et  y  par  ces  valeurs  dans  la  forme  donnée, 
les  termes  en  X*Y  et  en  XY*  disparaîtront  d'eux-mêmes, 
et  on  aura  la  forme  canonique.  (A  suivre,) 


QUESTION  388 

SeUrtlMi  par  M.  Gmo-Loau,  à  Hantone. 


Les  axes  tune  ellipse  sont  dirigés  suimnt  deux  droites 
rectangulaires  données  Ox,  O7.  Soit  M  le  point  de  cette  ellipse 
oii  le  cercle  oseulateur  a  la  même  surface  que  r ellipse  ;  soit  |l 
le  centre  de  ce  cercle;  4^  la  distance  du  centre  de  ce  cercle  oscvh 
hteur  au  centre  de  Vellipse  est  égale  à  la  demirdifférenee  des 
axes  ;  9^  si  la  somme  des  axes  de  Vellipse  reste  constante,  le  Heu 
de  M  est  V enveloppe  d^une  droite  de  longueur  constante  qui  glisse 
sur  les  deux  droites  Ox,  Oj;  et  le  lieu  de  [t  est  la  rosace  à 
quatre  branches,  Ueu  du  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du 
centre  de  Vellipse  sur  une  droite  de  longueur  constante  qui  glisse 
sur  les  bissectrices  des  angles  des  axes.  (E.  Lemoine.) 
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En  appelant  sa,  zb  les  axes  de  l'ellipse,  r  le  rayon  de  ce 
cercle  oscalatear  en  M,  on'  aura 


■_hmi. 


ou  yab  = 

Mais  de  Téquation  de  Tellipse  — r  +  tt  =  i  on  tire 

'^      a*        6* 

dy  b  X  dh/  ab 

^  ~       «   ^a*—x*  '  *^*  ~       \/(a*  —  œ*)** 
Donc  réqnation  précédente  devient 

ab  a^b 


a»ft«  =  {a*  —  (a*  —  6»)aî»j« 
a«6  =  a*  —  (a«  —  6»)a?». 

D où  on  tire       œ*=  -7 — r^r; — ^ 

A.  cette  yaleur  de  œ  correspond 

Les  équations  (1)  (2)  donnent  les  coordonnées  de  M 
Cherchons  celles  de  (a.  En  les  appelant  X  et  Tnousaurona* 


I  =  a>-* 


■+(0 


-SOO 


cte  flPy 

I  -4~  ^*  ..— ^^ 
6         X  *    a*  a*  —  «■ 
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ou,  tonte  réâûoUon  faite, 

Donc  en  employant  les  équations  (1)(2)  on  aura  les  coor- 
données de  (A  données  par  les  équations 


=f 


**      (a- 6);  (3) 


a  +  6 

1^  On  en  tire 
0^.=X«+Y«=^(a-6)«+-^(a-6).  =  (a-6r 

donc 

0[x=a  —  6. 

2*  En  faisant  l'hypothèse 

a-i'b  =  c,  (6) 

le  lieu  de  M  s'obtient  en  éliminant  a»  Centre  les  équations 

(1)  (2)  (8).  Or  les  équations  (1)  (2)  donnent 

ex*  =  o'  ;  cj/»  =  6* 

*     i  J-  i 

donc  a=c'5"flc';6==c*y3 

et  l'équation  (8)  se  transforme  en  conséquence  en 

1-2  JL    i 

JL         -i        J. 

ou  bien  œ*  +y*  =c* 

qui  représente  en  effet  l'enveloppe  de  la  droite  de  longueur 
constante  c  qui  glisse  sur  les  axes. 

3^  Le  lieu  de  [a  peut  être  trouvé  en  éliminant  a»  6  entre 
les  équations  (3)  (4)  (8).  Or  (3)  (4)  donnent 

a— 6  =  v/x*+T*,  (6) 

Des  équations  (8)  et  (6)  on  tire 

a= î-ï^ ! ;  6  = 1 ! ; 

2  2  ' 
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donc  (7)  devient 

c+yX'  +  Y*    _   X« 

c_v/x»+  Y*~  Y* 
on  y  en  chassant  les  dénominateurs  et  les  radicanz, 

(X*  +  Y»)»  =  c«  (X*  —  Y*)*, 
Changeons  les  axes  en  prenant  pour  nouveaux  axes  les  bis- 
sectrices des  angles  des  anciens  axes,  les  formules  de  trans- 
formation sont 

X  =  ac  +  i/;    Y  =05  — y; 

donc  X*  +  Y*  =  2  (a?«  +y^);     X»  —  Y*  =  40:^ 

et  l'équation  précédente  devient 

8  (x*  +  y^Y  =  1 6  c*a^y* 
ou  (cD*  -|-  J/')'  —  2  c'a;*y*  =  o 

qui  représente  en  effet  une  rosace  à  quatre  branches. 

QUESTION  15 

Solatton  par  H.  E.  Dbtin,  élèye  de  mathématiques  spéciales  au  Lycée 

Charlemagne. 


Trouver  le  lieu  des  points  M  tels  que,  parmi  les  normales  issues 
de  ce  point  à  la  parabole  y*  —  2px  =  o,  il  y  en  ait  deux  qui 
forment  avec  la  droite  y  =  x  tg  <p  un  triangle  isoscèle.  Ce  lieu  est 

une  parabole  ;  construire  cette  courbe  qu4md  on  suppose  9=  -^ 

o 

ei  montrer  que  le  sommet  coincide  avec  le  foyer  de  la  parabole 
donnée.  (0-.  L.) 

Soit  M  un  point  du  lieu,  MA.  et  MB  les  normales  issues 
de  ce  point  M,  qui  font  avec  Oz  un  triangle  isoscële;  les  tan- 
gentes en  À  et  B  à  la  parabole  donnée  se  coupent  en  un 
certain  point  M',  tel  que  les  droites  M'A  et  M'B'  forment  avec 
Oz  un  triangle  isoscMe,  et  à  chaque  point  tel  que  M  corres- 
pond un  point  tel  que  M\ 

Si  donc  on  détermine  le  lieu  du  point  M\  on  pourra  en 
déduire  le  lieu  du  point  M* 

Pour  avoir  le  lieu  du  point  M^  nous  exprimerons  que  le 
pied  E  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  M  sur  Oz  est  le 
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lien  du  se^moit  CD  détominé  sur  Os  par  les  deux  tan- 
gentes issues  de  IT. 


Bl      D^^ 


Fif.  I. 

Soient  z  et  5  les  coordonnées  dn  point  W; 

L'ensemble  des  denx  tangentes  ITA  et  WB  issnes  de  ce 
point  à  U  parabole  donnée  est  représenté  par  réqnation 
y—  !ijnr)'5«  —  2jn)  =  L^îf  —  f(^  +  *)?. 

L'éqnalion  anx  abscisses  des  points  de  rencontre  C  et  D 
de  ces  tangentes  stcc  Os  est 

(JC*  tg«  f  —  2px)fy  —  2^)  =  LSX  tg  ç—  JKC  —Pdf, 

équation  dn  second  degré  en  x,  dont  la  demi-somme  des  ra- 

y  —F^  —  «Stg  9 

La  perpendiculaire  ITB  abaissée  de  W  snr  Os  ayant  ponr 
équation  f  — ?  =  (*  — x)cotgf, 

rabcisae  dn  point  D  est  donnée  par  l'équation 

«(tg  t  +  cotg  t)  =  «  cotg  t  +  ?, 


d'oh 


^-.+tg«t- 


RTprimant  que  le  point  B  est  le  mihen  de  CD  on  i 

sStgf— 2atg«r  — p         l+%*Y 
On  a  d'abord  la  solntion  singuliàre 
puis  p  — ?  Vt  — »**ST+P*Kt=o 
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ou  p  =  (a--|-)tg29  (1) 

qui  est  la  yéritable  solution. 

Soient  maintenant  J  et  p'  les  coordonnées  du  point  M  dont 
on  cherche  le  lieu .  Elles  sont  liées  aux  coordonnées  a  et  p 
du  point  M' par  les  formules 

On  aura  donc  l'équation  du  lieu  du  point  IT  en  éliminant 
a  et  p  entre  les  équations  (1)  (2)  et  (3j.  Transportant  dans 
(2)  et  (3)  la  valeur  de  p  tirée  de  (1),  elles  deviennent  des 
équations  du  second  degré  en  a. 

4a*  tg«  29  —  2pa  (1  +  2  tg*  2<p)  +  p*  tg«  29  +  2p«  —  2pa  =  o 

2a*  tg  2<p  —  pa  tg  2(p  -j-  PP'  =  o 

L'élimination  de  a  entre  ces  deux  équations  donne  pour 
l'équation  du  lieu,  en  considérant  a  et  p'  comme  des  coor- 
données courantes  : 

[4Py  tg»  2<p  —  2  tg  29  (p*  tg»  2<p  +  2|>»  —  2|>(C)]» 
=  [  —  4Ptg'  2(p  +  41>tg2<p)(l  +  2/l/»2<p)][p  tg  29  (p»  tg»29  + 

2p»  —  2px)  —  2p»y  (l  +  2  tg»  2<p)] 

OU,  en  simplifiant, 

[2y  tg  2(p  —  (p  tg»  29  +  2p  —   2Û5)]»  = 

2 1«  5?[tg  29  (p»  tg»  29+  2|>»—  2pa?)  —  2p»y  (1+2  tg*2  9)] 
équation  qui  est  de  la  forme 

P*  =  KQ, 

P  et  Q  étant  des  fonctions  du  premier  degré,  et  E  étant  une 
constante.  Sous  cette  forme  on  reconnaît  l'équation  d'une 
parabole  dont  P  =  o  est  un  diamètre  et  Q  =1  o  la  tangente  à 
l'extrémité  de  ce  diamètre. 

Examinons  le  cas  oh      9  =  — • 

o 

Alors  tg  29  =  I 

et  réquation  précédente  devient 

(2y  +  205  —  3|>)»  +  2p  (6y  +  2«  —  3p)  =  o. 

C'est  une  parabole  dont  la  direction  des  diamètres  est 
parallèle  à  la  seconde  bissectrice  des  axes. 
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Les  points   de  rencontre  aTec  Taxe  sont    donnés    par 
réqnation       (zx  —  3p)*  +  2p  {2X  —  3p)  =  o 
on  (2JC  —  3p)  {2x  —  p  =  o,    y 

cm  qui  donne  les  denx  points 

X  = 

2 

et  x  =  -^. 

2 

ê 

La  piemière  solution  donne  nn  point  C,  et  la  tangente  en 
ce  point  est  la  droite  ôy  -f-  2X  —  3/»  =  o. 

La  seconde  solution  donne  le  point  F,  foyer  de  la  parabole 
proposée. 

Cherchons  la  tangente  en  ce  point. 

Ajant  transporté  les  axes  au  point  F  par  les  formules 

f  =  T 
réquation  derient      (Y  +  X)*  +  |)^T  —  X)  =  o, 

ce  qui  prouve  que 
la  tangente  au 
point  F,  qui  est 
donnée  par  Té- 
quation  Y  —  X 
=  o,  est  perpen- 
diculaire sur  la 
direction  desdia- 
mètres.Cest  donc 
la  tangente  au 
sommet  de  la  pa* 
rabole  trouTée  et 
le  point  F»  foyer 
de  la  parabole 
proposée*  est  le 
sommet  de  la  pa- 
rabole lieu  de  M. 


IV-  t- 


Son  axe  est  la  parallèle  à  la  seconde  bissectrice  menée  par 
le  point  F  ^fy.  2). 
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Cette  parabole  peut  d'ailleurs  être  construite  comme  nous 
allons  l'indiquer.  Ayant  mené  par  F  des  parallèles  aux  bis- 
sectrices des  axes,  ces  droites  sont  Tune,  FR,  Taxe,  l'autre, 
FSy  la  tangente  au  sommet  de  la  parabole  cherchée  ;  F  est 

son  sommet.  Si  l'on  prend  sur Ox,  à  partir  de  0,  une  longueur 

3 
OC  égale  à  —  OF,  le  point  G  ainsi  obtenu  est  un  point  de  la 

parabole  ;  et,  si  on  rabat  F  en  F'  sur  Oy,  GF'  est  la  tangente 
en  C.  Du  point  G  on  abaisse  la  perpendiculaire  GH  sur  FS 
et  on  fait  en  G  Tangle  F'G/*  =  HGF.  Le  point  de  rencontre 
fàe  Gf  avec  FR  est  le  foyer  de  la  parabole,  qui  est  ainsi  bien 
déterminée. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Pelouzet,  à  Bar-le-Due; 
riflToD,  commis  du  bureau  de  Fintendanoe  militaire»  à  Montpellier. 


ÉCOLE  POLYTECHNIQUE 


CONCOURS  DE  1882 

lEathématlques. 

On  donne  deux  cercles  se  coupant  aux  points  A  et  B;  une 
conique  quelconque  passant  par  ces  points,  et  tangente  aux 
deux  cercles,  rencontre  l'hyperbole  équilatère  qui  a  pour 
sommets  en  deux  autres  points  G  et  D  : 

1.  Démontrer  que  la  droite  GD  passe  par  l'un  des  centres 
de  similitude  des  deux  cercles; 

2.  Si  l'on  considère  toutes  les  coniques  qui,  passant  par 
A  et  B,  sont  tangentes  aux  deux  cercles,  démontrer  que  le 
lieu  de  leurs  centres  se  compose  de  deux  circonférences  de 
centres  E  et  F; 

3.  Soit  une  conique  satisfaisant  à  la  question,  ayant  son 
centre  sur  une  des  circonférences  E  ou  F  :  démontrer  que  les 
asymptotes  de  cette  conique  rencontrent  la  circonférence  en 
deux  points  fixes,  situés  -sur  l'axe  radical  des  deux  cercles 
donnés. 
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rT-lz.îr»   5»  réT:I:iti:a  d-^nt  Taxe  est 


ma  1 
r.  sj~it*  i  f  5  'yr  ~  TT  *--**<  ^z,  iT-i-:  5^  Ii  lim-î  ie  terre  j^: 


S""!»*  1  f*  Tf  ~  -»T*^--w*g  i* li  LiTi-»  î?  terrée  *î  Tertic^êlenient 


l*în7-:x  it  r^r-il'*  ^ri.-*riwfLr   r^  :one    est   de    22  miZi- 


"r«i-nL*fS  ^Xfîs  T?î  -'is  T^mes  rirr.e"?s  -ies  routeurs 


.*»• 


^  _L I-  I"!.'--  k  • -f  I. rr^  rc-xz-*  ix  ^«ri.e  -.^s  dnstr^ "*^ z-n^ 
x»iOfr>si-rf'S o:  xr  i^•:^m  T^r  ^c  i»::*"  ir  l':::'*?r?erti:3L  et  1* 
jrf'/K*!.*  M  r^  7»-  -X":;»i  rci:!"  î-  IfTfl  ir-eziex:  ie  Ii  czrxri-r^ 

o^-f  -fi  ?f  'C-X":  lA  i«:ix:   IX   r:-::^r  irz*r>ex*  Terùcàl  ^1 
•r*:^^  t*:  Li  icf.:*rtzi  ex  r*  p:ixx 

»  "ii-XTri-'f:*  5»^r:z.;  tr£rs*i*5  à  Texrre  r:x^e  ox  b>^e. 


i—  •♦^    ^■'.•jfcC 


cMes 


•î^a  ijv:  E- 


«• '«      «"^  «^^««  ^,v*  ^ 
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ECOLE  NORMALE  SUPERIEURE 


CONCOURS  DE  1882 

Mathématiques. 

Soit  un  point  fixe  donné  P,  ayant  pour  coordonnées  a  et  6 
par  rapporta  deux  axes  rectangulaires  ox  eioy;  et  soient 
A  et  B  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du  point  P 
sur  ces  deux  axes.  On  considère  les  courbes  du  second 
ordre  tangentes  aux  deux  axes  en  ces  points  A  et  B.  Du 
poiut  P  on  mène  à  chacune  de  ces  courbes  deux  normales 
variables  PM  et  PM',*" 

1.  Déterminer  Téquation  de  la  droite  MW  qui  joint  les 
pieds  des  normales  yariables,  et  démontrer  que  cette  droite 
passe  par  un  point  fixe. 

2.  Déterminer  l'équation  de  la  courbe  G,  lieu  des  points 
M  et  M'.  Construire  la  courbe  G,  dans  Thypothëse  a  =  2&, 
au  moyen  de  coordonnées  polaires  ayant  le  point  o  pour  pôle. 

Physique. 

1.  On  a  un  miroir  sphérique  formé  par  un  ménisque  en 
verre  dont  on  a  étamé  ou  argenté  Tune  des  faces.  Les  rayons 
réfléchis  par  cette  face  doivent  traverser  deux  fois  la  face 
antérieure  qui  est  nue,  d'abord  en  entrant,  puis  en  sortant. 
Quel  doit  être  le  rapport  du  rayon  de  courbure  de  ces  deux 
surfaces  du  ménisque  pour  que  ce  système  fasse  l'eiTet  d'un 
miroir  plan?  On  examinera  les  différents  cas  qui  peuvent  se 
présenter.  On  donnera  Texpression  du  rapport  cherché  dans 
le  cas  général,  en  désignant  par  n  Tindice  du  vQrre;  on 

supposera  ensuite  n  =  — . 

Comme  d'habitude  on  ne  considère  que  les  rayons  centraux 
el  on  néglige  l'épaisseur  du  verre. 

2.  Pour  déterminer  la  valeur  du  kilogramme,  on  a  mesuré 
exactement  le  volume  d'un  cylindre  et  l'on  a  cherché  la 
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perte  ie  p»jiis  q:i'il  êrroore  qnand  on  le  plrn^  dans  Tcax 
S::;  T  >  T>I:ir:*e  d*  cylisrire  en  déciicèUes  robes  el  à  zér:-, 
et  soi;  P  sa  perte  de  poils  d^ns  Tcan,  mesurée  nécessaî- 
I  :izj;és  arbitraires,  p:iisqne  les  poils  métriques 
!cî  pas  esccre  ccroTis.  Oa  de:::ande  d'êlabîir  l'êquatija 
^r^e  de  îa    pesée,  et  d>a  dé«l:iire    la  déterminaûon  d;i 


^^B 


ECOLE  CENTRALE 


PREMIERS  SKSSI0!^I882 


S::î  — —  r*    T^^-  —  i  =  o  réqoation  d'une  ellipse  rap- 


prrrw  4  scr  ce=.tre  et  a  ses  ax^^  el  soient  x  et  5  les  ccor- 
i:az.etîs  ixr  p:i^;  P  si:.iê  d*ns  le  p  lan  de  celte  ellipse. 

F:m*r  lVr^ii::a  ^êi:érîle  des  conîjries  qTii  passent  pir 
Ifî?  r»:.-^  ir  co-ur;  M  el  M  des  tan^ntes  ULenées  iu 
lOiLLi  ?  à  r-».l:jâe,  e:  par  les  p.:in'^  Q  el  Q  ci  celle  ell  pse 

es:  rKiK-ir^ee  par  la  ir::;e  — : ^  —  u.  =  o,  —  Di^ 

prsîec  i-  Tarir^'f-Tï  a  e*  de  Taulre  paramètre  ranable  q-e 
cvri-Uf^î  l>riiu:c  î-e-êrale,  de  manière  «TnVlle  rerrésenle 
TJie  rjTterîc^  <^riila;èrc,  passanl  par  le  p-cizt  P. 

C^  fii;  zi:~T::r  *?  p-iizl  P  sur  ia  droite  représentée  p^r 
l>zii*>--  «r  —  %  =  1  es  :-  iena::ie  : 

I'  Le  l:f:i  iem:  r.ir  la  pr.j^ùr-n  du  centre  de  Feîlipse  s:ir 
li  ir:i:e  CV  : 

^  Irf  li-f  •  itim:  par  le  pcini  de  recconlie  des  cordes  MM 

Tiî^riLir^r  rre  ce  fermier  lien  passe  par  deux  points  fixes, 
^fl  c*e  se::  ••  e:  ifierziiner  ces  points. —  Chercher  peur 
iç:ielle5  Talexrs  de  J  œ  lieu  se  réduit  à  deux  droites,  el  deler- 
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Physique  et  ehimie. 

1.  On  a  deux  baromètres  fixes,  A  et  B,  formés  de  deux 
tubes  cylindriques  fermés  à  la  partie  supérieure  par  des  sur- 
faces planes. 

Dans  une  première  expérience,  à  la  température  de  o®,  la 
pression  étant  mesurée  dans  les  deux  baromètres  par  une 
colonne  de  mercure  H,  et  la  longueur  de  la  chambre  baro- 
métrique de  A  étant  {,  on  introduit  dans  cet  espace  vide  une 
quantité  d'air  qui  fait  baisser  le  mercure  de  h  dans  le  tube, 
le  niveau  étant  supposé  constant  dans  la  cuvette. 

La  température  et  la  pression  changent  alors  ;  la  pression 
lue  au  baromètre  B  est  devenue  H';  la  colonne  de  mercure 
de  A  a  une  hauteur  H'  —  h\  A  quelle  température  a  été 
faite  cette  deuxième  expérience  ?  —  On  négligera  la  dilatation 
des  tubes,  du  mercure  et  de  la  règle  qui  a  servi  à  effectuer 
les  mesures. 

Coefficient  de  dilatation  de  Tair  :  a  =  o,oo3665. 

Exemple  numérique  :  H  =  76  cent.      H'  ==  64  cent. 

/  =  14  cent.       /i'  =  4  cent.  129. 
h  =  6  cent. 

S.  Indiquer  sommairement  la  préparation  de  Tacide  sulfu- 
reux, et  donner  les  formules  qui  la  représentent. 

3.  Combien  faut-il  de  litres  d'air  (à  0»  760  milli  mètres) 
pour  brûler  29. 75  de  soufre? 

Equivalents  en  poids  :  S  =  1 6  ;  0  =  8 

Poids  du  litre  d'oxygène  à  0°  et  760"*"  :  i  gr.  43 

ÉPURE 

Hyperboloïde  à  une  nappe,  entaillé  par  quatre  sphères.  — 
L'hyperboloïde  à  son  axe  {z,  z)  vertical,  à  o'",io5  du  plan 
vertical  et  au  milieu  de  la  feuille;  la  cote  de  son  centre  est 
o",o87  ;  les  rayons  de  son  collier  (r,  r)  et  de  sa  trace  hori- 
zontale (Ô)  ont  respectivement  o"*,oo8  et  o"*,095  de  longueur. 

Les  sphères,  dont  les  centres  sont  dans  le  plan  du  collier 
(r,  r),  touchent  le  plan  horizontal  aux  extrémités  (ai,  a t) 
(a,,  a',)  (Oj,  a',)  (04,  a'4)  des  deux  diamètres  du  cercle  (6)  res- 
pectivement parallèle  et  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre. 
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C»r  ^aarde  ie  coastroire  les  projecticos  des  intersections 
'  rfcjMit   '     'r  avec  ies spLères. 

ItLxs  11  =ise  à  i'eiLcre,  en  représei^teni  les  parties  de  la 
LZi  -e  IrTrerl^-Iiiie^ii,  p-lacces  à  reilêrieur  des  spLè- 
sci*  r:::ip  lises  e^ue  le  pfaA  k:rizor.tal  ie  projection  cl 
.Ai  i.:ri:-Ul  P.  à  la  c«:c  o*,i7i.  Oa  iniii^era,  à  l'en- 
ç  r:  i^.  1t:î  ccr;^'rc:û:>:i5  ezi:  loyees  p>iir  oblenir  un  p^iint 
C"if.:.;-ri.e  ie  '^':^Lit  ies  lignes  à"ii:t*rsecûon  et  la  tangente 
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C*r  li-LZit  TT-*  eliT^se,  et  :in  p-iin:  P  situé  dans  son  plan. 

V  rr:«xT*r  >  rrnrre  ies  cercles  c5^:ilate:Lrs  à  Tellipse. 
îts  r-^  :Li:^-*  iîs  ce  ries  consiTiiies  à  l'ellipse  et  à  ces 
^f  tr^i.-^  rer:le$  i^sse  i-àr  le  r».:-*.  P; 

lA.  4fc  ^ 

*  Tr.iT^r.  r-i-nr  chîT^e  t»:5::::z  in  roin:  P,  combien  de 

^    r>fiL:-*rfr  r.e   les  i.iints  ie  cz-nt^M  ie    ces  cercles 

4'  rr.zTfr  lti.Tfl:TT**  E  ies  cercles  C  q:iani  ie  point  P 
•  i»*  j*  "  ^  - TS<f   ^  r  z»— t"f  z 

■*"*  <»''^"*    "»*    ■«i^--"--i  ^--  "■""■«en"  à   ân_r~e  ir-»'*  -n  c^ri*'»* 


ilif,  *"  1."^".  >tS  r^ libres  >ii.î  sir  —iLe  cii^i«TCLe 


1 


iS 


♦..  — •  ♦  J—      -  a 


:ri±:fi:  i-:  =i£i::èr-:s  di^erei.:es  la  co'.irbe  E 

■f*<'    Svfc^ri  T '-^  If    ^"f    r^  I!LI"ir   .Ir  £"rrIierc*iCFn-. 


J»L  i.:Jif  ri-f  srbfr^f  O  et  tui  cerrie  £ieC  sur  cette  sphère; 
#^  M.  r-:i.> -Ifrf  ::--s  les  rcres  çii  passent  p^r  le  cercle C 
K  Ci.*  r-r-i.:<j:t  li  STlière  s^i-izt  un  ceitde  U  de  «randeur 
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1®  Trouver  le  lieu  géométrique  des  sommets  de  tous 
cônes. 

^  Parmi  ces  cônes,  on  prend  ceux  qui  ont  leur  sommet 
hors  de  la  sphère,  et  qui  sont  tels  que  le  cercle  de  sortie  C 
ne  rencontre  pas  le  cercle  fixe  G,  et  Ton  considère  sur  chacun 
d'eux  les  génératrices  situées  dans  le  plan  principal  perpen- 
diculaire au  plan  du  cercle  G.  Déterminer  les  angles  que  font 
ces  génératiices  avec  le  plan  du  cercle  G,  sachant  que  le 
volume  du  tronc  de  cône  compris  entre  les  cercles  G  et  C' 
est  équivalent  au  volume  d'une  sphère  de  rayon  connu  a. 

Etudier  les  variations  de  ce  volume  quand  le  sommet  du 
cône  se  déplace  dans  l'espace. 

Pourrait-on,  en  modifiant  convenablement  l'énoncé,  appli- 
quer les  formules  trouvées  au  cas  oli  le  sommet  du  cône  est 
à  l'intérieur  de  la  sphère,  la  condition  relative  aux  cercles 
G  et  G'  restant  la  môme  ? 

Composition  de  licence. 

Connaissant  le  mouvement  relatif  d'un  point  par  rapport  à 
un  système  de  comparaison,  ainsi  que  le  mouvement  absolu 
de  ce  système,  déterminer  l'accélération  absolue  du  point. 

Application.  —  Un  trièdre  trirectangle  Oxy»  tourne,  avec 
une  vitesse  constante  6),autour  de  l'une  de  ses  arêtes  0%j  qui 
est  verticale.  Un  plan  P,  passant  par  l'arête  Oy  et  faisant 
avec  le' plan  ocOy  un  angle  constant  dont  la  tangente  est 


/ 


— ,  est  entraîné  avec  le  trièdre. 


Déterminer,  par  rapport  au  trièdre,  le  mouvement  de  deux 
points  matériels  pesants  A  et  B,  assujettis  à  se  mouvoir  le 
premier  sur  Ox,  le  second  dans  le  plan  P.  Ces  deux  points 
ont  chacun  une  masse  égale  à  l'unité,  et  ils  exercent  l'un 
sur  l'autre  une  attraction  égale  au  produit  de  leur  distance 
par  2(0*. 

Quelles  doivent  être  les  circonstances  initiales  pour  que 
la  trajectoire  relative  du  point  B  soit  une  parabole?  On 
négligera  l'influence  des  résistances  passives,  et  l'on  ne  tien- 
dra pas  compte  de  la  rotation  de  la  terre. 
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QUESTIONS  PROPOSEES 


30.  —  On  considère  réqoation  du  quatriëme  degré 

Soient  x^»  x,«  x,,  X4  les  racines  de  cette  équation. 
1.  On  propose  de  démontrer  que  l'on  pose 

*~    (x»-hx,)(x,  +  x,)' 
réqoation  transformée  est 

P5*  +  Qs*  +  Rj  +  S  =  o, 
en  posant  P  =  BCD  —  B*E  —  D*A, 

Q  =  2BCD  -f  4ACE  —  3B«B  —  3D»A— (?, 
R  =  BCD  +  8ACE  —  3B«E  —  3D«A, 
S  =4ACE  — B«E  — D*A. 
à.  Expliquer  le  résultat   qu'on  obtient  quand  on  ^suppose 
C  =  o. 
â.  Démontrer  que  si  Ton  considère  le  réseau  quartique 
Ax*  -f  Br»jf  +  (lr*y*  +  Dxy»  +  Ej^  =  o. 
ces  qaatre  droites  forment  un  faisceau  harmonique  si  Ton  a 
2C7  =  9BCD  -f  72ACE  —  27B*A  —  27D«A. 

:G.  L. 

31.  —  On  donne  deux  droites  rectangulaires  Our,  0^: 
sur  Ox.  deux  points  fixes,  P,  Q  ;  par  ces  points  P,  Q^  on  fait 
passer  UE.e  infinité  de  cercles  C,  et  l'on  imagine  les  hyper- 
boles H  qui  ont  pour  asymptotes  Ox,  Oy  et  sont  tangentes 
à  C.  Trouver  le  lieu  des  points  de  contact  des  courbes  HetC. 

(G.  L.} 


Le  Rédacteur-Génat, 
E.  YAZEILLE. 


Al»  wmrmAKïïmK.  —  iiSM4. 
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ETUDE 


9'. 


SUR    l/EQUATION  ET   SUR  LA   FORME   BINAIRE 

DU    QUATRIEME   DEGRE 

Par  M.  KoDhler. 

[Suite  et  fin,  voir  pages  149  et  197.) 


Puisque  les  quatre  points  représentés  par  f=o  donnent 
lieu  à  trois  involutions,  il  y  a  trois  manières  d'opérer  la 
réduction  à  la  forme  canonique. 

Supposons  d'abord  les  quatre  points  A,  B,  G,  D  réels  et 
rangés  de  gauche  à  droite  dans  Tordre  alphabétique;  les 
deux  involutions  (AB)  (CD)  et  (AD)  (BC)  auront  leurs  foyers 
réels,  rinvolution  (AC)  (BD)  dont  les  segments  empiètent 
l'un  sur  l'autre  aura  ses  foyers  imaginaires.  Donc  il  y  aura 
deux  transformations  réelles  et  une  imaginaire. 

Si  les  quatre  points  sont  imaginaires,  il  y  aura  évidem- 
ment une  seule  transformation  réelle,  celle  qui  répond  à 
l'inYolution  déterminée  par  les  deux  couples  de  points  con- 
jugués. 

Môme  observation  si  deux  des  points  sont  réels  et  les 
deux  autres  imaginaires  ;  Tinyolution  déterminée  par  le 
couple  réel  et  le  couple  imaginaire  aura  seule  ses  foyers 
réels. 

Il  est  facile  de  voir  ce  qui  arrive  quand  il  y  a  une  ou 
deux  racines  doubles;  nous  n'insisterons  pas  sur  ses  cas 
particuliers. 

Remarquons  seulement  que,  dans  le  cas  de  la  racine 
triple,  la  réduction  à  la  forme  bicarrée  n'est  plus  possible. 
Mais  alors  en  appelant  X  le  facteur  triple,  T  le  facteur 
simple  et  en  prenant  pour  nouveaux  points  fondamentaux 
les  deux  points  déterminés  par  les  équations X  =  o,  Y=o, 
la  forme  devient  simplement  X'Y. 

Revenons  maintenant  à  l'équation  (9)  qui  donne  les  nou- 
veaux points  fondamentaux;    en  éliminant  (a  entre  cette 
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i«^.u.. -a  dt  I-à  r:s:lTa:.:e  x'  —  Ia=  2J  =  o,  on  aura  évi- 
i»*Ti  i.>*r::  ij^i  i-^ij.:::i  di  sûdème  degré  en  a:  et  en  y  qui 
ijoa^n  ^  la  r.i^  l-es  cv:.irles  de  points  douLIes  des  trois 
::iv.i*i...;ii5.  >\  i5  Allons  T:ir  q-^c  ia  forme  du  sixième  degré 
a.:i:îL  -1:  .^-li  a  i:?t  a.i:^-€  cL^se  que  le  coyariant  T  dont  il  a 

Si  1  :a  ccerjc.*;  le  aessiczi  de  ta  forme  réduite,  comme  les 
<eo.::I*is  driri^T^^is  ne  renferment  que  des  termes  en  a^ 
ec  *j^.  :a  t.:;  .^le  ce  hessien  se  présentera  aussi  sous  la 
tjrnie  0vi2.:-.«:io  c:rdrree.  De  ce  les  nouTeaux  points  fonda- 
m^a:j  :\  0  e.  J  j  -  lissent  par  rapport  aux  quatre  points  A', 
B.  C,  D  i-z.z.-e^  i^-ar  H  =  a  les  m^aies  propriétés  que  par 
riT ],*-:'-  a^i  ^:.-:i  ;*=o;  ils  Sv^nt  aassi  conjugués  harmo- 
a.  jies  ^^r  ray^ort  d  I^ix  des  couples  que  l'on  peut  fotmer 
avec  ces  poiaLs  A .  B  »  C ,  D . 

De  ni.}aie    — -—  =  — r-  -p  TTT?"  T  TJrr  + 


v.»0    ~  OJk     '    i)W    '    OC    '    OD'  • 

En  d'autres  termes  O  est  le  centre  des  moyennes  harmo- 
niques de  0  par  rapport  aux    points /'=o  et    aux  points 

H  =  o. 

il  en  résulte  que  O  est  un  point  commun  aux  premiers 
grcupes  polaires  de  0  ,  par  rapport  aux  points  /"^o  et  H  =  o 
et  reci;  recueillent  0  est  un  point  commun  aux  premiers 
groupes  polaires  de  0.  Donc  eufin  les  six  points  dont  il  à 
été  question  tout  à  Theure  ne  sout  autre  chose  que  les  points 
donnés  par  Téquation  T  =  o.  On  voit  en  même  temps  que 
les  covariants  T  et  O  sont  identiques. 

-*  Nous  aroas  rattaché  la  réduction  à  la  forme  eanonique 
à  la  meihuie  de  Ferrari;  ce  n>sl  pas  ainsi  que  Ton  procède 
habituellement;  mais,  comme  on  Ta  le  Toir,  les  calculs  sont 
k  peu  près  les  mêmes.  Soient  A,  C,  B  les  coefficients  de  la 
forme  réduite;  on  peut  supposer  que  la  substitution 
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qui  donne  la  forme  canonique,  ait  un  déterminant  égal  à  Tu- 
nité  ;  alors  les  invariants  I  cl  J  se  reproduisent  identique- 
ment et  Ton  a 

AGE  —  G»  =  J,        AE  +  3G«  =  I, 
I  et  J  ayant  des  valeurs  connues. 

Ces  relations  donnent  par  Télimination  du  produit  AE 
l'équation  4G8  —  IG  -}-  J  =  o.  (10) 

Maintenant  le  hcssien  de  la  transformée  étant 
H  =  AGX*  +  X«Y»(AE  —  3G*)  +GEYS 
on   constate  que  GF  —  H  ou,   ce  qui  est  la  môme  chose, 
Cf{x,  y)  —  H(a3,  y)  donne  le  carré  du  produit  des  nouvelles 
variables  X  et  Y,  savoir  X*Y*(9G«  —  AE). 

D'après  cela,  après  avoir  trouvé  une  des  racines  G  de  l'é- 
quation (10),  on  forme  la  différence  Cf(œ,  y)  —  H(j;,  y),  et 
on  trouve  le  carré  d'un  polynôme  dn  second  degré  dont  les 
facteurs  linéaires  en  a;  et  y  sont  précisément  X  et  Y. 

Mais  on  voit  que  Téquation  ^.G^  —  GI  -j-  J  =  o  n'est  autre 
chose  que  la  résolvante  {x'  —  (xl  4-2J  =  o,  dans  laquelle  on 
a  remplacé  (x  par  2C.  Les  deux  méthodes  rentrent  donc  au 
fond  l'une  dans  l'autre;  la  seule  différence  est  dans  le  pro- 
cédé employé  pour  calculer  les  facteurs  X  et  Y. 

VIL  —  Relations  entre  la  forme  du  quatrième  degré  et  ses 

covariants. 

Prenons  la  forme  réduite 

f=z  a.x*  +  GcxV  +  ^!/*- 
Les  invariants  I  et  J  sont 

I  =  ae  4"  3c%      J  =  ace  —  c'. 
On  a  ensuite 

H  =/;/;,-  (  Q'  =  acx'  +  {ae  -  3c')xY  +  cey' 
T  =  f^Uy  —fyEx  =  8(ae  —  gc')xy(ax'  —  ey') 

ou  simplement  T  =  xy{ax^  —  et/*). 

L'élimination  de  ce  et  j/  entre  les  équations 

^fœ^  +  yfœy  =  O      et      xf^y  +  {///a  =  O 

donne 

P  =  4acW  —  x*y*  (6ac*e  +  3c*  —  e*)  +   4c'eî/*. 
Bnfin  rélimlnallon  de  x  et  y  entre 
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x/;  +  »r,=o    el    (t'H;  4- y-Hy  =  o 
doaae  6  =T, 

ce  qui  derail  être  d'après  le  paragraphe  précédent. 

L'inspection  des  formules  précédentes  montre  d'abord 
que,  si  C  =:r  o,  c'est-à-dire  si  la  forme  donnée  peut  se  réduire 
i  la  somme  de  deux  quatrièmes  puissances,  rinvarianl  J  est 
nul.  Réciproquement,  lorsque  J  =  o,  Téquaiion  (10) 

4Ci_CI-|.J  =  o 
a  une  racine  nulle* 

Donc  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une 
forme  du  quatrième  degré  soit  réductible  à  la  forme 

c*est  que  les  quatre  points  qu'elle  représente  soient  en  si- 
tuation harmonique,  condition  exprimée  algébriquement 
par  J  =  o. 

Les  formes  /'et  H  déterminent  sur  la  droite  représentatiTe 
uue  inrolution  du  quatrième  ordre,  et  on  peut  reconnaître 
que  les  quatre  points  P  ^  o  constituent  un  des  groupes  de 
cette  inrolution»  c'est-à-dire  que  P  peut  se  mettre    sous  la 

forme  V+  Î*H- 

C'est  ce  que  montre  Tinspection  des  premiers  et  des  der- 
niers coefficients  de  fy  H  et  P;  si  Ton  a 

ou  a  aussi  4ifr'  =  Xe  -f-  |ice. 

Donc  on  peut  déterminer  X  et  {&  par  les  équations  d'identifi- 
cation i  -|-  î*^  =  4^f 

6Xc  -f  )jL\ae  —  3c*)  — «V  —  3c*  —  6ac*e 
qui  donnent  ji  =  ne  +  3c*  =  1, 

X  =  c  —  ««=  —  J. 

On  a  donc  P  =  IH— J/l 

Cette  relation,  dont  la  démonstration  serait  bien  difficile  en 
opérant  sur  la  forme  non  réduite,  subsiste  lorsqu'on  fait  une 
transformation  linéaire;  comme  H  est  alors  multiplié  par 
(aâ*  —  «  p  *»  carré  du  déterminant  de  la  sobstitution,  I  par 
(xj  —  ai  3)*  el  J  par  (o^'  —  *',3)*,  on  Toit  que  P  est  multiplié 
par  (x5*  -  «•?)•. 

Lorsque  Téquation  /'zzo  a  une  racine  double,  il  en  est 
de  même  pour  H  =  o.  SflectiTemeni  le  discriminant  P  —  a**  J' 
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devient  pour  la  forme  canonique  ae{gc*  ^-  ae)**  Il  peut  être 
nul  de  trois  manières.  Si  a  ou  c  sont  nuls,  H  contient  y*  ou 
X*  en  facteur,  le  facteur  double  de/* se  retrouve  dans  H. 
Si  9c*  —  ae  =09  f  eiB.  prennent  la  môme  forme  ;  on  a 

f=—{ax*  +  3cy»)S  H  =  —  (ax*  +  3cj/«)«.  C'est  le  cas 

des  deux  racines  doubles.  On  peut  donc  dire  que  les  con- 
ditions pour  que  /*=  o  ait  deux  racines  doubles, sont  que 
les  coefficients  de  /*etde  H  soient  proportionnels.  Gela  étant 
vrai  aussi  pour  la  forme  générale  dont  le  hessien  est 
H  =  x^{ac  —  6')  +  2x-'y  {ad  —  6c)  +  x*y^(ae  +  2bd  —  3c*) 

+  2xy\be  —  c(i)  +  y*{ce  —  éP), 
les  conditions  s'écriront 

ac  —  6*  ad  —  6c  oe  +  2bd  —  3c*  be  —  ed 

a  26  6c  2d 

ce  —  d* 
~        e      ' 
elles  se  réduisent  à  deux,  comme  on  peut  le  vérifier. 

Quand  /'admet  un  facteur  triple,  la  forme  canonique  est 
a^y,  comme  nous  l'avons  vu,  et  le  hessien  devient  x^\  il 
est  la  quatrième  puissance  du  facteur  triple. 

Enfin  quand  f  est  une  quatrième  puissance  parfaite,  on  a 
à  la  fois  soit  a  =  0,  c  ==  0,  soit  0=:  0^6=^0.  Les  coefiicients 
du  hessien  s'évanouissent  identiquement,  et  par  suite  les 
conditions  pour  que  /*  =  oait  une  racine  quadruple  peuvent 
s'écrire,  dans  le  cas  général 

ac — 6*  =  ad  —  6c  =  oc  +  26c/  —  3c*  =  6e  —  cd 

sssce  —  d*  =  o; 
ces  conditions  se  réduisent  à  trois. 

Nous  avons  trouvé  pour  le  covariant  T   l'expression 

xy{ax^  —  ey^)  ou,  xy  (x*\  a  —  y*^e)(x^a  +  yVO* 

Les  six  points  représentés  par  T  =  o  se  partagent  donc 

en  trois  couples  ;  le  premier  xy  =  o  se  compose  des  deux 

points  fondamentaux  qui  se  rapportent  à  la  forme  canonique 

Ce  sont  les  points  doubles  de  Tinvolution  déterminée  par 

les  points  racines  des  trinômes  ax*  -}-  Va'  ^  +  V  9^*  —  ^^) 
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et  ojc*  4-  y*  (3c  —  y/ 9c*  —  ae\  en  lesquels  se  décompose  la 
forme  aœ^  +  bca^y*  -}-  ^*-  _ 

On  vérifie  sans  peine  que  les  points  x*\a  —  j/V  =  ^ 
el  xVû  +  y*V^  =  G  sont  les  points  doubles  des  deux  antres 
inTolulions  que  Ton  peut  forri-er  avec  les  points  /"=  0. 

C'est  une  vérifîcalion  de  ce  que  nous  avons  démontré  plus 
haut  par  des  considérations  géométriques. 


NOTE 

PaiXCIPE  DE  CORRESPOKDAXCX  PAR    U.    CflASLES   (*) 


Lemxne  I  —  Lo^squ^on  a  sur  une  droite  L  deux  séries  de 
points  X  et  u,  teh  quà  un  point  X  correspondent  %  points  u, 
et  à  un  point  u,  ,ô  points  X,  le  nombre  des  points  X  qin  coind- 
dent  avdc  des  points  correspondants  u  est  (x+  ?)• 

En  efiet,  en  représentant  par  x  et  u  les  distances  des  points 
des  deux  séries  à  une  origine  fixe  prise  sur  L,  on  a  entre  ces 
distances  une  relation  telle  que 

X?  (Au«  +  Bu*"'  —...)  +  x^*  (IV  +  B  w*^'—  . . .) 

+  ...  =  0 
el  les  points  x  qui  coïncident  avec  des  points  correspondants 
u  sont  déterminés  par  Féquation 

Ax*^^  +  (B  +  A')  x*^M  +  . . .  =  o. 

Il  suffit  donc  de  prouver  que  le  coefficient  A  du  premier 
terme  de  cette  équation  n'est  pas  nul. 

Or  si  le  pointu  est  supposé  à  Tinfini,  Téqnation  entre  xet 
u  devient 

x.5(A  +  -?.  +  ...)  +  a:;5-*  (a'+^  +...^+...  =0 
ou  AX'^  +  A'X'^^4-- . .  =  o. 


(•)  Nous  publierons  dnns  notre  prochain  naméro  une  reprodttction  d'un 
mémoire  de  M.  Cbasles.  mémoire  relatif  au  nombre  de  points  d'inlersectioB 
de  deux  courbes  d'ordre  quelconque.  Ce  mémoire  repose  sur  le  principe  de 
correspondance  que,  pour  ce  motif,  nous  avons  reproduit  ici.  G.  L. 
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JJ  f}pH  toujours  j  Qvoirp  points  tç  po^^eBpDnda^ts  \  i^,  i^t 

par  conséquent  le  terme  ka^  existe  nécessairement  dans 
oetto  équation. 

Donc. . 

liais  il  est  possible  que  les  (a  -(^  |B)  points  ne  satisfaisant 
pas  tous  au  sens  précis  de  la  question,  c'est-à-dire  qu'il  s'y 
trouve  ce  qu'on  appellerait  en  analyse  des  solutions  étran- 
gères. Il  peut  s'y  trouver  aussi  des  solutions  appartenant  aux 
coniques  exoeptionnelles,  et  qu'on  doit  écafYter.  L'examen  à 
ce  sujet  ou  la  vérification  est  toujours  facile  dans  chaque 
question. 

Lemme  II.  —  Lorsque  deux  séries  de  droites  XetV  passent 
par  un  même  points  si  à  une  droite  X  correspondent  a  droites  U, 
et  à  une  droite  U,  p  droites  X,  il  existera  (at+  p)  droites  X  qui 
coïncideront  avec  des  droites  correspondantes  U. 

Ce  lemme  est  une  conséquence  immédiate  du  précédent, 
car  on  peut  supposer  que  les  droites  X  et  U  soient  déterminées 
par  deux  séries  do  points  07  et  u  situés  surune  même  droite  L. 

QUESTION  D'EXAMEN 


1.  —  L'équation  S  une  conique  étant  définie  par  les  formulée 


t  l» 


X  = rr»  y  = 


déterminer  les  foyers  de  cette  courbe. 

On  peut  résoudre  cette  question  par  une  première  méthode 
que  nous  ne  ferons  qu'indiquer. 
Imaginons  les  formules 

_  a^  bt+  ct^  a'  -{-Vt+  dt^ 

On  sait  que  si  t  varie,  le  point  (a;,  i/)  décrit  une  conique  U; 
sQiept  »P'»  j/'  les  ppordoij^ées  4'»jn  foyer  F  de  cette  courbe, 

l#ft  4^8»U|oo  paiimp  flu  foy^r  exige  quç  I^  fowptioQ  Y  ? 


soit  u  carré  pufùL  Or  on  peut  écrire  Y   de  la  manière 


T  X  -i-  5*  +  Tr«.»  =  [.«  — XI'»  +  (6  — ?x')«+  (c  —r^)Cf 

-f  : .'  -  «y .  +  iv  -  ii)t + ie'  -  Ty)/«p. 

T  sen  iLa  curé  parfait  si  le  second  membre  de  celte  éga- 
Ii:ê«  q^  est  Tia  polrn^Nme  du  qaathëme  degré  en  /  de  la  forme 

A^+Bi*4-cr  +  Dr  +  E, 

est  Inî-B^me  on  carré  parfait.  Bn  exprimant  cette  condition 
OB  troaTe  ec*re  lés  coefficients  deux  relations  qni  détenni- 
aieat  x'  et  y'.  La  résolution  de  ces  équations  conduit  en  gé- 
néral â  des  éq:zatioas  du  quatrième  degré,  et  l'on  sait  en  effet 
q;ie  la  rrcilr^rrAe  éa  t:ftrs  esi  mi  probiéwÊC  du  quatrième  degré. 
Mais  ce  problème  est  quadratiq^ue^  c'est-a-dire  qu'il  peut  se 
résc^dre  par  des  équations  du  second  degré  seulement.  On 
devra  donc,  puisque  la  cbose  est  possible,  décomposer  les 
pc^ziiers  membres  des  équations   trouTées  en   facteurs   du 


second  iegré. 

Mais  la  méihode  que  nous  allons  indiquer  maintenant 
donne  lieu,  généralement,  à  des  calculs  plus  simples. 

2L  —  ^ous  raisonnerons  sur  l'exemple  particulier  que  nous 
nous  sommes  donné  ;  mais  il  Ta  sans  dire  que  le  raisonne- 
ment que  nous  allons  faire  s'applique  aux  formules  les  plas 
générales  de  cette  question. 

Chenrhons  d'abord  Téquation  générale  des  tangente  à  la 
conique  U  :  soit  y  =  mr  4~  ^ 

une  pareille  droite,  Téquation 

l*  =  «l  +  ii(i— r) 
ou  l*(i+ii)  —  wU  —  «  =  0 

doit  aToir  ses  racines  égales;  on  a  donc 

«*4-4*(*+  i)  =  o 
ou  (2a  -f-  *)*  =  >  —  ■*- 

L*équation  cherchée  est  donc 


*  2  2  ^   ' 


3.  —  Ceci  posé,  par  un  point  xy  du  plan  cbercbons  à 
mener  une  tangente  à  la  conique  U.  Le  coefficient  angulaire 
de  cette  droite  est  une  des  racines  de  l'équation 
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OU 

m 


On  sait  d'ailleurs  que  les  coefficients  angulaires  des  tan- 
gentes issues  du  foyer  sont  +  i  et  —  i  ;  en  d'autres  termes 
réquation  précédente  doit  se  réduire  à 

m*  +  ï  =  o  > 
si   Ton  suppose  que   x\  y   désignent   les    coordonnées    du 

foyer  cherché.  Il  faut  donc  d'abord  que  le  coefficient  de  m 

soit  nul,  ce  qui  peut  arriver  en  supposant,  soit  y'  -| =  o, 

soit  X  =  o. 

L'équation  est  alors 

La  première  hypothèse  donne 

m*(i  +  4-x'*j  —  I  =  o 
et  comme  m*  =  —  i 

2X'*  +  I  =  O. 

On  a  donc  les  deux  foyers  imaginaires  F^,  Fg, 

_\/  —  3  (  _         \J  —  2 


L'autre  hypothèse  donne 

4 


(î''+-ry  =  f' 

ot  Ton  a  ainsi  les  deux  foyers  réels  F,,  F^, 
tXi  =  o  (x^  =  o 

y.  = — —        {y^  = r- 

4.  —  Nous  voulons  maintenant  revenir  sur  la  première 
méthode  indiquée  dans  cette  note  pour  faire  une  remarque 
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qui  a  pour  but  de  rendre  celte  méthode  1res  rapide   et  très 
pratique,  quand  on  la  dirige  comme  nous  allons  l'iudiquer. 

11  faut  observer  que  la  fonction  V  qui,  comme  nous  l'avons 
fait  remarquer,  est  une  fonction  du  quatrième  degré  en  /,  se 
présente  sous  la  forme  remarquable  d*une  somme  de  deux 
carrés;  abstraction  faite,  bien  entendu,  de  son  dénominaleur 
qui  est  un  carré  parfait.  Or  il  est  facile  de  trouver  les  con- 
ditions  pour  que  la  somme  des  carrés  de  deux  trinômes  du 
second  degré  soU  un  carré  parfait. 

Supposons  que  Ton  ait  identiquement 
{px*  +  qx+  ry  +  (p'x^  +  q'x  +  r*)«  =  (Po?*  +  Qx  +  R)«  (A), 
et  considérons  Téquation 

(p  +  ?'«>•  +  (9  +  9'0^  +  »•  +  ri  =  o  ;        (B) 
elle  admet  deux  racines  de   la   forme  a -f-  fi,  pour  Tune. 
a  +  pi  pour  Tautre. 

L'équation  (A)  étant  une  identité,  ses  deux  membres  pren- 
nent la  même  valeur,  réelle  ou  imaginaire,  quand  on  donne 
à  x  une  valeur  quelconque,  réelle  ou  imaginaire.  Il  en  résulte 
que  P(a  +  pi)*  +  Q(a  +  pi)  +  R  =  o 

et  comme  F»  Q,  R  sont  des  quantités  supposées  réelles,  on 

2PaP  +  QS  =  0  }  ,^ 

P(,._^«)  +  Q,  +  R  =  or^ 

p  n'est  pas  nul,  car  si  p  et  p'  étaient  nuls  à  la  fois,  l'équation 
B  admettrait  deux  racines  réelles  a,  a  ;  et  on  pourrait  en 
conclure  que  les  deux  équations 

px*  +  gx  +  »*  =  o, 
p'x'  +  qx  +  r  =  o, 
auraient  les  mêmes  racines.  Dans  cette  hypothèse  on  sait 

n  Q  r  * 

(jue  -i-r  =  -V  =  -7,  et  le  premier  membre  de  l'égalité  A  est 

visiblement  un  carré  parfait. 

Ainsi  p  et  p'  ne  sont  pas  nuls  simultanément  et  nous  pou- 
vons supposer  p  différent  de  zéro.  Les  relations  (C)  deviennent 

2Pa  +  Q  =  o, 
Pa«  +  Qa    +R  =  Pp«. 

D'ailleurs  P  n'est  pas  nul.  On  a,  en  effet, 

P«  =  p«  +  p'* 
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cl  Ton  ne  peut  avoir  P  =  o  si  Ton  n'a  pas, simultanément, 
p  =  o  et  p'  =  o  ;  mais  alors  la  fonction  proposée  ne  '  serait 
plus  que  du  second  degré  en  x,  et  Ton  retomberait  ainsi  dans 
un  problème  connu. 

r.  .  Q 

On  a  donc  a  = — - 

2P 

et  par  suite  4  Vy  =  4PR  —  QK 

On  trouve  de  même 

a'  = ^  et  4  P*^'»  =  4PR  —  Q\ 

par  suite  P^  —  fs'*  =  o. 

Si  Ton  suppose  p  =  ^  les  deux  racines  do  (B)  sont  a  +  ^ 
et  a  -j-  f ï.  D'ailleurs  Téquation 

(p  —  pï)  a;*  —  (y  —  c(î)  x'  +  r  —  r'i  =  o  (B') 
aura  pour  racines  celles  de  (B)  quand  on  y  change  t  en  — i, 
et  les  racines  du  premier  membre  de  Tégalité  A  sont  a  +  Pi 
et  a  —  pi.  Quant  à  Thypothèse  p  =  —  p',  elle  conduit  à  la  môme 
conclusion.  En  elTet,  les  deux  racines  de  (B)  sont  alors 
a  -f-  pi  et  a  —  pi  et  celles  de  (B')  s'obtenant  par  le  change- 
ment de  i  en —  i,  comme  nous  venons  de  le  faire  remarquer, 
seront  donc  a  —  pi  et  a  -j-  pi- 

La  somme    des  racines  de  l'équation   (B)    ou    (B')    est 

donc  réelle;  le  rapport  ^  ^  ^,.  n'est  réel  que  si  l'on  suppose 
—  =  —  ;  de  plus  le  produit  (a  +  P0(*  ^~  PO  ^^^  aussi  réel 

et  l'on  trouve  de  même  —  =  -7-;  on  a  donc  'iy  =  -V  =  -7- 

p         p  p  q         r'  • 

C'est  le  cas  particulier,  évident  à  priori^    déjà  signalé  plus 

haut. 

Mais  alors  dans  le  cas  général  il  faut  donc  que  l'équation 
(B)  n'admette  que  la  racine  (a  +  pi)  ;  et  (B')la  seule  racine 
(a  —  pi).  En  d'autres  termes,  (B)  et  (B')  doivent  être  des 
carrés  parfaits. 

De  cette  remarque  on  déduit 

(q  +  q',y  =4(p  +  P'i}(r  +  r'i)  5 
et  de  celle-ci  on  déduit  les  deux  Conditions 
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9*  -  4Pr  =  ?'*  -  4pr  (C) 

el        '  qq' =  2  ipy  +  rp),  (D) 

Ces  formules  résolyent  le  problème  proposé  dans  le  cas  le 
plus  général  qu'il  comporte. 

B.  —  Appliquons-les  au  problème  numérique  et  particu- 
lier que  nous  avons  résolu  tout  à  l'heure.  Le  polynôme  en  /, 
qui  doit  être  un  carré  parfait,  est  ici 

[/v  + 1  -  x'Y  +  [{y'  +  1)1*  -yy. 

Les  formules  (C)  et  (D),  que  nous  venons  d'établir,  donnent 
ici  I  -f  4  x*  =  4y'(y'  +  i) 

^•'(V  +  i)  +  a;y  =  o. 
Cette  dernière  se  décompose  en  deux: 

ar'  =  o  et  21/'  -{-  I  =  o. 
En  prenant  successivement  Tune  et  l'autre  de    ces  deux 
équations,  on  trouve  bien  les  quatre  foyers,  deux  réels,  deux 
imaginaires,  obtenus  précédemment. 


QUESTION  13 

fikilution  par  M.  E.  Devin,  élève  de  ma  thématiques  spéciales 

au  lycée  Charlemagne. 


Étant  donnés  deux  points  A.  etB  d'une  parabole  inconnue  el 
la  droite  A,  axe  de  celte  cowbe^  on  abaisse  sur  A  les  perpen- 
diculaires AA',  BB'  ;  puis  on  trace  les  droites  AB',  BA'  qui  se 
coupent  en  un  certain  point  C.  Démontrer  que  si  par  le  point  C 
on  mène  une  parallèle  à  Vaxe  A,  cette  divite  rencontre  AB  en 
tin  point  qui  appartient  à  la  tangente  au  sommet^  ce  qui  permet 
de  déterminer  simplement  ce  sommet.  (O.  L.) 

Nous  prenons  pour  axes  de  coordonnées  Taxe  de  la  para- 
bole et  sa  tangente  au  sommet. 

Soient  x  et  y  les  coordonnées  du  point  A,  x"  et  y"  les 
coordonnées  du  point  B;  l'équation  de  AB  est 

y  -  y' =  i^  ("^  - '^')- 

Elle  rencontre  Taxe  Oy  en  un  point  I  tel  que 


—  249  — 


X  —x' 


ou  01=-^^ L.  (i) 

D'ailleurs  les  points  A  et  B  étant  sur  la  parabole  on  a  : 

t/'«  =  2px'        et    y"*  =  7,fx'. 
Remplaçant  dans  (S)  x'  et  a?"  par  leur  valeur  tirée  de 

v'v" 

ces  équations,  on  a         01  =  — t-~ — r-. 

^  y  +y 

L'équation  de  AB'  est 

y{x  —  x")  =  yx  —  yx". 
Celle  de  BA'  est 

y[x  —  x")  =  —  y"x  +  xy. 
La   parallèle  à  Ox  menée   par  le  point  C,  commun  aux 
deux  droites  AB'  et  BA',  s'obtient  en   ajoutant  membre  à 
membre    ces    deux   équations,  *  après    avoir    multiplié   la 
première  par  j/"  et  la  seconde  par  y\  ce  qui  donne 

y(y'  +  f){oo'  -  X) = (x'  -  xyjY  ; 

d'où  y  =-     .^f  ,  =  01. 

y  +y 

Donc  la  droite  AB  et  la  parallèle  à  A  menée  par  le 
point  G  rencontrent  bien  la  tangente  au  sommet  de  la  para- 
bole inconnue,  au  môme  point  L 

Cette  remarque  permet  de  déterminer  le  sommet  et  la 
tangente  en  ce  point  d'une  parabole,  quand  on  connaît 
deux  points  et  l'axe  de  cette  courbe. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Vazou,  au  collège  RoUin; 
Griffon,  à  Montpellier;  Chevasson  et  Dupuis,  à  Lons^le-Saulnier;  Ossilon,  à 
Versailles. 


-*■    '■^' 


QUESTION  19 

Holution  par  M.  Devin,  élève  au  lycée  Charlemagne. 


On  donne  un  cercle  G  cl  une  droite  D,  qui  rencontre  le  cercle 
en  0  et  est  perpendiculaire  i  son  plan.  Soit  A  un  point  du  cetxle 
et  soient  sur  la  droite  D  deux  points  B  et  B'  dont  la  distance  au 
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pohU  0  es/  Cfjalc  à  la  dislance  de  ce  point  O  au  point  A.  On  ménp 

les  droites  AB,  AB'. 

Trouver  le  lieu  de  ces  droites.  C'est  une  surface  du  quatrième 

degré.  Étudier  les 
sections  faites  par 
des  plans  parallèles 
au  plan  des  xy. 

1 .  —  Nous  pren- 
drons pour  axe  des 
s  la  droite  D,  pour 
^  axe  des  œle  dia- 
mètre OP  du  cer- 
cle donné  et  pour 
axe  des  y  la  tan- 
gente à  l'extrémilé 
0  de  ce  diamètre. 

Dans  ce  système 
les    équations    du 
cercle  donné  sont 
z  =  o  (i) 

x*  +  2/'  —  ^^^^  =  ^ 
en  désignant  par  R  le  rayon  de  ce  cercle. 

Soient  .r',  y',  o  les  coordonnées  du  point  A,  qui  est  variable 
sur  le  cercle  (1),  et  X  la  longueur  OA: 
on  a  OA  =  OB  =  OB'  =  h 

Les  équations  de  la  droite  AB  sont 


x  —  x  _  y  — y  _    ^ 

x  "~       y  —d 

celles  de  AB'  sont 

x  —  x  _  y  —  y  _  ^ 


m 


X 


y 


D'ailleurs  le  point  A  étant  sur  le  cercle  (i),  on  a  les  relations 

x'«  +  t/'«  =  X'  (3) 

^  ^  =  o  (4) 

|x'^  +  y'*—  2Rx'  =  o. 
L*équation  du  lieu  décrit  par  les  droites  AB,  AB' s'obtiendra 


cl 
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en  éliminant  a;',  y',  X  entre   les   secondes  des  équations  (2) 
par  exemple,  et  les  conditions  (3)  et  (4). 

Comme  d'ailleurs  les  équations  (2)  no  différent  que  par 
le  signcî  de  A,  et  que  dans  Télimination  on  doit  élever  d  au 
carré,  il  est  indifférent  de  prendre  les  premières  ou  les  se- 
condes des  équations  (2). 

On  en  déduit  \{x  —  x')  =  %x'  ;  (5) 

de  (3)  et  (4)  on  tire  X'  =  2Ra;', 

d»  ♦  f         '^ 

ou  X    =— r=r. 

2R 

Remplaçant  dans  (5)  on  a: 
ou,  en  vertu  de  (4), 

et  comme  la  condition 

^'*  +  y'*  —  2Ri3c'  =  o 
exige  js  =  o, 

on  a  x  =  x' 

et  y=  y\ 

par  suite  pour  le  lieu  des  droites  AB  et  AB' 

[x«  +  t/«  —  2Rxf  =  z*{x^  +  î/»), 
ou  en  désignant  par  d  le  diamètre  du  cercle,  on  a  enfin 

[x«  +  î/«  —  dxY  =  z\x*  +  j/«). 

2.  —  Nous  nous  proposons  maintenant  d'étudier  la  section 
de  la  surface  par  des  plans  parallèles  au  plan  des  an/;  pour 
cela  il  faut  couper  par         z  ■=  h 

et  faire  varier  h. 
Faisant  js  =  A  dans  Téquation  de  la  surface  on  a 
[x*  +  y«  -  dxY  =  A«(x«  +  t/*), 
et  sous  celte  forme  on  reconnaît  Téquation  générale  des  con- 
choïdes  du  cercle  ou  limaçon  de  Pascal. 

3.  —  Les  deux  génératrices  qui  partent  d'un  point  B 
quelconque  de  D,  sont  telles  que  Ton  a 

BA  =  BA'  =  BO. 
Par  suite  OA  =  OA' 
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et  la  trace  du  plan  de  ces  deux  génératrices  sera  parallèle 
à  OY,  car,  OA  et  OA'  étant  des  cordes  égales  du  cercle  C 
et  issues  du  même  point  0,  AA'  est  parallèle  à  la  tangente 

OY. 
Soit  H  le  point  de  rencontre  de  AA'  avec  OX;  posant 

OH  =  X,  OB  =  a, 
réquation  du  plan 
de  ces  deux  droites 


est 

X 


+  -  =  ' 


mais  X  et  u.   sont 
liés  par  une  rela- 
tion de  condition, 
car  on  doit  avoir 
OA  =  OA'  =  a. 

Par  suite  dans  le 
triangle  rectangle 
OHA,  on  a  en  désignant  par  x'  et  j/  les  coordonnées  du 
point  A  situé  sur  les  cercles 

X«  +  y'«  =  {x« 
et  aussi  X«  +  y'«  =  2RX 

ou  X«  +  y'*  =  (ft; 

d'oïl  je  déduis  p.*  =  flX. 

L'équation  du  plan    considéré  en  fonction  d'un  seul  para- 
mètre variable  sera  donc 

dx     .    s 

Cherchons  l'intersection  de  ce  plan  avec  la  surface  trouvée 

(ûc»  +  !/'  —  dx)^  =  «'  {oc*  +  y«).  (P) 

Si  nous  éliminons  z  entre  ces  deux  équations  (a)   et  (g). 
nous  aurons  la  projection  de   cette  intersection  sur  le  plan 

des  xy. 
Faisons  cette  élimination. 

On  a  en  tirant  a  de  (a) 

di:  _   X'  —  dx 
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Remplaçant  dans  ^  ou  a 

X«(a;«  +  y*  —  (to)*  =  (X«  —  dxy(x*  +  y*) 
ou  eu  simplifiant 

X«(x«  +  y»)[x>  +  y*  —  X*]  +  (Pir«[X«  —  (aj«  +  y«)l  =  o 
ou  [X«(x«  +  y")  —  d«aî«][x*  +  y«  ~  X*]  =  o. 

La  première  solution 

\*(x*  +  y*)  —  (i*a5«  =  o 
représente  les  projections  OA  et  OA'  de  deux  droites  AB  et 
A'B  qui  appartiennent  en  efifet  au  plan  et  à  la  surface. 

La  seconde  solution        x'-f"î/*=^*  (ï) 

est  la  projection  de  la  conique  d'intersection  du  plan  et  de 
la  surface.  Cette  équation  représente  un  cercle  dont  le  centre 
est  à  l'origine  et  dont  le  rayon  est  égal  à  X. 

On  peut  donc  considérer  ces  coniques,  mobiles  dans 
l'espace,  comme  étant  les  sections  faites  par  le  plan  mobile  (a) 
dans  le  cylindre  droit  représenté  par  l'équation  (y). 

Si  donc  nous  inscrivons  dans  ce  cylindre  une  sphère  tan- 
gente au  plan  (a),  le  foyer  de  la  conique  sera  le  point  de 
contact  de  cette  sphère  et  du  plan  (a).  C'est  ce  point  dont 
nous  allons  chercher  le  lieu  géométrique.  Pour  cela  l'équa- 
tion d'une  sphère  inscrite  dans  le  cylindre  (a)  est 

a;«  +  y«  +  (a-^)«  =  XS  (8) 

(A  étant  la  dislance  de  son  centre  à  l'origine  (son  centre 
est  sur  oz). 

Mais  cette  sphère  est  assujettie  à  être  tangente  au  plan  (a). 

Soient  donc  {x\  y,  z)  les  coordonnées  du  point  de  contact, 
dont  nous  cherchons  le  lieu;  le  plan  tangent  en  ce  point  à  la 
sphère  $  est 

^^'  +  yy  +  «(^'  —  f*)  +  [X*  —  X*  —  jAs'  =  o     (1) 

et  ce  plan  doit  se  confondre  avec  le  plan  (a)  dont  l'équation 

ou  X  +  —Z g-  =  o-  (*) 

Identifions  ces  deux  équations. 
Pour  cela,  ayant  écrit  la  première 

I       y     •     «(^'  —  f^)     I    f**  —  \^'  —  ^* 


-m- 

on  a  poar  l'identifleation 

%—V.  _  X* 

<B  4 

et  .    '        —  "^• 

X  a 

La  première  de  ces  relatioas  prouva  4'abord  que  tous  les 
pomUi  4u  U011  sont  dans  la  pUu  4oi  ^a?« 
On  aura  donc  l'^quaiiou  du  V\e\\  a»  élimi»a»t  Ia«  paramétras 

X  e|  |4  entre  les  équationa 

JLZLii  =4  (3) 

[LJZ  -rr  I»)  +  Xt    _    À|^  ^^j 

et  réquatiop  du  plpn    ^;rr  +  «y-  "^  ^  «  ^^^ 

Bê  (8)  ê(  H)  an  déduit   (aa^  +  Xd  n  X(D 

X(ûD  ~  d) 

Bamplaffant  dans  (4)  on  a 

MûB  — d) 


a r: 


X 


X   *  X 


SX  —  X(a;  —  d\^         X 

OU  ^»aî  =  X(aj*  -j-  da?  —  (|^). 

Remplaçant  X  par  cette  valeur  dans  l'équation  (8)  on  a 
pour  le  lieu 

<te , î__=x  I 

(x*  +  dx  —  d*]«  Oî*  r|r  '(^05  —  d^ 

ou  (x*  +  da?  —  d«)*  +  3»(x*  +  dx  —  d«)  =  dxs» 

ou  (x"  +  dx  --  (gf«)«  =5  d'f  *  =r  a'«' 

(x«  +  dx  —  ^•)« 
ou  enfin  3'  =  "^^ '•'•'•  î***  ***' 

4.  —  C'est  UUP  courba  du  qqfttrife»»  degrjl,   symétrique 
par  rapport  à  l'axe  des  x.  Si  Ton  écrit  son  équation  sous  la 


forme  «'  x=  ■     .    '       ...     ^ 

on  voit  que  les  droites  aî=3(Ieta?=  —  rf  sont  des  asymptotes 
de  la  courbe  ;  d'ailleurs  elle  n'a  pas  d'autres  asymptotes. 

Ces  droites  séparent  aussi  le  plan  pu  régions;  oomioe  Qn 
doit  avoir  (d  —  x){d  -{-  x)  <  o, 

la  courbe  est  donc  i^oippfi^o  tout  entière  entre  ces  dQUX 
droites. 

Si  l'on  cherche  les  points  de  rencontre  de  1^  courba  ay^O 
Taxe  des  Zy  on  trouve  les  deux  points 

s  =zd    et    5f  =  —  d. 

L'intersection  avec  ox  est  donnée  par  l'équation 

[x«  +  2Rx  —  4R*]«  =  o 
qui  prouve  d'abord  que  ces  points  de  rencontre,  s'ils  sont 
réels,  sont  dps  ppint&i  doubles  de  la  courbe. 

Bésolvona  ^équatioa  du  second  degré 

x^  +  ^^^  —  4^^*  =  o> 

—  R  ±  /r*  +  4RS 

on  a  ac  5=  •>. '- 1--^ — 

I 

d'QÎj        a?'  =  P(t^rr7)    et    oî"  =  -  R(/r+7). 

4  I4  valeur  çp  oorrpspond  un  point  double  réel  A,  dont 
la  distanco  OÀ  ^  {'origine  est  égale  au  double  du  côté  du 
déc^gono  régulier  convexe  inscrit  dans  le  cercle  donné. 

A  la  seconde  y^leur  x'  correspond  un  point  double  isolé, 
car  ]es  tpngpntef  an  ces  points  sont  imaginaires,  et  de  plus, 

comme  on  a  f  S  -^  i  >  a,  ce  point  est  en  dehors  des  deux 
droites  œ=zd  ei  x=s  —  d.  C'est  donc  bien  un  point  double 
isolé. 

Pour  avoir  les  tangentes  au  point  double  A,  nous  pouvons 
transporter  Ips  ^xes  en  pe  point  par  les  formules 

'z=Z 

L'équation  étant 


.        x-[x  +  .r(v/D]' 

on  aura  r  ^ z ,-, — r^ 

4R'-[X+H(v'5-.)]' 
et  les  coefficients  angulaires  des  tangent*»  au  point  double  A 

sont  donnés  par  la  limite  de  -=^  pour  X  ^  o. 

Or  on  a     -=t-  ^  p ,  •.-— r^ 

X'         4R._[x  +  r(v/5-i))' 
et  pour  X  ^  o  on  a 

,-.    .,  Z'  4R<v/5~)'  _        .o 

_  i(\/r+  ■) 

2 

On  a  ainsi  les  deox  tan- 
gentes OT  et  OT"  à  la 
courba    au  point  A. 

Quant  au  point  double 
isolé,  il  est  à  une  distance 
de  l'origine  égale  au  dou- 
ble du  c6lâ  du  décagone 
régulier  étoile  inscrit  dans 
'^  le  cercle  donné.  Il  est  en 

B,  sur  la  partie  négatÎTe 
de  l'axe  Ox. 

La  courbe,  qui  est  d'ail- 
leurs symétrique  par  rap- 
port à  l'axe  Ox,  a  donc  la 
forme  que  lui  donne  la 
figure  ci-coatre. 

6.  —  Il  faut  maintenant 
étudier  les  parties  qui  pro- 
Tiennent  réellement  de  foyers  de  coniques. 

Lesfoyers  étant  donnés  par  des  sphères  inscrites  dans  un 
cylindre  droit  ayant  pour  équation 

a:«-f  y'  =  X» 
et  la  plus  grande  valeur  de  \  éUnt  ^  =  d,  les  poiats  limites 
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des  parties  correspondant  à  des  foyers  réels  seront  donnés 
en  coupaot  la  surface  par  le  cylindre 
a;'  +  !/'  =  d*. 

On  a  alors,  pour  avoir  la  projection  de  cette  intersection 
sur  le  plan  des3J7,  à  résoudre  les  deux  équations 

a;-  +  y>  =  d» 
et  (as'  +  y'  —  dcc)'  =  a'(a;'  +  y*). 

D'où  Ton  déduit     d'{d  —  œ)  =  a'd* 
ou  a*  =  (d  —  xy, 

ce  qui  donne  les  deux  droites 

a  +  aî  =  d 
3  —  a:  ^  —  d, 
c'esl^à-dire  les  parallèles 
aux  bissectrices  des  axes 
passant  par  les  points  D 
et  D'  et  les  points  de  ren- 
contre de  cesdroites  avec 
la  courbe  sont  les  points 
limites  de  parties  corres- 
pondant à  des  foyers  réels. 

Par  suite,  dans  la  figure 
ci-contre  la  partie  en  trait 
plein  correspond  aux  foyers 
réels  et  la  partie  en  poin- 
tillé correspond  aux  foyers 
imaginaires. 

On  peut  remarquer  que 
ces  deux  droites  de  sépa- 
ration ne  sont  antre  chose 
que  les  tangentes  issues  du 
point  limite  B  à  la  para- 
bole 

3*  +  4dx  ^  o, 
qui  est  l'enveloppe  des  traces  des  plans  de  section  sur  le 
plan  des  zx,  car  l'équation  générale  des  plans  de  section 
pst  "k'  —  Xjs  —  cir  =  o, 

qui  représenta   la  trace,  sur  le  plan  des  zx,  des  plans  en 


fetltfUmi  dti  tJârflmëtrd  X.  L'enteloppe  de  ëës  traces  esi  bien 


la  parabole 


-^  4djD=  o. 


Nota.—  La  même  qneiUon   a  été  résolue  par  MX.  Therel,  i  Versai ttes; 
OffUbii  a  Montpaliier. 


QUESTION  27 


t?«  y*  _ 


En  désignant  par  V  l'angk  aigu  ou  obtus  des  asymptotes  de 
rhyperbok,  angle  dans  lequel  se  trouve  la  courbe,  démontrer  que 

_         \/b«  —  AC  sin  e 
^  A  +  C  —  2B  cos  0 

£  étant  égal  àzh  ly  et  son  signe  étant  le  même  que  cdui  du 
discriminant. 
L'équation  de  Tbyperbole  étant 

x^ 

a*  b' 

siVon  pose  u  =i  a^  —  6*,    Thyperbole  est  éqoilatère   si 

u  =  o,  mais  noas  supposons  u  différent  de  zéro  et  nous 

nous  proposons  de  décider,  d'apr&s  l'équation  générale 

Ax*  +  2Bxy  +  Cy*  +  2Da>  +  2Ey  +  F  =  o       (1) 

et  sans  opérer  sa  réduction,  si  la  courbe  est  située  dans 

l'angle  aigu  ou  dans  Tangle  obtus   de   ses  asymptotes  ;  on 

pourrait  dire  si  l'hyperbole  est  aiguë  ou  obtuse. 

à' 
Le  premier  cas  est  réalisé  quand  -jj'  est  plus  grand  (|iie  i , 

quand  u  est  positif  par  conséquent;  l'autre  quand -j-^  est 

plus  petit  que  i,  ce  qui  correspond  à  rbypotbèse  u  <  o. 
Or  l'on  sait  que  les  axes  de  la  conique  (1)  sont  donnés  par 
réqualion. 


R*  — 


(A  +  C  —  2B  cos  0)A 


A" 


Rt_8in«e— -  =  o  (2) 


8» 


dans  laquelle  on  a  supposé,  ôuïvant  l'usage; 

A    B    D 
A=     B    C    E  8  = 

13    fi    F 


A 
B 


B 

C 


Lé§  nombres  a'  et  -^  6*  étant  lëâ  tmtiBà  Aê  (S),  on  fl  âott 

a«  —  6*  =ï   ^  '  ^ 15 i-^.  (8) 

Le  signe  dé  a*  —  fc^  cellli  dé  û  eh  d'autres  termes  dépëûd 
donc  uniquemeul  dd  signe  dii  produit  (A  +  C  —  2B  côs  0)1  : 
or  là  foi'mulë  cotinue 

t^Y^  >,.>^B'-AC!    sine  y/S*  -  AC  sih  6 

prouvé  dtte  ël  roii  supposé  V  <  90®,  par  suite  o*  —  b*  positif; 
comme  1  on  à  d'âpres  la  forinule  (A)  A(A  -^-G  —  2B  cos  ô)  <i  o, 
il  faudra  prendre  le  même  signe  que  Â.  On  voit  de  même 
que  si  V  est  obtus,  il  faut  encore  prendre  le  signe  de  A.  La 
formule  qui  donne  Tangle  des  asymptotes,  en  définissant 
ainsi  celui  qui  comprend  la  courbe,  est  donc 

V^B»  —  AG  sin  Q 
^  •    A-f  0^2Bcos6   ' 

e  étant  4~  >  ou  —  1 ,  savoir  -|~  i  si  le  discriminant  est 
positif,  —  i  s'il  est  négatif. 

QUElSTIONS  PROPOSÉES 


32.  —  On  considère  des  cercles  G  passant  par  le  sommet 
d'une  parabole  P,  et  tangentes  à  cette  courbe  en  un  point 
diirérent  du  sommet  : —  1.  Trouver  l'équation  générale  de 
ces  cercles  G  ;  —  2.  Trouver  le  lieu  U  des  centres.  Ge  lieu  est 
une  parabole  cubique  ayant  un  point  de  rebroussement  dont 
los  coordonnées  sont  (p,  0)  ;  on  demande  de  déterminer  l'in- 
tersection de  U  et  de  P.  (G.  L.) 

33.  -^  Lieu  des  points  d'oii  l'on  peut  mener  à  une  conique 
quatre  normales  formant  un  faisceau  harmonique.      (V,) 

34.  —  On  considère  deux  points  fixes  0  et  0',  et  une 
droite  A  perpendiculaire  k  00'  au  point  A;  soit  M  un  point 
quelconque  de  A  ^  on  mène  MO  et  MO'  ;  puis  à  la  droite  MO' 
on  élève  au  point  0'  une  perpendiculaire  qui  rencontre  OM 
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aupointH';  onposealorsirO'=a:,MO'=:i|,  et  Ton  considère 
un  point  I  qui  a  pour  coordonnées  x  et  y,  par  rapport  à  un 
angle  droit  donné  yox.  Trouver  le  lieu  décrit  par  ce  poinl 
quand  M  se  meut  sur  A,  et  discuter  les  différentes  formes 
du  lieu  quand  on  donne  à  A  toutes  les  positions  possibles 
sur  00',  Démontrer  que  la  courbe  est  unicursale.  (G.  L.) 

35.  —  La  question  étant  posée  dans  les  mêmes  termes, 
mais  en  supposant  cette  fois  que  A  est  parallèle  à  00', 
trouver  le  lieu  du  point  I  ;  on  distinguera  les  différentes 
formes  du  lieu  suivant  que  le  cercle  décrit  sur  00'  comme 
diamètre  est  extérieur,  tangent  ou  sécant  à  la  droite  A.  On 
propose  aussi  de  reconnaître  que  la  courbe  trouvée  est  une 
courbe  du  sixième  degré  unicursale.  (G,  L.) 


NECROLOGIE 

Nous  avons  le  regret  d'apprendre  la  mort  de  MM.  Liocville, 
professeur  au  Collège  de  France,  et  Bbiot,  professeur  a  la 
Faculté  des  sciences  de  Paris.  La  Rédaction  se  propose  de 
donner  prochainement  une  notice  sur  les  travaux  de  ces 
deux  savants,  qui  ont  occupé  une  si  grande  place  dans  ren- 
seignement des  Mathématiques  en  France. 


Le  Rédacteur-<Sénjit, 
E.VAZEILLE* 


lURIS.   —  IMraiJIfRIE  CH'IX,  20,  IDE  BEIOKSK.  —  S1S08-2. 
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DETERMINATION  IMMEDIATE 

PAH  LE  PRINCIPE  D£  CORRESPONDANCE  (*)  DU  NOMBRE  DB  POINTS 
d'intersection  DE  DEUX  COURBES  d'ORDRE  QUELCONQUE  QCI 
SE  TROUVENT  A  DISTANCE  FINIE 

Par  M.  Châtie»  [**). 


Celte  question  n'est  autre  que  celle  de  déterminer,  on 
algèbre^  le  nombre  des  solutions  de  deux  équations  à  deux 
inconnues;  ce  qui  exige  parfois  des  calculs  compliqués. 
Les  considérations  géométriques  auxquelles  se  prête  le 
principe  de  correspondance  (qui  s'applique  de  même  direc- 
tement h  la  question  algébrique)  évitent  ces  calculs  et 
conduisent  à  une  expression  fort  simple  du  nombre 
cherché. 

Il  suffît  de  démontrer  d'abord  ce  théorème  fondamental 
de  la  géométrie  analytique,  que  le  nombre  des  points,  réels 
ou  imaginaires,  communs  à  deux  courbes  géométriques  quel- 
conques d'ordre  p  et  p ,  est  toujours  pp.  C'est  à  la  démons- 
tration immédiate  de  ce  théorème,  qui  a  offert  pendant 
longtemps  des  difficultés,  que  se  prêle  le  principe  de  cor- 
respondance (de  deux  manières)  ;  et  même  la  simple  défi- 
nition des  courbes  géométriques  d'être  rencontrées  toujours 
en  un  même  nombre  de  points,  réels  ou  imaginaires,  par 
une  droite  quelconque,  suffit,  sans  qu'on  ait  à  se  servir  des 
équations  des  courbes. 

Théorème  I.  —  Deux  courbes  (Tordre  p  et  p'  ont  toujours 
pp'  points  communs,  réels  ou  imaginaires. 

Prenons  des  points  fiscs  quelconques,  I  et  0.  Une  droite  IX 
rencontre  la  première  courbe  en  p  points  a  ;  les  droites 
menées  de  ces  points  au  point  0  rencontrent  la  deuxième 
courbe  enpp'  points  a;  par  ceux-ci  on  mène  pp  droites  lU. 

p       '  '  ■  I.  ■  .    ■  I  m 

(*)  Voyez  la  note  p.  22i. 

(**)  Extrait  des  Comptes  rendus  de  l'académie  dejsciencej. 

JOQBNAL  DB  MATH.  8PÉC.  18ii3.  Il 
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Ces  pp  droites  correspondent  à  IX.  De  mèmey  à  une  droite  lU, 
qui  rencontre  la  deuxième  courbe  en  p  points,  corres- 
pondent pp  droites  IX.  Il  existe  donc  2  pp  droites  IX  qai 
coïDcidenl  chacune  avec  une  droite  correspondante  lU.  pp 
de  ces  droites  sont  coïncidentes  avec  la  droite  10,  et  n'ap- 
partiennent pas  à  des  points  communs  aux  deux  courbes; 
mais  chacune  des  pp  autres  droites  passe  par  un  point  a  de 
la  première  courbe  coïncidant  nécessairement  avec  un  des 
points  a  de  la  deuxième  courbe  situés  sur  la  droite  aO.  Le 
théorème  est  donc  déaiontré. 

Les  points  multiples  et  les  points  de  contact  que  peuvent 
avoir  les  deux  courbes  ne  modifient  en  rien  la  démonstra- 
tion, de  sorte  que  le  résultat  pp  est  général. 

Observation.  —  Si  les  deux  courbes  avaient  un  point 
commun  sur  la  droite  10,  ce  point  servirait,  comme  les 
autres,  à  former  le  nombre  pp  des  solutions  étrangères  ; 
mais,  néanmoins,  il  compterait  aussi  dans  le  nombre  des 
points  d'intersection  des  deux  courbes  ;  car  une  droite  IX, 
infiniment  voisine  de  10,  donnerait  lieu  alors  à  une  droite 
correspondante  lU,  infiniment  peu  différente  de  IX,  et  con- 
séquemment  faisant,  à  la  limite,  une  coïncidence.  Mais,  du 
reste,  on  peut  prendre  les  deux  points  I,  0  sur  une  droite 
qui  ne  passe  pas  par  un  point  commun  aux  deux  courbes  : 
ce  qui  justifie  notre  raisonnement. 

Théorème  II.  —  Lorsque  deux  courbes  â^ordre  p  et  p' 
sont  représentées  par  les  deux  équations 

(x-,  y"jP  =  G,   {x^\  y^y'  =  o 
de  degré  p  et  p',  dans  lesquelles  les  puissances  supérieures  dexet 
y  sont  m,  n,  m',  n',  le  nombre  de  leurs  points  d'intersection^ 
situas  à  distance  finie,  est 

pp'  —  (p  —  ûî)  (p'  —  m)  —  (p  —  n)  (p  —  n')  —  «, 
u)  étant  le  nombre  des  points  d'intersection  des  deux  courbes  qui 
peuvent  se  trouver  à  V infini^  autres  que  ceux  qui  s'y  trouvent 
sur  les  axes  coordonnés^  en  nombre  (p  —  m)  (p  —  m')  -f 

(p  —  n)  (p  —  n'). 
Le  nombre  total  des  points  d'intersection  des  deux  courbes 

étant  pp  (Théorème  /j,  il  suffit  d'où  retrancher  leurs  poinls 
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communs  situés  à  rinfini.  Au  nombre  do  ces  points  s'en 
trouvent  évidemment  (p  —  n)  (p  —  n)  sur  Taxe  Oo;  et 
(p  —  m)  {p'  —  m)  sur  Taxe  Oy,  Donc,  si  les  deux  courbes 
ont  à  l'infini  co  autres  points  communs,  le  nombre  de  leurs 
points  à  distance  finie  se  réduit  à 

PP  ■"  (p  —  ^)  (p'  —  ^')  —  (p  —  ^0  iP  —  ^  )  —  ^^ 
La  question  se  réduit  donc  à  déterminer  le  nombre  co  des 

points  communs  aux  deux  courbes  qui  peuvent  se  trouver 

sur  la  droite  de  l'infini,  autres  que  ceux  qui  sont  représentés 

par  [(p  ^  m)  (p  —m')'\-{p—n)  {p  —  n')]. 

Or  cela  se   fait   sans  difficulté.    L'équation   de  chaque 

y 

courbe  fait  connaître,  par  une  équation  en    —    qu'on  pose 

SX) 

immédiatement,  le  nombre  et  la  direction  des  points  de  la 
courbe  qui  se  trouvent  à  l'infini,  ainsi  que  les  tangentes  eu 
ces  points.  Ces  deux  choses,  les  points  et  leurs  tangentes, 
sont  les  éléments  principaux  de  la  question. 

Deux  points  dos  deux  courbes  situés  dans  une  même  direc- 
tion (déterminée  par  une  môme  valeur  de  —  )  sont  deux  points 

coïncidents,  puisqu'ils  sont  à  l'infini  sur  deux  droites  parai* 
lëles;  ils  comptent  donc  pour  i  dans  le  nombre  ui»  Mais  si 
les  courbes  ont  en  ce  point  la  môme  tangente,  elles  ont  deux 
points  communs;  le  point  compte  donc  pour  2,  Si  l'une 
des  courbes  a  un  point  double,  il  compte  aussi  jîour  2,  et  do 
même  pour  les  points  multiples  d'ordre  supérieur.  Si  les 
deux  courbes  ont  une  tangente  commune  en  leurs  points 
multiples  coïncidents,  cette  tangente  ajoute  une  unité  au 
produit  des  ordres  de  multiplicité. 

Il  peut  entrer  aussi  dans  le  nombre  ii>  des  points  situes 
sur  les  axes  coordonnés  Ox,Oy,  soit  que  les  courbes  aient  un 
contact  commun  avec  un  de  ces  axes  en  son  point  à  l'infini, 
ou  un  contact  avec  la  droite  de  l'infini  elle-môme,  au  môme 
point. 

Sans  chercher  à  éuumérer  les  différents  cas  que  peuvent 
présenter  les  conditions  de  contact  de  deux  courbes,  je  vais 
donner  quelques  exemples  dans  lesquels  on  trouvera  toujours 
uiie  vérification  du  résultat. 
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Voici  Tindicalion  du  sujet  de  chacun  de  ces  exemples. 

I.  Les  deux  courbes  ont  un  point  d'interseclion  sur  la 
droile  de  Tinfini  :  hd  =  i . 

IL  Les  deux  courbes  ont  deux  points  communs  à  Tinfini, 
dont  un  est  un  point  d'inlersection  et  l'autre  un  point  de 
contact  :  tt)  =  I  -|-  2  =  3. 

II  bis.  Les  deux  courbes  ont  deux  points  de  contact  à  Fin- 
fini  :  ii>  =  4. 

III.  Les  deux  courbes,  ont  un  point  de  contact  à  l'infini,  et 
leur  tangente  commune  est  la  droite  de  l'infini:  a>  =  2. 

IV.  Les  deux  courbes  ont  un  point  de  contact  avec  la  droite 
de  l'infini  sur  l'axe  Ox  :  co  =  i . 

IV  bis.  Les  deux  courbes  ont  trois  points  de  contact  à  l'in- 
fini, dont  deux  sont  sur  les  axes  Ox,  Oy  :iù=  2  -}-  i  -\-  1  =4. 

V.  La  première  courbe  a  un  point  d'inflexion  à  l'infini;  la 
seconde  courbe  lui  est  tangente  en  ce  point  :  q>=  2. 

VI.  La  première  courbe  a  un  point  double  à  l'infini;  la 
seconde  courbe  passe  par  ce  point  :  u)  =  2. 

VII.  La  première  courbe  a  un  point  double  à  l'infini  ;  la 
seconde  courbe  passe  par  ce  point  et  est  tangente  à  Tuoe 
des  deux  branches  :  ù>  =  3. 

VIII.  Les  deux  courbes  ont  chacune  un  point  double  eu 
un  même  point  de  l'infini,  et  ont  les  mêmes  tangentes  en 
ce  point  :  w  =  6. 

IX.  La  première  courbe  a  un  point  triple  et  la  seconde 
un  point  double  en  un  même  point  de  l'infini;  les  deux 
courbes  ont  deux  tangentes  communes  en  ce  point;  en  outre, 
elles  ont  un  autre  point  de  contact  à  l'infini  sur  l'axe  Ox  : 
«  =  8  +  1  =  9. 

X.  Exemples  pris  d'un  mémoire  de  M.  Minding  :  u  =  o. 

XI.  Du  même  :  cd  =  o. 

XII.  Autre  exemple  de  M.  Minding  oii  «d  =  i  -|-  2  =  3. 
Exemples.  Faisons 

Nz=pp'  —  (p  —  m){p  —  m)  — (p  --n){p'  —  n); 
le  nombre  cherché  sera  N  —  «. 
Soient  les  courbes 

(I)  y»  —  2i/*x  +  î/x  —  I  =  o, 

yt  —  2yx  —  y  —  2X  4"  2  =  o. 
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N  =5  6  —  2  =  4.  Les  courbes  ont  un  point  commun  à 
l'infini  dans  la  direction  de  la  droite  y  =  2X,  Leurs  tan- 
gentes en  ce  point  ne  coïncident  pas  :  aussi  co  =  i,  et 
N  —  Ci)  =  3.  Les  deux  courbes  ont  donc  trois  points  d'inter- 
seclion  à  distance  finie.  Effectivement  l'équation  finale  en 
y  est  5j/'  —  3y*  —  3  =  0. 

(II)  y'  —jxy^  +  14  x^y  —8x^  +7!/*  —  ioxy  +   2cxr" 

+  72/  -j-  iSoî  —  i5  =0 
j/* —  6xy  -j-  8x*  -{■4y  —  ï2^  -|-  5  =  0. 
N  =  6.  Les  courbes  ont  deux  points  communs  à  l'infini, 
dans  les  directions  des  droites  y  =  205,  t/  =  4X;  le  premier 
est  un  point  d'intersection  et  le  second  un  point  de  contact 
du  premier  ordre;  la  tangente  commune  a  pour  équation 
y  =4X  —  2;  donc  (i>  =  I  -j-  2,  et  N  =  3.  Donc  les  courbes 
ont  trois  points  d'intersection  à  distance  finie,  ce  qui  s'ac* 
corde  avec  le  résultat  de  M.  Magnus  (Journal  de  Crelley  1843, 
t.  XXVI,  p.  366.) 

(II  bis)     2y'  —  2CD"y  4"  !/*  ""  ^ocy  +  3x^  =  o 

t/»  —  cc"t/  -j-  3t/'  —  xy  —  a;'  =  o. 
N  :=  9  —  1  =  8.  Los  deux  courbes  ont  deux  points  de 
contact  à  l'infini;  leurs  tangentes  en  ces  points  ont  pour 

équalions  y  =x ,  y  =  —  x . 

Donc  (ii=:4;N —  4  =4.  Ainsi  les  deux  courbes  ont 
quatre  points  communs  à  distance  finie  ;  ces  quatre  points 
coïncident  à  l'origine  des  coordonnées  oh  les  courbes  ont 
chacune  un  point  double. 

(III)  x'  +  2a?«y  -f  j/'oî  +  3y«  +  y  =  o 

05*  +  2xy  -j-  y*  +  ^  —  y  =  ^• 

N  =  6.  Les  deux  courbes  ont  un  point  de  contact  à  l'infini, 
dans  la  direction  de  la  droite  y  =;  —  x;  leur  tangente  en  ce 
point  est  la  droite  de  l'infini  :(i>  =  2etN  —  «  =  4.  Les 
courbes  ont  donc  quatre  points  d'intersection  à  distance  finie. 
L'un  est  l'origine  des  coordonnées;  les  trois  autres  sont 
déterminés  par  l'équation  t/'  +  ôy"  -{■  6y  +  i  =  o. 

(IV)  y*x  —  2t/"  -f-  3an/  -|-  gc*  =  o. 

y«  —  X*  =  o. 
N  =  6  —  1=5.  Les  deux  courbes  ont  un  point  de  contact 
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ATCC  la  droite  de  l'infini  sur  l'axe  Ox  :  lo  =  t,  N  —  1=4. 
Ainsi  les  deux  courbes  ont  quatre  points  d'intersection  à 
distance  finie.  Deux  de  ces  points  sont  à  l'origine  des  coor- 
donnéeS)  où  la  cubique  a  un  point  double;  les  deux  antres 
•ont  déterminés  par  l'équation  finale  2^*  -|-  3y  —  2  =  o. 

(IV6  i.ç)  y*x  —  at/x*  -|-  ^y  -|-  a:  =  o 

2j/*a?  —  4yx*  4"  y  +  3fic  =  o. 

N  =  9  —  2  =  7.  Les  deux  courbes  ont  trois  tangentes 
communes  en  trois  points  de  l'infini;  l'une  est  la  droite 
y  =  2X,  ot  les  deux  autres  sont  les  axes  OXy  Oy  :  o>  =  2 
^  1  -|-  I  =  4.  Les  deux  courbes  ont  donc  N  —  4  =  3  points 
d'intersection  à  distance  finie.  L'un  de  ces  points  est  en  O; 
les  deux  autres  sont  déterminés  par  les  équations  finales 

3y«  —  I  E5  o,  £C*  —  3=0. 

(V)  y*  +  ^*  —  3ayx  =  o 

y*  +  ya3  +aaî=  o. 

N  =  6.  La  première  courbe  a  un  point  d'inflexion  à  l'infini 
dans  la  direction  de  la  droite  y  =1  -^  x;  la  tangente  en  ce 
point  a  pour  équation  y  =  —  a?  —  a.  La  seconde  courbe 
-passe  parle  même  point  et  a  la  même  tangente.  Donc  w  =  2 
et  N  -^  <i>  =  4.  Ainsi  les  deux  courbes  ont  quatre  points  d'in- 
tersection à  distance  finie.  Deux  de  ces  points  sont  à  l'origine 
des  coordonnées,  où  la  courbe  a  un  point  double;  les  deux 
autres  sont  déterminés  par  l'équation  finale  200^  —  3(Lr 
*|-  i6a'  î=î  o. 

(YI)  y»  —  3y*a;  -f  3yx*  —  ac«  -f  y»  —  03*  +  3y  —  o?  =  0 

y«  —  3ya;  +  205»  +  y  =  o. 

N  =  6.  La  première  courbe  a  un  point  double  à  l'infini, 
dans  la  direction  de  la  droite  y  =  cd  ;  les  tangentes  en  ce 
point  sonl  la  droite  y  =  a?  —  i  et  la  droite  de  l'infini.  La 
deuxième  courbe  passe  par  le  même  point,  et  sa  tangente 
est  la  droite  y  =  a;  -f"  ^  •  ^®®  deux  courbes  ont  donc  deux 
•points  communs  :<*>==  2,  N  —  (0  =  4.  Les  courbes  ont  quatre 
points  d'intersection  à  distance  finie,  dont  un  est  l'origine 
des  coordonnées,  et  les  trois  autres  sont  déterminés  par 
l'équation  4X*  —  305*  +  i2(K+  ^  =0. 

(VII)  y»  —  3y*x  +  3ya;*  — 5D»+y«  —  x*—  3y+x=o 

y*  —  3yx  -f-  205»  +  y  ^  ), 
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N  =  6.  La  première  courbe  a  un  point  double  à  Tin^ni 
dans  la  direction  de  la  droite  y  =z  x;  les  tangentes  en  ce 
point  sont  la  droite  de  Tinfini  et  la  droite  y  =i  x  -{'  i.  La 
deuxième  courbe  passe  par  ce  point  et  a  la  même  tangente, 
ce  qui  fait  trois  points  communs  aux  deux  courbes;  ainsi 
cD=3,  N  —  û)=6  —  3=3,  et  les  courbes  ont  trois  points 
d'intersection  à  distance  finie.  L'un  de  ces  points  est  à 
l'origine  des  coordonnées,  les  deux  autres  sont  déterminés 
par  l'équation  finale  3a5*  —  70?  +  3  =  o. 

(VIII)  y^x  —  2X*y  -^  x^  +  y*  —  5a:t/  -[-  4^*  +  ^2/  ==  o 

2y*x  —  4x^y  +  20?'  —  y*  +  5^*  +  42/  =  o- 
N  =  9  —  I  =8.  Les  deux  courbes  ont  chacune  un  point 
double  en  un  même  point  de  l'infini,  dans  la  direction  de 
la  droite  y  =  a?,  et  ont  les   mômes  tangentes  en  ce  point, 
lesquelles  ont  pour  équations  y  =  x  -{■■i,  y  =  x  '\-  2. 

Ce  qui  fait  six  points  communs  à  l'infini  :  co  =  6  et 
N  —  (I)  =  2. 

Ainsi  les  deux  courbes  n'ont  que  deux  points  d'intersection 
à  distance  finie.  Ces  points  sont  à  l'origine  des  coordonnées, 
où  les  deux  courbes  sont  tangentes  à  l'axe  Ox. 

(IX)  x(y  —  xY  —  (3y  +  4X)  {y  —  x)  +  6y  =  o 

x{y  —  x)*  —  3x(y  —  x)  +  2y  =  o. 

N  =  12  —  I  =  1 1.  La  première  courbe  a  un  point  triple 
à  l'infini  dans  la  direction  de  la  droite  y  =  x;  les  tangentes 
en  ce  point  ont  pour  équations 

y=CD+i,    y  =£c+  2,  y=  05+ 3. 

La  courbe  est  tangente  à  l'axe  Oy,  à  l'infini. 

La  deuxième  courbe  est  aussi  tangente  à  cet  axe  en  ce 
point,  et  a  un  point  double  coïncidant  avec  le  point  triple  de 
la  première  ;  en  outre,  ses  deux  branches  sont  tangentes  à 
deux  branches  de  celle-ci  :  ce  qui  fait  huit  points  communs 
aux  deux  courbes,  et  un  neuvième  au  point  de  contact  sur 
l'axe  Oy;  ainsi  o^getN  —  a)  =  2.  Les  courbes  n'ont  donc 
que  deux  points  communs  à  distance  finie.  Ces  deux  points 
coïncident  à  l'origine  des  coordonnées,  ou  les  deux  courbes 
sont  tangentes  à  l'axe  Ox. 

(X)  (aj,2)  y»  +  (a?,4)  y»  +  (aj,5)  y  +  {x,2)  y»  +  {x,5)  =  o 
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(a:,8)  y»  +  (x.g)  j/'  +  (x,6)  t/*  +  (a?,4)  j/» 

(.T;%)  désigne  un  polynôme  en  x  de  degré  a  (Minding, /otirnaZ 
deCrelle,  t.  XXII,  p.  178). 

On  ne  peut  déterminer  que  N.  OnaN  =  6  .  i3  —  i  .  4 
—  2  .  8=  78  —  20  =  58,  quels  que  soient  les  polynômes; 
ce  qui  s'accorde  avec  la  formule  de  Minding,  qui  donne 

4.8  +  — +—  +5  +  5  +  5=4.8+11  +  15  =  58. 

La  première  courbe  a  trois  points  à  l'infini,  autres  que 
les  trois  qui  s'y  trouvent  aux  extrémités  des  axes  coor- 
donnés; et  la  seconde  courbe  n'en  a  qu'un,  lequel  se  trouve 
infiniment  voisin  de  l'axe  des  a:,  dû  à  ce  que  la  courbe 
est  tangente  en  ce  point  à  la  droite  de  l'infini,  de  sorte 
que  les  deux  courbes  n'auront  pas  de  points  communs 
s'cxprimant  par  a;  =  00  ,  t/  =  oc  ,  quels  que  soient  les  poly- 
nômes multiplicateurs  des  puissances  de  y;  mais  elles  pour- 
ront en  avoir  aux  extrémités  des  axes  coordonnés,  s'cxprimant 
par  y  =  o,  a?  =  00 ,  ou  bien  x  =  o,  y  =  c»  ,  selon  ce  que 
seront  les  polynômes. 

(XI)  6x'î/*  +  ai/*  +  gx^y  -f-  exy*  +  te*  +  cy*  +  kx* 

+  A  =  0 
Pa?»t/'  +  \i.x*  +  Saj'y  +  ^s  +  X  =  o. 
N  =  42  —  16  =  26.  La  première  courbe  n'a  qu'un  point 
à  l'infini,  autre  que  les  cinq  qui  s'y  trouvent  aux  extrémités 
des  deux  axes  coordonnés,  et  la  seconde  courbe  n'en  a  aucun  ; 
en  outre  les  deux  courbes  n'ont  pas  de  contact  sur  les  axes 
Ox,  Oy.  Donc  a>  =  o,  et  les  deux  courbes  ont  leurs  vingU 
six  points  d'intersection  ù  distance  finie  ;  ce  qui  s'accorde 
avec  le  résultat  de  M.  Minding. 

(XII)  bxY  +  gx^y  +  exy^  +  /y»  +  fcr«  +  A  =  o 

Px»y"  +  [AX*  +  ix^y  +  yy  +  X  =  o. 

N  =  42 —  6  —  10=  26.  Ces  deux  équations  sont  les 
mômes  que  les  précédentes,  oîi  l'on  a  fait  a  =  o  et  f  =  o 
dans  la  première. 

La  première  courbe  a  l'axe  Ox  pour  asymptote  et  l'axe  Oy 
pour  asymptote  double;  en  d'autres  termes,  la  courbe  a  deux 
points  à  l'infini  sur  Ox,  et  trois  points  à  l'infini  sur  Oy. 
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La  seconde  courbe  a  une  asymptote  double  coïncidant 
avec  Ox,  et  cinq  asymptotes  coïncidant  avec  Oy,  Ainsi  les 
deux  courbes  ont  un  point  de  contact  ^c'est-à-dire  deux  points 
consécutifs)  à  Tinfini  sur  Taxe  Ox,  et  un  contact  double  (trois 
points  consécutifs)  à  Tinfini  sur  l'axe  Oy;  ce  qui  fait  o)  =  i 
+  2  =  3,  N  —  0)=  23.  Ainsi  les  deux  courbes  ont  vingt- 
trois  points  communs  à  distance  finie. 

Les  trois  points  qui  entrent  dans  o)  forment  trois  couples 
de  solutions  des  deux  équations,  savoir 

y  =  o,x  =  oo;   05  =  0,  j/  =  oo;   a;=o,  j/  =  oo. 

Ce  résultat  s'accorde  avec  la  méthode  analytique  de 
M.  Minding. 


NOTE  DE  GEOMETRIE  ANALYTIQUE 


Je  me  propose  de  résoudre,  dans  les  pages  qui  suivent, 
un  problème  simple  et  sans  doute  bien  connu,  afin  d'en  tirer 
des  conséquences  assez  importantes,  et  de  jeter  un  nouveau 
jour  sur  certains  faits  de  la  géométrie  cartésienne. 

Désignons,  en  coordonnées  cartésiennes  rectangles,  par 

U  =  Mac»  +  %•  =  o  (1) 

réquatiou  d'un  faisceau  de  deux  droites  qui  a  son  sommet  à 
l'origine  des  coordonnées, 

et  par  aœ  -|-  6t/  +  ^  =  o  (2) 

réqualion  d'une  droite,  fixe  comme  le  faisceau,  et  qui  ne 
passe  pas  par  le  sommet  du  faisceau  ;  il  en  résulte  que  Téqua- 
lion  Mir«+ Nt/»+ (ax  +  6j/+  i)*  =  o  (3) 

représente  une  conique  tangente  aux  deux  rayons  du  fais- 
ceau (i)  aux  points  oii  ils  sont  rencontrés  par  la  droite  (2). 
Une  droite  quelconque  du  plan  peut  être  représentée  par 
l'équation  ax  -f-  by  -{-  i  =  Xx  -{-  ^y  (4) 

en  y  faisant  varier  X  et  (x;  et  on  trouvera  sans  peine  que 
cette  droite  devient  tangente  à  la  conique  (3)  moyennant  la 

relation  _  +  ^  +  ,  =  o  ;  (S) 
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en  d'autres  termes,  l'équation  (5)  est  l'équation  tangentielle 
de  la  conique  (3),  X  et  ^l  étant  les  coordonnées  tangentielles 
Tariables. 

Gela  posé,  sur  la  tangente  mobile  (4),  les  deux  tangentes 
fixes  (1)  déterminent  un  segment  dont  le  milieu  P  appartient 
à  la  droite  que  représente  l'équation 

X  _  a        (x  -  6  '  ^^^ 

donc,  si  on  élimine  Xei\L  entre  les  trois  équations  (i),  (5) 
et  (6),  on  obtiendra  l'équation  cartésienne  du  lieu  du  point  P 
à  travers  toutes  les  positions  de  la  tangente  mobile.  Or,  les 
équations  (4)  et  (6)  nous  donnent  très  facilement 

Ma; 


^  =  b  + 


Ma:*  4-  Ny*  ' 

et  portant  ces  valeurs  dans  la  relation  (3),  nous  trouvons 
pour  l'équation  du  lieu 


) 


donc  le  lieu  est  une  courbe  du  quatrième  ordre  qui  se 
décompose  en  deux  coniques  :  l'une  de  ces  deux  coniques 
n'est  autre  que  le  faisceau  des  deux  tangentes  fixes,  et 
l'autre  est  une  conique  proprement  dite  représentée  par 
l'équation  . 

{^■^^+  i)^  +  (^<^+^by  +  i)  =  o.      (8) 

Or,  si  nous  comparons  cette  équation  à  celle  de  la  conique 
donnée  (3),  nous  voyons  qu'en  retranchant  (3)  de  (8),  il  vient: 

~  (bUx  -  àNyy  =  o.  (9) 

Donc,  la  conique  (8)  est  doublement  tangente  à  la  conique 
donnée  (3),  et  la  corde  de  contact,  représentée  par  l'équation 

bMx  —  oNy  =  o,  (10) 

n'est  autre  chose  que  la  droite  joignant  l'origine  au  milieu 
de  la  corde  de  contact  (2);  les  deux  coniques  ont  donc  un 
diamètre  commun,  la  droite  (10),  et  se  touchent  aux  extré- 
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mités  de  ce  diamèlre;  elles  sont  donc  concentriques;  et  dès 
lors  l'équation  (8)  montre  que  les  asymptotes  du  lieu  sont 
parallèles  aux  deux  droites  qui  forment  le  faisceau  (1). 

En  résumé,  nous  avons  cet  énoncé: 

Quand  une  droite  AB  roule  sur  une  conique  fixe  S,  fe  milieu  P 
du  segment  AB  intercepté  'par  deux  tangentes  fixes  GR  et  GS 
décrit  un  lieu  du  quatrième  ordre;  et  ce  lieu  se  décompose  en 
deux  autres  qui  sont  : 

4^  Vensemhle  des  deux  tangentes  fixes  OR  et  OS  ; 

2°  Une  conique  proprement  dite  y  qui  est  concentrique  à  la 
première,  la  touche  aux  deux  extrémités  p  et  'p"  du  diamètre  GH 
qui  passe  au  point  G,  a  pour  asymptotes  les  droites  Or  et  Os 
parallèles  aux  deux  tangentes  fixes,  et  passe  en  outre  par  le 
point  m  milieu  de  Ga,  et  par  le  point  n  milieu  de  Gp,  a  e/  p 
étant  les  points  de  contact  de  la  conique  primitive  avec  les  deux 
tangentes  fixes.  {Ce  dernier  résultat  est  immédiatement  visible  sur 
V équation  (8). 

Tel  est  le  problème  que  je  me  proposais  de  résoudre;  je 
vais  en  donner  quelques  conséquences. 


Supposons  que  les  deux  droites  représentées  par  l'équa- 
tion (1)  soient  les  deux  directions  asymptotiques  d'un  cercle, 
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en  faisant  M  =  N,  le  point  P  sera  précisément  la  projection 
du  point  fixe  G  sur  la  langente  mobile;  en  même  temps  le 
point  G  sera  le  foyer  de  la  conique  donnée,  et  renoncé 
général  donne  immédiatement  ce  théorème  : 

Le  lieu  des  projections  d'un  foyer  d'une  conique  sur  les  tan- 
génies  de  cette  courbe  est  un  lieu  du  quatrième  ordre;  et  ce 
lieu  se  décompose  en  deux  autres  qui  sont  : 

4^  L'ensemble  des  directions  asymptotiques  de  tout  cercle  ayant 
son  centre  au  foyer; 

2^  Une  circonférence  concentrique  à  la  conique,  et  la  tou- 
chant aux  deux  extrémités  de  Vaxe  focal. 

On  trouve  ainsi,  sans  aucun  artifice  de  calcul,  le  lieu 
complet,  tel  qu'il  doit  résulter  de  la  théorie  générale  des 
podaires  ;  seulement  le  foyer  n'intervient  que  pour  donner 
un  caractère  spécial  d'élégance  au  résultat  obtenu  dans  le 
cas  général;  de  telle  façon  que  les  explications  plus  ou  moins 
rigoureuses,  plus  ou  moins  tourmentées,  que  l'on  consacre 
parfois  à  la  question  particularisée,  n'ont  plus  aucune  rai- 
son d'être;  il  est  bon  cependant  d'en  faire  une  justice  som- 
maire. 

On  explique  souvent  la  nature  du  lieu  étudié  pour  le  cas 
du  foyer,  en  remarquant  que  le  point  P  est  à  chaque  instant 
situé  sur  une  droite  mobile  autour  du  point  G,  et  que  par 
suite  le  lieu  du  point  P  doit  passer  par  le  point  G;  mais 
nous  ferons  remarquer: 

1®  Que  la  démonstration  du  prétendu  théorème  que  l'on 
invoque  compoi'le  en  certains  cas  des  objections  sérieuses; 

2^  Que  dans  les  circonstances  actuelles  ce  théorème  est 
bien  applicable,  mais  qu'il  n'explique  presque  rien;  car  il 
ne  s'agit  pas  seulement  de  montrer  que  le  lieu  passe  au 
point  G;  eùt-on  prouvé  encore  que  le  point  G  est  un  point 
double  du  lieu,  cela  ne  suffirait  pas  encore;  le  fait  essen- 
tiel, c'est  la  décomposition  du  lieu  total  en  deux  autres  ;  or 
notre  procédé  indique  immédiatement  cette  décomposition 
sans  faire  intervenir  spécialement  les  propriétés  focales. 

Il  est  vrai  que  si,  au  lieu  d'appliquer  le  pseudo-théorème 
dont  nous  parlions,  on  appliquait  en  toute  rigueur  les  pro- 
cédés de  raisonnement  introduits  par  Poncelet  et  fortement 
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développés  par  Chastes j  et  pourvu  que  l'on  n'ignorât  pas  les 
propriétés  singulières  des  directions  asymptotiques  du  cercle, 
ou  pourrait,  en  toute  rigueur,  et  sans  calcul  écrit,  retrou- 
ver toutes  les  conclusions  de  notre  calcul  ;  mais  alors  on 
aurait  fait,  sous  apparence  géométrique,  toutes  nos  trans- 
formations algébriques,  en  prenant  comme  principe  directeur 
le  principe  de  continuité  de  Poncelet  ;  on  peut  donc,  si  Ton 
veut,  considérer  notre  problème  comme  une  heureuse  illustra- 
tion de  ce  dernier  principe  ;  et  cette  seule  raison  suffirait 
à  justifier  tous  les  détails  que  nous  venons  de  donner  à  nos 
lecteurs. 

Nota.  —  Pour  laissera  cet  article  son  véritable  caractère, 
nous  avons  dû  passer  rapidement  sur  certains  calculs,  et  sur 
certaines  interprétations  de  formules;  mais  nous  sommes  à 
la  disposition  de  nos  jeunes  lecteurs  pour  leur  transmettre 
des  explications^élaillées. 


QUESTION  12 

Solution  par  M.  Cartier,  élève  au  Lycée  d'Angouléme. 


On  considère  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes  ;  soient  A,  A 
les  extrémités  du  grand  axe;B,  B' celles  du  petit  axe.  On  mène 
les  tangentes  à  l'ellipse  en  ces  quatre  points  et  une  tangente 
mobile  A  qui  rencontre  celles-ci  en  des  points  aa',  ^6'.  Cela  posé 
on  propose  les  questions  suivantes  : 

I.  Équation  générale  des  cercles  XJ  décrits  sur  aa'  comme 
diamètre. 

II.  Équation  des  cercles  Y  décrits  sur  p[6'. 

III.  Quel  est  tangle  d'anomalie  du  point  de  contact  M.  de  la 
tangente  A  quand  les  cercles  U,  V  sont  égaux. 

IV.  Démontrer  que  l'axe  radical  des  cercles  U,  V  n'est  autre 
chose  que  la  normale  en  M. 

V.  Par  le  centre  de  Vellipse  on  mène  une  tangente  aux  cercles 
V.  Démontrer  que  le  lieu  des  points  de  contflct  est  le  ceixle 
décrit  sur  la  distance  focale  comme  diamètre. 

VI.  Démontrer  que  les  cercles  U,  V  sont  orthogonaux. 
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VII.  Trouver  le  lieu  décrit  par  les  points  communs.  Démon- 
trer qu'il  se  compose  de  deux  cercles  concentriques  à  Vellipsej  de 
rayons  a  -f-  b  e/  a  —  b.  (G.  L.) 

L'équation  de  l'ellipse  est 

a*  0* 

Soit  9  Tanomalie  correspondant  à  un  point  quelconque  M 
de  cette  ellipse. 
La  tangente  en  ce  point  est 

—  cos  (p  -j--^  sin  (p  —  I  =  o.  (A) 

Le  point  a  a  pour  abscisse  a  et  pour  ordonnée  — — i^ '—; 

sin  o 

^    .    .  1^     .       ^  (  i  —  sin  ©) 

ji  a  pour  ordonnée  oet  pour  abscisse — ^^ i-^,  h   a  pour 

cos  cp 

ordonnée — b  et  pour  abscisse — - — ^ —, 

cos  ç 

1°  Le  cercle  correspondant  U  a  son  centre  on  u  dont  Tor- 

donnée  est  — : ;  son  rayon  est 

sin  9 


l/  ,  ,  /     fr  ï  —  cos  (p  \*      l/  .    ,    . ,    cos»  o 

'  \  sm  (p  sm  ?      /        •  sin*  9 

L'équation  générale  des  cercles  U  est  donc 

'    V         sin  ç  /       \       '         sm»  (p  / 

ou  œ*+t/* —  2—, y  — c*  =  o.     (u) 

'   ^  sin  <p  ^  "^  ' 

2<»  On  trouve  de  môme  l'équation  générale  des  cercles  V. 

+                a 
«i  — 2 X  +  C*  =  O.  t?) 

^  cos<p  '  ' 

3®  Lorsque  les  cercles  sont  égaux  aa  =  pp' 

ou  B'p'  —  Bp  =  ±  2a 

a(i  +  sin  ©)  a(i  —  sin  9) 

ou       — ^^ — ■ ^^ ^^=  +  20: 

cos  9  cos  9 

d'où  cos  9  =  it  sin  9 

c'est-à-dire  9=1       ,      .- 

(  7c  ±  45<» 
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On  pourrait  prévoir  ce  résultat  en  remarquant  que  lorsque 
aa  =  pp',  la  tangente  (A)  est  parallèle  à  Tune  des  diagonales 
du  rectangle  des  axes,  car  on  a  ou  ap  =  a p',  ou  ap'  =  p». 

4®  L'axe  radical  des  deux  cercles  (u)  et  (v)  est 

ax  by  ^ 

cos  (p         sin  cp 

C'est  la  normale  au  point  cp. 

8**  L'équation  (v)  montre  que  la  longueur  de  la  tangente 
menée  de  l'origine  à  ce  cercle  est  c.  Le  lieu  des  points  de 
contact  est  donc  le  cercle  décrit  sur  la  distance  focale  comme 
diamètre. 

Les  tangentes  issues  de  l'origine  à  (u)  sont  imaginaires  ; 
le  carré  de  leur  longueur  est  —  c*  comme  le  montre  (u).  Le 
lieu  des  points  de  contact  est  donc  le  cercle  imaginaire 
concentrique  à  Tellipse  et  passant  par  les  foyers  imaginaires 
de  cette  coniqu(f. 

6®  Pour  prouver  que  {u)  et  {v)  se  coupent  orthogonalcment, 

il  suffit  de  montrer  que  p  et  p'  sont  conjugués  harmoniques 

par  rapport  à  a  et  a  ;  ou  que  p^  et  p'  le  sont  par  rapport  à  D 

et  E;  on  le  voit  facilement,  on  a  en  effet 

B'p'  X  B'pi  =  B'D^  =  o« 

^,  ,         a(i  4-  sin  ©)          ^.           a(i  —  sin  ç) 
car        Bs  =  — î^ — ' ^        Bpi  =  — î' ^ 

cos  cp  cos  © 

7°  Pour  avoir  le  lieu  décrit  par  les  points  communs  à  (u) 
et  (v),  on  pourrait  éliminer  cp  entre  (u)  et  (r). 

Opérons  autrement. 

La  droite  OM,  qui  fait  avec  Ox  l'angle  <p,  coupe  le  cercle 
(u)  en  deux  points  dont  les  distances  p  à  G  sont  données  par 
l'équation  p*  —  2bp  —  c*  =  o, 

y 

obtenue  en  remplaçant  dans  (u)  x*  +  y*  par  p*,  —r- —  par  p. 

Elle  coupe   le    cercle    (i;)  en    deux    points    dont  les  dis- 
tances à  G  sont  de  môme  les  racines  de 

p*  —  2ap  -|-  c*  =  o . 
Ces  deux  équations  ont  une  racine  commune  p  =s  a  -j-  6. 
Elle  correspond  à  un  point   commun  P  aux  deux  cercles. 
Le  lieu  de  ce  point  est  donc  le  cercle 

p  =  o  -f-  6. 
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Les  deux  autres  racines  sont  égales  et  de  signes  con- 
traires; donc  les  deux  points  F,  G  sont  équidistants  de  0; 
la  Taleur  absolue  de  ces  racines  est  a  —  b.  Donc  le  lieu  des 
points  F  et  G  est  le  cercle 

p  =  a  —  6. 

De  môme  la  droite  faisant  avec  OX  un  angle  égal  à  —  ^, 
coupe  le  cercle  (u)  en  ud  point  Q  commun  aux  deux  cercles, 
car  Q  symétrique  de  F  par  rapport  à  AA'  est  aussi  sur  le 
cercle  (v). 

On  a  OQ  =  OF  ou  OG  =  a  —  b. 

Le  lieu  de  Q  est  le  cercle  p  =  a  —  b.  Les  autres  points 
où  elle  coupe  les  deux  cercles,  H  et  K  sont  évidemment 
symétriques  par  rapport  à  0  dont  ils  sont  à  une  distance 
égale  à  OP  =  a  +  ^-  Leur  lieu  est  donc  le  cercle  p  =  a  +  &• 

Nota.  —   La  même   question  a  été  résolue  par  MM.  Petouzet,  à  Bar-lé- 
Duc  ;  Lutaud  et  Finat,  à  Moulins;  Griffon,  à  Montpellier;  Onillon,  à  Versailles 
Montérou,  au  l>cé8  Louis-le-Grand  ;  Lu  pareille,  au  lycée  Henri  lY. 


QUESTION  14 

Solatlom  par  M.  Trocmé  f).  élève  au  Lycée  Charlemagne. 


On  considère  la  parabole  P 

(Xy  —  x)*  —  '2iix  =  G, 
71(1  est  tangente  à  l'axe  Oy  au  point  0,  et  qui  coupe  l'axe  des  x 
en  un  point  M  tel  que  OM  =  2jx;  on  considère  aussi  la  parabole 
cubique  Q,  enveloppe  des  normales  de  P.  Cette  courbe  est  tangente 
à  Vaoce  Ox  au  point  A,  et  coupe  cet  axe  en  un  autre  point  B; 
soit  enfin  G  te  point  de  rencontre  de  Vaxe  de  P  avec  Ox.  On 
imagine  maintenant  que,  d'un  point  R,  mobile  sur  Ox,  on  mène 
à  la  courbe  P  des  normales. 

Ce  problème  dépend  d'une  équation  du  second  degré. 

4^  Détei^miner  et  discuter  cette  équation,  et  montrer  quels 
résultais  elle  donne  quand  on  suppose  successivement  le  point  R 
à  Vun  des  points  A,  B,  G  ou  M. 


(*)  Aujourd'hui  élève  à  l'École  polytechnique. 


^    Afrès   avoir  déterminé    en  fonction    de   X   les  rappoiHs 

TviSr '  TvSf  '  TrSf  •  ^^^^^^  ^  ^^  relations  que  Ion  a 

2OA  .  OC  =  AC  .  OM. 

3^  Examiner  successivement  le  cas  oit  le  point  B  se  confond 
avec  0,  et  celui  oii 
le  point  A  coïncide 
avec  M.  Énoncer  les 
théorèmes  auxquels 
donnent  lieu  ces  deux 
hypothèses. 

4^  Démontrer  que  le 
paramètre  ip  de  la 
parabole  est  donné  par 
la  formule 

et    que   Véquation  de  ' 
Vaxe  est 


V- 


=  o. 


5°  Trouver  Venveloppe  de  cette  droite  quand  on  suppose  que  ja 
est  constant,  et  construire  la  courbe  donnée.  (G.  L.) 

1*»  Exprimons  rationnelleinent  en  fonction  d'un  paramètre  t 
les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  parabole.  Posons 
Xy  —  x  =  t.  L'équation  de  P  devient,  en  remplaçant  ^y  —  x 

/s 

par  /,  t*  —  2jxa;  =  o;  d'où  on  tire  x  = 

2;/. 

On  a  d'autre  part  y  =  ^+  ^  =  ^'  +  ^^'^ 

X  2îxX      • 

L'équation  d'une  normale  au  point  a?'  y  est 

X  —  x'         y  —  y' 

-{Xy'-X')-^-    \{Xy'-x')' 

Ecrivons  que  cette  normale  passe  par  le  point  a?  =a:  j^  =0 
en  désignant  par  a  la  distance  OR 

g  —  x' —  y' 

-(W~  X')—  ^-  X  ay'  —  ce')  • 


(1) 


Soit  t  le  paramètre  correspondant  au  point  x'  îf  situé  sur 
la  courbe.  Ea  remplaçant  dans  (1)  x'  y'  par  leurs  valeurs  en 
fonction  de  t,  on  aura  l'équation  qui  fera  connaître  les  para- 
mètres caractéristiques  des  points  oîi  aboutissent  les  nor- 
males issues  de  R, 

01  — -  : L_« 

2[A     2jxX 


OU  en  simplifiant 

^*  (^'  +  0  +  3lA^  +  2ii.«  —  2*Xaa  =  o.  (2) 

Nous  avons  supprimé  la  racine  /  =  o  qui  correspond  à 
Torigine. 

On  peut  écrire  Téquation  (2)  en  posant  —  s»  K, 

r  (^*  4-  0  +  —  +  3  -  2^'K  —  o.       (3) 


Cette  équation  aura  ses  racines  réelles  si 

9— 8(i  4- X*)(i  —  X*K)  >o, 
ou  8X«K  (i  +  X«)  —  8X«  +  I  >  o, 

SX*  -—  I 
ou  encore  ^^  SX^X'-f  .)' 

Donc  pour  toute  valeur  de  E  inférieure  à 

SX*  —  I 

SX*  (X*  -f.   i)  ' 
on  ne  pourra  mener  à  la   parabole  qu'une  seule  normale 
réelle  Oxi  Pour  la  valeur  particulière 

SX*  (X*  +  i)  ' 
on  a  deux  racines  coïncidentes,  le  point  correspondant  se 
trouve  sur  la  développée  en  B  (fig.  4)  et  on  a 

aOB  _ 

"ÔM ^' 

Le  coefficient  angulaire  d'une  normale  est  donné 

par  MXî^-a^)       __         Xr 

Au  point  A  une  seconde  normale  se  confond  avec  Oor.  On 
doit  donc  trouver  y  =:  o,  ce  qui  exige  f  :^  o. 
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L'éqaation  (3)  admettant  une  racine  nulle,  on  a  la  condition     ^ 

I  —  X»K  =  G, 

d  ou  K  = = . 

OM  X« 

A.U  point  C,  une  normale  se  confond  avec  l'axe.   On  doit 
donc  trourer  Y  =  -r-  pour  le  coefficient  angulaire. 

A 

I  —     \     t 


d'où  i  sr     ~^^   .. 

I  +  A* 

OC 
Pour  avoir  le  rapport  -rr^r-,  il  suffit  de  porler  celle  valeur 

de  t  dans  l'équation  (3).  Il  vient 
d'oïl  oïl  tire 


OM  ~  X«+i    • 
2o  —  Éliminons  X*  entre  les  deux  relations 

2OA  I      ,    2OG  I 

=  -TT-  et 


OM         X»  OM    "^  X*  +  !   ' 

OM         OM  —  2OC 
On  aura  — tt-t^  s=        ■  ^^ — =-, 

2OA  2OC       * 

ou  OA.  OC  =  OM  (OA  —  OC)  =  OM.  AG, 

ce  qui  démontre  les  propriétés  énoncées. 

3«  —  Supposons  d*abord    que  les  points  0  êl  B  soient 
confondus.  On  doit  avoir  OB  =  o .  Mais  on  a 

2OB  _      8X«  —  I 
OM    ~  8X«  (X«  +  0  ' 

d'où  X«  =  4". 

o 

OA  2OA 

Si  on  calcule  le  rapport   ^-,  ,  on  a  -Trry-  =  8, 

OM  OM 

d'oh  OA  ^  4OM. 

On  a  de  môme  4^  =  — 1  d'où  OC  =  -^  OM . 

OM         9  9 
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Comparant  aTec  la  valenr  de  OA, 

9 
On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Si  Von  comidère  une  infinité  de  parabole 
tangentes  à  l*origine  à  l'axe  des  j  et  telles  que  la  parabole 
cubique  passe  également  par  l'origine  et  soit  tangente  en  A,  à 
l'axe  Oz,  si  M  est  le  second  point  d'intersectiou  deOx  ei  de  la 
parabole f  le  rapport  des  distances  du  point  0  aux  points  A  e;  M 
est  constant  et  égal  à  4.  Si  G  est  le  point  d'intersection  de  Vaxe 
avec  Oxy  le  rapport  entre  Oket  OC  est  constant  et  égal  à  9. 

Supposons  maintenant  que  A  coïncide  avec  M.  On  a 

2OA  ï    ^.  ^  -i,         ï 

=  2  =  -rr-  d  OU  X*  =  —  . 


OM  X«  2 

•           ,           2OB             8X»— I  I      ^_         OM 

On  a  alors     -rrrr-  :=   ^ . — r-  =  —     OB  = 


OM  8X«  (X«  +  i)  2  4 

Demème        -_  =  .^^j-_  =  _,     00  =  ^3-. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Si  on  considère  une  infinité  de  parabolex 
tangentes  àOj  à  l'origine  et  la  parabole  cubiq^ie  tangente  à  Oi 
au  point  M  d!intefi*section  de  la  parabole  et  de  cette  droite^  le 
point  B  est  à  une  distance  de  V origine  égale  au  quart  de  la  dis- 
tance O^L;  deplVfS  OC  est  le  tiers  de  OM. 

4®  —  L'axe  est  la  parallèle  à  la  droite  Xy  —  x  =  o  menée 
par  le  point  G.  Or,  on  a 

2OG    _   OC     _         I 

OM    ■"     i*     —    I  +  X«  ' 
d'où  l'équation  de  Taxe 

Pour  calculer  le  paramètre,  abaissons  OH  perpendiculaire 
sur  Taxe.  OG  étant  une  normale,  GH  représeute  le  paramètre 
p.  On  a  doue  p«  =  OH»  —  OG». 

Mais  OH,  distance  de  l'origine  à  l'axe  est  donné  par 


0H  = 


0G  = 


p»  = 


ou  p  = 
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U, 
I 

(t  +  «)à7  (i  +  *)J- 

ML 


(i+X«) 
(i  +  X«)* 


S^  —  L'équatiou  de  l'oxe  est 


a 


^y-^  +  T+lT  =°-  (*) 

Si  la  parabole  P  passe  par  un  point  fixe  de  Ox,  a  esl    con- 
stant et  X  est  le  paramèlre  variable. 
L'équation  (1)  peut  s'écrire 

X'y  —  X*a?  +  Xy  4"  l*  —  a?  =  o. 
Il  faut  exprimer  que  cette  équation  du  troisième  degré  en 
X  a  une  racine  double.  Pour  cela  nous  rendrons  l'équation 
homogène  en  X  et  z,  en  posant  jz  =  i  et  nous  annulerons  les 
deux  dérivées  partielles  par  rapport  à  X  et  à  a. 

f(kz)  =  X'i/  —  \*;sx  +  \z*y  +  (|a  —  x)z^  =  o, 
r-k  0^)  =  3X«y  —  2>ur  +  1/  =  o, 
f,{p%)  =  3(|ji.  —  x)  +  2Xy  —  X«ic  =  o. 
Éliminant  X*  par  la  règle  connue,  on  a  le  lieu  cherché 

[9y(j*  —  ^)  +  ^y]*  =  (6y*  —  2X*)[—  2î/«  +  6x{x  —  p.)]. 
C'est  une  courbe  du  quatrième  degré.  On  peut  l'écrire 

y*(giL  —  8a?)*  =  4(3y*  —  x^){3x*  —  y'  —  3[lx).       (A) 
Les  termes  du  degré  le  plus  élevé  sont 
640;^  —  4(3}/*  —  x*)(ix*  —  y*)  =  I2Û5*  +  i2y*  +  24xy. 
Il  n'y  a  donc  pas  de  points  à  l'infini,  puisque  Ton  peut 
écrire  ce  groupe  sous  la  forme 

I2(X*  +  j/*)*. 
Ordonnons  l'équation  par  rapport  à  y*. 
i2y*  +  y*(8ia*  —  144UUC  +  6405*  —  36cc'  +  36|Aa?  —  4^5*) 

-f-  1 2X^{X  —  (l)  =  o, 

ou  en  simplifiant, 

4y*  -f-  y*(27iJi.*  +  Soc»  —  36|xa;)  +  4x^(x  —  ja)  =  o. 


Pour  que  celle  équation  en  y*  ait  ses  racines  réelles,  il 
faut  que 

U  =  (27|jl'  +  Sx*  —  36puc)'  —  64X*(x  —  ja)  >  o, 
ou 

U  =  (27V*  -+-  fji*jc*(36«+  16.27)  —  54.36.|JL«a;  —  8»uur»)  >  o 
ouU  =  (j^(27V  —  3.8.8i.iJi.«a3+3.9.8«.îJLa?*  — 8»x*)^  o 
ou  enfin  U  =  [L{g\t.  —  &r)'  >_  o. 

Pour  que  U  soit  positif,  en  supposant  |ji  supérieur  à  o,  il 

9î^ 


faut  que 


X  < 


-    8    • 
Les  valeurs  correspondantes  de  y*  sont  égales 

jc*         27{x*  .        3v3 

•^# 


y  —  3  — 


8 


\ 


J 


^ 


• 


/ 


/. 


I 


Revenons  à  Té- 
quation  de  la 
courbe  mise  sous 
la  forme  (A). 

Les  deux  droi- 
tes 3y*  —  a^  =  o 
et  l'hyperbole 
3a?'  —  V  —  3ua: 
«u  =  o  séparent  le 
plan  en  régions 
et  il  n'y  a  pas  de 
points  du  lieu 
dans  les  parties 
ombrées  de  la  fi^ 
gure  2. 

L'hyperbole3j:r* 
—  y*  —  3|J"J5  =  o 
a  son    centre  au 


point  y  =  o,  o;  =  -^     ,  ses  sommets  réels  aux  points  y  ^szOi 

dt;=oet  y  =r  G,  X  s=  ,11.  Les  asymptotes  font  un  angle  de  60^ 
avee  Taxe  des  où. 
Si  on  cherche  directement  les  points  d^itltersection  de  la 


caurbe  et  de  la  droite    Xs=. 


tx 


S 


ou  peut  remarquer  qu'ils 
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appartiennent  aux  deux  droites  3j/*  —  ce*  =  o,  et  à  l'hyper- 
bole 3x*  —  y*  —  3[Lx  =  G.  Or  on  trouve  pour  les  ordonnées 

la  même  valeur  v  =  +  - — ^ — • 

^      —        8  _ 

Les  deux  points    x  =  -^ ,  y  =  ih  h^  — \ —     sont   donc 

o  o 

deux  points  doubles,  et  comme  il  n'y  a  pas  de  points  de  la 
courbe  au  delà  de  la  droite    x  =  -^     ,  ce  sont  deux  points 

o 

de  rebroussement. 

Pour  ayoir  la  tangente  en  l'un  de  ces  points,  considérons 
les  deux  dérivées  secondes  f^i  et  f'^. 

/J  =  i6t/«  +  2j/(27{A*  -j-  8a?'  —  36,005) 

ri  =  2^(160;  —  36|4.). 
Remplaçons  dans  ces  deux  dérivées  o;  et  y  par  leurs  valeurs 

r\  devient  égal  à  -^^ 
^  2 

et  /;;     ...     -v^I^. 

Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  est ^  =  >/3. 

Comme  Torigine  est  aussi  un  point  de  rebroussement, 
la  tangente  étant  Oa;,  on  voit  que  la  courbe  présente  trois 
points  de  rebroussement  qui  sont  les  sommets  d'un  triangle 
équilatéral,  et  que  les  tangentes  en  ces  trois  points  sont  les 
hauteurs  de  ce  triangle. 

Si  X  est  compris  entre  0  et  ;a,  le  pi'oduit  des  raeines  de 
l'équation  en  1/*  est  négatif  et  l'on  n'a  que  deux  valeurs  réelles 
pour  y,  égales  et  de  signes  contraires*  Â.u  point  y  =  o  a;  =  |a, 
la  tangente  est  verticale. 

X  variant  de  \x  à-^,  on  a  pour  y  quatre  valeurs  égales 
deux  à  deux  et  de  signes  conirairesi 


'i. 


Enfin  les  points  js  =  jx,  y  =  ±  -^appartieniieiltàlaCourbd, 

2 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Petouzet,  à  Dar-le-Dué. 
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QUESTIONS  PROPOSÉES 


36.  —  On  considère  les  ellipses  E.  ayant  le  même  centre, 
leurs  axes  de  direction  fixes,  et  homothétîques  ;  par  deux 
points  fixes,  l'un  A  pris  sur  ox,  Taulre  B  pris  sur  o^,  de 
telle  façon  que  ok  =:  a,  oB  =  6,  on  fait  passer  des  cercles 
C  tangents  à  E  au  point  I.  Trouver  le  lieu  de  ce  point. 
Ce  lieu  est  une  cubique  ;  on  propose  de  la  construire  dans 
le  cas  particulier  oii  les  courbes  E  sont  des  cercles. 

(G.  L.) 

37.  —  On  considère  une  parabole  P,  et  sur  cette  courbe 
un  pointe.  Soit  N  la  normale  en  ce  point,  i^  Trouver  sur 
celte  normale  un  point  D,  tellement  choisi  que  le  cercle  S 
décrit  ileD  comme  centre  avec  DG  pour  rayon  rencontre  P 
en  deux  points  A  et  B,  en  ligne  droite  avec  D. 

2<>  Démontrer  que  la  surface  du  segment  parabolique  qui 
a  pour  corde  AB  est  constante  quand  le  point  C  se  déplace 
sur  la  courbe  P. 

3^  Équation  générale  de  la  droite  AB.  Démontrer,  au 
moyen  de  cette  équation  générale,  que  l'enveloppe  de  ces 
droites  est  une  parabole  égale  à  la  proposée. 

4**  Reconnaître  que  cotte  enveloppe  se  confond  avec  le 
lieu  des  centres  des  cercles  S.  Expliquer  cette  co'mcidence. 

3"^  Aux  cercles  S,  on  mène  des  tangentes  parallèles  à  lu 
droite  AB.  Démontrer  que  le  lieu  des  points  de  contact  est 
formé  de  deux  paraboles,  dont  l'une  est  égale  à  la  pro- 
posée quand  on  déplace  celle-ci  parallèlement  à  elle-même 
de  la  longueur  4p,  dans  la  direction  positive  de  sou  axe. 

(G,  L.) 


Le  Rédacteui*-Gérant, 
E.  VAZEILLE. 


IXPniMBRIB  CENTRALB  DES  CHEMINS  D8  VER.   —   IMPIIIIBHIB  CIIAIX.    ~ 
nCB  BEHOicRB,  S8,   PARIS.    —  SSSM-S. 
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NOTE 

relative  a  la  détermination  du  nombre  des  points 

d'intersection  de  deux  courbes 

d'ordre  quelconque,  qui  se  trouvent  à  distance  finie 

Par  M.  Chaires. 


Les  équations  de  deux  courbes  p  et  p'  étant 

(a:™,  j/")P  =  G  (af^\  j/"')P'  =  G, 
le  nombre  de  leurs  points  communs  situés  à  distance  finie 
est  pp  —  (p  —  m){p  —  m')  —  (p  —  n)(p  —  n)  —  w, 
(o  étant  le  nombre  des  points  communs  aux  deux  courbes  qui 
se  trouvent  sur  la  droite  de  l'infini,  autres  que  ceux  qui,  situés 
sur  cette  droite  et  sur  les  axes  des  coordonnées,  sont  repré- 
sentés par  les  deux  termes  (p  —  fn){p  —  m'),  (p  —  n){p'  —  n). 
Cela  résulte  de  ce  que  le  nombre  total  des  points  (réels  ou 
imaginaires)  communs  à  deux  courbes  d'ordre  p  et  p'  est  tou^ 
jours  pp*. 

En  donnant  une  première  démonstration  de  ce  théorème 
par  le  principe  de  correspondance,  j'ai  annoncé  que  le  même 
raisonnement  se  prêtait  à  une  seconde  démonstration.  C'est 
celle-ci  qui  fait  l'objet  de  la  présente  note.  Cette  démonstra- 
tion, extrêmement  simple,  repose  sur  une  seule  propriété  des 
courbes  géométriques,  savoir  :  que  le  nombre  des  tangentes, 
réelles  ou  imaginaires,  qu'on  peut  mener  par  un  point  à  une 
courbe,  est  constant,  quel  que  soit  le  point  ;  ce  qui  est  évi- 
dent, puisque  la  recherche  de  ce  nombre  est  un  problème 
déterminé. 

Théorème.  —  Le  nombre  des  points  communs  à  des  courber 
d* ordre  p  et  p'  est  pp'. 

Une  droite  IX,  tournant  autour  d'un  point  I,  rencontre  la 
première  courbe  en  p  points  a  ;  par  chacun  de  ces  points,  on 
mène  les  tangentes  de  la  seconde  courbe,  qui  (réelles  ou 
imaginaires)  sont  en  nombre  constant  q\  ce  qui  fait  pq'  tan- 
gentes ;  et  par  leurs  points  de  contact  a  on  mène  pq  droites 

journal  DR  MATH*  8PACi  I88i.  19 
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lU.  Ces  pq  droites  correspondent  à  la  droite  IX.  A  une 
droite  lU  correspondent  pp  droites  IX  ;  car  une  droite  lU 
rencontre  la  seconde  courbe  en  p  points  q^',  et  les  tangentes 
en  ces  points  coupent  la  première  courbe  en  pp  points  a, 
par  lesquels  passent  les  pp  droites  IX  correspondant  à  lU. 
Il  existe  donc  pq'  -j-pp'  droites  coïncidant  chacune  avec  une 
droite  correspondante  ID.  pq'  de  ces  droites  coïncident  avec 
les  q'  tangentes  de  la  seconde  courbe,  qu'on  peut  mener  par 
le  point  I  ;  et  les  pp'  autres  sont  les  droites  qui  passent  par 
les  points  d'intersection  des  deux  courbes.  Donc  ces  points 
d'intersection  sont  en  nombre  pp';  c.  q.  f.  d. 

Observation.  —  Au  lieu  des  tangentes  que  l'on  suppose 
menées  de  chaque  point  de  la  première  courbe  à  la  seconde, 
on  peut  se  servir  des  normales  i  le  raisonnement  et  la  con- 
clusion sont  les  mêmes.  On  dira  :  Une  droite  IX  rencoi^tre  la 
première  courbe  en  p  points  <x,  (\e  chacun  469<iuel3  on  mène 
les  i^orpaales  de  la  seconde  coiirhey  ei^  npi^lj^re  çons^^nig',  ce 
qui  faitp^'  normales  ;  par  leurs  pieds  on  mène  pç  droites  lU. 
Une  droite  lU,  menée  arbitrairement,  coupe  la  seconde 
courbe  en  p'  poin^,  et  le^  uprmales  en  ces  points  rencon- 
trent la  première  courbe  eq  p  p  points,  par  lesquels  passent 
pp  Aro^Ça  I^-  H  exista  ^ç(ac  pp  4"  M  droites  fs  qui  ccmlu- 
çideftt  chacune  avec  une  {\to\\^  correspondante  JU.  De  ces 
coïncidences,  pq'  ont  lieu  ^U^  \^^  9'  norma^^^  d^  la  seconde 
courbe  menées  par  \çi  po4ut  I.  Ce  §on(  d^s  i^lutions  étran- 
gères, et  chacune  des  pp'  autres  coïncidences^  a  lieu  quand 
une  droitff  IX  passe  pa^  \\x\  poJu^  cao^fîiun  aux  deux  courbes  : 
car  ce  point  est  le  pie4  d'u;iô  por<male  à  la  seconde  courbe. 
Le  théorème  est  donc  démontré. 

Il  serait  rare  de  trouver  un  pareil  exemple  de  l'usage  des 
tangentes  ou  des  normales,  indifféremment,  dans  une  même 
démonstration. 

On  conçoit  que  le  principe  de  correspondance  s'appliqpe 
avec  la  môme  facilité  à  la  démonstration  du  théorème  cor- 
rélatif, savoir  :  que  le  nombre  des  tangentes  communes  à 
deux  courbes  de  la  classe  nn  respectivement  est  nn\ 

Dixnonstration.  —  D'un  ppint  x  d'upe  droite  l  on  mène 
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n  tangentes  à  la  première  courbe;  puis,  de  leurs  points  de 
contact,  n  n  tangentes  à  la  deuxième  courbe,  lesquelles 
coupent  {  en  nn  points  u.  D'un  point  i^  de  I  on  mène  n 
tangentes  à  la  deuxième  courbe,  lesquelles  rencontrent  la 
première  courbe  en  nn  poii^ts ;  les  tangentes  en  ces  points 
coupent  l  en  lim  points  x.  Il  existe  donc  nn  +  w'*'^  points  x 
qui  coïncident  chacun  avec  un  point  u  correspondant  ;  n'm 
de  ces  points  coïncident  avec  les  m  points  de  la  première 
courbe  située  sur  I.  Les  nn  autres  appartiennent  à  nn'  tan- 
gentes communes  à  deux  courbes.  Donc... 

Le  même  raisonnement  convient  pour  démontrer  que 
deux  courbes  u^^u%c  admettent  (m  +  n)[m'  -}-  w')  normales 
communes;  ou  bien  que  n  (m'  -|"  ^)  tangentes  à  la  prepiière 
courbe  sont  normales  à  la  seconde. 

Je  vais  donner  quelques  exemples  de  contacts  d'ordres 
supérieurs  en  des  points  de  Tinfini,  exemple  que  l'on  ne  ren- 
contre guère  dans  les  traités  de  Géométrie  analytique,  ainsi 
que  dans  les  applications  de  la  théorie  de  Télimination, 
que  pour  des  contacts  simples* 

La  tangente  au  point  de  contact  de  deux  courbes,  supposé 
è  Tinfini,  peut  avo|r  quatre  positions  différentes  qu'il  y  a  lieu 
de  distinguer. 

Elle  serc(  un  des  axes  coordonnés,  ou  parallèle  à  l'un  de 
ces  axes,  ou  aura  une  direction  quelconque,  ou  enfin  el}e 
sera  la  droite  de  l'infini.  Ce  dernier  cas  se  subdivise,  rela- 
tivement è  la  position  du  point  de  contact,  qui  peut  être  sur 
un  axe  coordonné  ou  dans  une  direction  quelconque. 

(I)  axy^  4"  ^^y  +  ^^'  4"  ^2/*^  +  /V*  =  o 

ûx^y  4-  bxy  -j-  ^^  +  ^y'^  +  Tî/*  =  P 
faisant  pf'  —  (p  —  m)(f  —  m)  —  (p  —  n}(p  —  n7  =  N 
ici  N  ==  9  —  I  —  1=7. 

Les  deux  courbes  sont  tangentes  à  l'axe  Ox  en  son  point 
de  l'infini,  et  ont  en  ce  point  un  contact  du  troisième  ordre  ; 
donc  0)  =  3,  et  N  —  (0  =  4.  Ainsi  les  courbes  ont  quatre 
points  communs  à  distance  finie  :  deux  de  ces  points  coïn- 
cident en  0,  où  les  courbes  Bont  tangentes  à  Taxe  Oy;  les 
deux  Qutres  sont  sur  la  droite  (e  —  é)x  -\-  f —  /'  =  o. 

(I)  ay^x  +  cy^x  +  /«/•  -f  ^^*y'  +  ^'2/  +  9^y  +  ^^'  =  o 
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ay^x  +  c</'x  -)-  /y*  +  b'x*y*  +  ^  ^*!/  +  Q^V  +  '^'^^  =  o. 

N  =  i6  —  I  —  4=  II.  Les  deux  courbes  sont  tangentes 
à  Taxe  Oy  à  riufmi,  et  ont  en  ce  point  un  contact  du  troi- 
sième ordre,  ce  qui  leur  fait  trois  points  à  l'infini,  outre  celai 
qui  a  été  compté  dans  la  valeur  de  N.  Ainsi  w  =  3  et 
N  —  o)  =  8.  Les  courbes  ont  donc  huit  points  communs  à 
distance  finie.  Quatre  de  ces  points  coïncident  à  Torigine 
des  coordonnées,  oli  les  deux  courbes  ont  chacune  un  point 
double.  Les  quatre  autres  sont  déterminés  par  une  équation 
du  quatrième  degré  en  y,  qu'on  obtient  ainsi  :  des  deux 
équations  soustraites  Tune  de  Tautre,  puis  divisées  par  xy, 
on  tire  une  expression  de  x  en  fonction  de  y,  qui,  mise 
dans  une  des  équations,  donne  Téquation  finale  du  quatrième 
degré. 

(II)    ay*x  +  by*  +  et/  +  ex^y  +  fx*  +  gocy  +  hx  =  o, 
ay*x  +  t'y*  +  c'y  +  ex*y  -|-  fx^  +  gocy  +  Aa5  =  o. 

N=:  9 —  I  —  I  =7.  Les  deux  courbes  ont  un  contact 
du  second  ordre  au  point  à  Tinfini  sur  Ox;  leur    tangente 

f 
en  ce  point  eat  la  droite  y  = —;  on  a  donc  «o  =   2  et 

N  —  (I)  =  5.  Ainsi  les  courbes  ont  cinq  points  communs  à 
distance  finie.  L'un  de  ces  points  est  à  Torigine  des  coor- 
données. Les  quatre  autres  sont  déterminés  par  une  équa- 
tion finale  en  x  ou  en  y  qu'on  obtient  sans  difiiculté,  car  des 
deux  équations  proposées  on  tire  celle-ci  : 

(a  —  a)yx  +  (b  —  b')y  +  {c  —  c)  =  o, 
et  la  valeur  de  o;  ou  de  t/  tirée  de    cette  équation   et  mise 
dans  Tune  des  deux  premières  donne  une  équation  du  qua- 
trième degré. 

(ID  ax^y  +  6ae»j/*  -f-  ca?*  +  ^^'y  +  /î/'^  +  dV^  +  %^  =  o- 
ax^y  4-  bx^y^  +  ca?*  -f-  ex*y  -f-  fy^x  -\-  g  y*  -f-  h'yx  =  o. 

N=i6  —  I  —  4  =  11.  Les  courbes  ont  à  Tinfini  cha- 
cune un  point  double  sur  Taxe  Ot/,  et  un  point  simple  sur 
Taxe  Ox;  donc  N  =  i6  —  4  —  i  =11.  Mais  ce  point  sur 
l'axe  Ox  est  un  contact  du  second  ordre  dont  la  tangente  a 

pour  équation  y  = ,  ce  qui  fait  deux  points  de  plus  à 

l'infini.  Enfin,  les  deux  courbes  ont  en  outre  un  point  d'inter- 
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section  èrinfiûi  dans  la  direction  de  la  droite  j/  = ---x.  On  a 

donc  co=:2-f-ï  =  3etN  —  3=8.  Ainsi  les  deux  courbes 
ont  huit  points  communs  à  distance  finie.  Cinq  de  ces  points 
coïncident  à  Torigine  des  coordonnées  où  les  deux  courbes 
ont  chacune  un  point  double,  dont  unebranche  de  chacune 
est  tangente  à  Taxe  Ox.  Les  trois  autres  points  communs 
aux  deux  courbes  sont  déterminés  par  une  équation  finale 
en  a?  ou  en  y  du  troisième  degré.  En  effet,  des  deux  équa- 
tions proposées,  soustraites  Tune  de  l'autre,  on  tire 

(f  —  hy^  +  (9  —  9)y  +  (A  —  h')x  =  0, 
et  l'élimination  de  x  on  de  y  entre  cette   équation    et  Tune 
des  premières  conduit  à  l'équation  du  troisième  degré. 
(III)  9CC*  —  x*y^  —  xy*  —  3xy  +  y*  =  o 

gcD*  —  x^y^  +  9^'  —  ^^'2/  —  ^  8^'  +  ^9*  =  o* 
N=i6  —  2  —  2=  12.  Les  deux  courbes  ont  un  contact 
du  second  ordre  en  un  point  de  l'infini,  situé  dans  la  direc- 
tion de  la  droite  t/  =  3a?  (leur  tangente  en  ce  point  ayant 

pour  équation  y  =  3x j. 

Donc  (0  =  3  et  N  —  tù  =  g.  Ainsi  les  deux  courbes  ont 
neuf  points  communs  à  distance  finie.  Cinq  coïncident  à  l'ori- 
gine 0,  où  les  deux  courbes  ont  chacune  un  point  double, 
dont  deux  branches  ont  une  tangente  commune.  Les  quatre 
autres  points  communs  aux  deux  courbes  sont  déterminés  par 
une  équation  finale  en  x  du  quatrième  degré,  qu'on  obtient 
en  retranchant  les  deux  équations  Tune  de  l'autre,  d'où  l'on 

3x  (x  "^^  2) 
conclut  y  = —;  cette  valeur  de  y,  mise  dans  une 

X  "j"    I 

des  équations,  la  réduit  au  quatrième  degré  en  x. 

(LIT)  5x^  —  6x*y  -f-  ^y*  +  ^as*  —  ^xy  +  «/■  +  3y  =  o 

5cc'  —  6xy  -f-  y'  —  4^  —  2y  -\-  3  =  o. 

N  =  6.  Les  deux  courbes  ont  deux  points  communs  à  l'infi 
ni;  l'un,  dans  la  direction  de  la  droite  y  =:  5x,  est  un  point  d'in- 
tersection ;  et  l'autre,  dans  la  direction  de  la  droite  1/  =  ce,  est 
un  point  de  contact  du  second  ordre,  dont  la  tangente  a  pour 

équation  y  =  ce  -j ,  ce  qui  fait  quatre  points  communs  à 


—  870  — 

l'infiai  ;  donc  (i>  =  4etN  —  (i)  =  2.  Ainsi  les  deux  courbes 
ont  deux  points  communs  à  distance  finie.  On  trouve  sans 

3 
difficulté  que  ces  points  ont  pour  coordonnées  x  =  —  — , 

3^.    . 9.      _        3o 

(IV)  axY  +  bay*  +  et/»  +  cx*y  +  /bc*  +  jacy  +  Ajf  =  o 
axY  +  bxy*  +  ey»  +  cx^y  +  /'**  +tf'xï  +  *V  =  o- 

N=i6  —  4  —  I  =  II.  Ces  courbes  sont  tangentes  à  la 
droite  de  Tinfini  à  l'extrémité  de  Taxe  Oi/,  et  ont  en  ce  point 
un  contact  dij.  troisième  ordre,  ce  qui  leur  fait  trois  points 
communs,  outre  celui  qui  se  trouve  compris  dans  la  valeur 
de  N.  Ainsi  ui  =  3,  et  N  —  o)  =  8.  Les  courbes  ont  donc  huit 
points  communs  à  distance  finie.  Quatre  de  ces  points  coïn- 
cident à  l'origine  des  coordonnées  où  les  deux  courbes  ont 
chacune  un  point  double.  Les  quatre  autres  sont  déterminés 
par  une  équation  finale  du  quatrième  degré  en  x,  qui  s'ob- 
tient sans  difficulté.  Les  deux  équations  étant  soustraites 
l'une  de  l'autre,  il  en  résulte  une  équation  où  y  n'entre  qu'au 
premier  degré,  et  dont  la  valeur  mise  dans  l'une  des  deux 
proposées,  donne  l'équation  du  quatrième  degré  en  x. 

(iV')ay'ic*  +  ^1/^*  -(-  ex*  +  ^y*^  +  fy*  4"  yy^  +  f^*  =  o 

ay^x  +  byoè  +  ^^^  "f"  9  y  +  ^^  =  o* 
N=i2  —  I  —  2  =  9.  Les  deux  courbes  sont  tangentes  à 
la  droite  de  l'infini  à  l'extrémité  de  l'axe  Ox,  et  ont  ed  ce 
point  un  contact  du  troisième  ordre;  ce  qui  leur  fait  trois 
points  communs,  outre celuiquientredanslavaleurdeN  :  ainsi 
(0  =  3  etN  —  (i>  =  6.  Les  courbes  oiit  donc  six  points  com* 
muns  à  distance  finie.  Deux  de  ces  points  sont  à  l'origine  des 
coordonnées,  où  la  première  courbe  a  Un  point  double.  Les 
quatre  autres  se  peuvent  déterminer  par  une  équation  du 

quatrième  degré  en  -^,  dont  les  racines  a  exprimeront  les 

X 

directions  des  droites  y  =:  ox,  qui,  partant  de  l'origine  0, 
passent  par  les  quatre  points.  En  elFet,  la  seconde  équation 
étant  multipliée  par  x  et  soustraite  de  la  première,  on  a 

ey*x  +  /y«  +(9  —  9')xy  +  (*  —  f^')^^  —  o 


d'oïl 
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y* 

""'  f^  +  (9-9')j^+(h-h')' 


Cette  valeur  de  — ,  mise  dans  la  première  équation  divisée 
d'abord  par  x^  et  écrite  ainsi  : 

ic»    '   \   CD»     '       œ  ^  J  X    ^   \  X*   ^  ^  œ^  Jx*       ' 

y 

la  transforme  en  une  équation  du  quatrième  degré  en  «^  , 

dont  les  racines   déterminent   les  quatre  points  communs 
aux  deux  courbes. 

(V)     ax^  +  ^^*y  +  ca?j/*  +  dx*  4"  ^^U  +  /^  +  ?y  =  o 

ax^  +  bocy  +  cj/*  +  ^  +  ^  +  r  =  o 
ou  Ton  a  &•  —  ^ac  =  o. 

N  =  6.  Les  deux  courbes  ont  un  point  commun  à  Tinfini, 

dans  la  direction  de  la  droite    w  = x  ;    elles    sont 

^  2C 

tangentes  en  ce  point  de  la  droite  de  Tinfini,  et  ont  entre 
elles  un  contact  du  troisième  ordre.  Donc  w  =  4  et  N  —  o) 
=  2.  Â.insi  les  courbels  ont  deux  points  communs  à  distance 
finie.  Ety  en  effet,  ces  points  sont   accu&és  par  Téquatioti 
(f  —  f)x  +  yj/  =  o,  qu'on  tire  des  deux  proposées. 
(V)     ce'  4"  ^^*î/  +  ^'  -=-  03*  —  4xy  —  2X  —  3j/  =  ô 
ce*  +  2x'j/  +  ^*  —  ^*  —  4^  —  3a;  —   y  =  o. 
N  =  9  —  1=8.  Ces  deux  courbes  sont  tangentes,  à  la 
droite  de  Tinfini,  au  point  situé  dans  la  direction  y  =  x,  et 
ont  en  ce  point  un  contact  du  troisième  ordre.  En  outre,  elles 
sont  tangentes  à  Taxe  Oy  au  point  de  l'infini  ;  on  a  donc 
a>  =  4-f-  I  =:5etN  =  8  —  5  =  3.  Ainsi  les  deux  courbes 
ont  trois  points  communs  à  distance  finie.  L'un  de  ces  points 
est  à  l'origine  des  coordonnées,  les  deux  autres  sont  sur  la 
droite  2y  —  Sx  =  0. 

Observation.  —  On  facilite  les  calculs  relatifs  à  ded  con- 
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tacts  d'ordre  supérieur  en  des  points  de  l'infini,  en  les 
ramenant  à  des  contacts  de  même  ordre  à  des  distances  finies, 
par  une  transformation  homographique.  Les  formules  les 
plus  simples  sont  celles-ci  : 

I  x' 

I  y' 

et  u;  =  ^,    y  =  ^ 

par  lesquelles  la  droite  de  l'infini  devient  un  des  axes  coor- 
donnés. 


ETUDE  SUR  LES  COORDONNEES  TRILINEAIRES 

ET  LEURS  APPLICATIONS 
Par  M.  E,  li.  Boqael. 

(Suite,  voir  p.  181.) 


APPLICATIONS 

Avant  de  continuer  l'étude  générale  du  système  trili- 
néaire,  et  pour  en  faire  mieux  saisir  l'utilité,  nous  en  ferons 
immédiatement  quelques  applications  choisies  parmi  celles 
qui  n'exigent  que  la  connaissance  de  la  ligne  droite.  Ces 
applications,  d'ailleurs  très  simples^  familiariseront  le  lec- 
teur avec  l'emploi  des  coordonnées  trilinéaires,  et  lui  ren- 
dront, par  conséquent,  plus  facile  l'intelligence  des  théories 
qui  viendront  par  la  suite. 

Polaire  <fun  point  donné  par  rapport  à  un  système  de 
deux  droites.  —  Proposons-nous  de  résoudre  le  problème 
sous  la  forme  suivante  :  Si  par  un  point  P  pris  datis  le  plan 
d'un  angle  xOy  on  mène  une  sécante  fixe  PBA  et  une  sécante 
mobile  PB'A',  les  diagonales  BA'  et  B'Â  du  quadrilatère  ABB'A' 
ainsi  formé  se  coupent  en  un  point  M  dont  on  demande  le  lieu 
quand  la  sécante  mobile  tourne  autour  du  point  P. 

Nous  prendrons  pour  triangle  de  référence  le  triangle 
fixe  OAB;  soient  a  =  o,  p  =  o,  y  :=  o  les  équations  respec- 
tives de  ses  côtés  OA»  OB  et  AB« 
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Le  point  fixe  P  sera  regardé  comme  défini  par  Tintersec- 
tion  des  deux  droites  fixes  Â.BP  et  OP.  La  première  a  pour 
équation  y  =  o  ;  la  seconde,  qui  passe  par  le  sommet  0  du 
triangle  de  référence,  a  une  équation  de  la  forme  a  =  Xp; 
les  coordonnées  du  point  P  satisfont  donc  à  la  fois  à  ces 
deux  équations. 

La  sécante  mobile  PB'A'  a  une  équation  de  la  forme 
générale  mu  -\-  n^  -{-  py  =  o.  (1) 

Elle  passe  par  le  point  P  :  donc  son  équation  doit  être 
vérifiée  quand  on  y  remplace  à  la  fois  y  par  o,  et  a  parXp; 
on  aura  identiquement 

wiAp  +  ^P  =  o  ; 
d'où  fi  =  —  mX. 

L'équation  (1)  devient  y  en  tenant  compte  de  cette  condition. 

m(a  —  Xf>)  +  i^Y  =  o  (2) 

que  Ton  peut,  d'ailleurs,  poser  directement  comme   droite 
passant  par  le  point  de  rencontre  de  deux  droites  données. 

Les  coordonnées  des  points  B'  et  A'  oii  cette  droite  coupe 
les  côtés  OA  et  OB  du  triangle  de  référence,  satisfontrespec- 
tivement  aux  équations 

/  ma  +  PY  =  o  )py  —  m  xp  =  o 

Les  droites  BA'  et  B'A  qui  passent  chacune  par  un  sommet 
du  triangle  de  référence  ont  des  équations  de  la  forme 

(BA')  p  =  Ay,  (AB)  y  ==  h%. 

La  première  passant  en  A',  son  équation  doit  être  rendue 
identique  par  les  coordonnées  de  ce  point  A'  ;  donc 

p  —  mliX  =  o, 

P 
ce  qui  donne  :  k  =  — ^. 

La  seconde  doit  Tètre  par  les  coordonnées  du  point  B'  ;  de 
là  m'\-ph  =  o, 

d'où  h  =  —  —. 

P 
Les  équations  de  BA'  et  de  AB'  sont  donc  respectivement  : 

ou  mXp  =  |)y,  (3) 

JOURNAL  DB  MATH*  8PiC.  1882.  12- 


et  Y  :??  —  —  a 

OU  py  3BH  — »  fUft.  (4) 

Entre  (â)  et  (4)  éliminant  le  paramètre  variable  — ,  on 
aura  l'équation  du  lieu. 

n  vient  ainsi  ■  ^   =  i , 

on  it  +  xp  =  Q,  (K) 

L'équation  (S)  représente  une  droite  passant  par  le  sommetO 
du  triangle  de  référence  ;  elle  ne  dépend  pas  de  y  ;  elle  reste 
donc  la  même  quelle  que  soit  la  sécante  fixe  PBA,  et  comme 
le  paramètre  X  ne  dépend  que  de  la  direction  de  OP,  et  nulle- 
ment de  la  position  du  point  P  sur  cette  direction,  le  lieu 
reste  le  même  quand  le  point  P  se  meut  sur  OP. 

RiiURQUB.  —  Les  droites  OA,  OB,  OM  et  OP  dont  les  équa- 
tions sont  respectivement  a=so,p  =  o,  a  4-^=0,  x-^-^ 
cp  Oy  prennent  par  la  transformation  en  coordonnées  carté- 
siennes, et  quels  que  soient  les  paramètres  de  référence,  les 
formes 

P  =  0,  Q  =  G,  P  +  *Q  =  0,  P  —  AQ  =  o, 
où  P  et  Q  sont  des  fonctions  linéaires  en  x  et  y. 

Or  on  sait  que  ces  équations  sont  celles  des  rayons  d'un 
faisceau  harmonique.  La  droite  OM  est  dono  bien  le  lieu 
du  conjugué  harmonique  du  point  P  par  rapport  au  seg- 
ment A'B';  c'est-à-dire  la  polaire  de  ce  point  P  par  rapport  à 
l'angle  yOœ. 

n  n'est,  d'ailleurs,  pas  indispensable  de  passer  par  l'inter- 
médiaire du  retour  aux  coordonnées  cartésiennes  pour  recon- 
naître que  les  quatre  droites  x  =  o,  p  =  o,  a  +  ^?  =  o, 
«  -^  X^  s=  o  forment  un  faisceau  harmonique;  il  suffit  de  se 
rappeler  que,  pour  un  point  quelconque  du  plan,  les  coor- 
données a  et  p  sont,  à  un  facteur  près,  les  distances  de  ce 
point  aux  axes  de  référence  représentés  par  a  =  o  et  ^  =  o. 

Plus  généralement,  on  reconnaît,  par  le  même  raisonne- 
ment, que  le  rapport  enharmonique  du  faisceau  des  quatre 

droites  a  =s  o,  p  =  o,  a  -f-  Xp  =  o,  a  -^  |xp  =  o  est  — . 


Soient,  en  effet,  OA  et  OB  les  deux  droites  a  =  o,  jB  =  o, 
et  OC,  OD  les  deux  droites  a  +  XS  =  o,  «  +  jxp  =  o.  Menons 
les  perpendiculaires  MH  et  MK 
d'un  point  M  de  00  sur  OA  et 
sur  OB. 

On  aura 

MH        sin  AOC 


MK        sin  BOC 


Mais 


MH  =  4-et  MK  =  i-. 
t  m 

l  et  m  étant  les  paramètres  de  référence  correspondant  eux 
axes  OA  et  OB  ; 

sin  AOC        a       m 

T 


donc 


sin  BOC  "■  p  ' 
Mais,  à  cause  de  Téquation  de  la  droite  OC,  à  laquelle 

appartient  le  point  M>  on  a  —  =  «-*  X. 

Delà  sin  AOC  m 

sin  BOC  / 


On    trouverait  do  même 


sin  AOD 


Donc 


sin  BOD 
sin  AOC      sin  AOD 


u 


m 
T' 


2^ 


sin  BOC  '  sin  BOD  "" 
Mais  ou  sait  que  le  quotient 

sin  AOC  ,  sin  AOD 
sin  BOC  '  sin  BOD 
est  le  rapport  anharmonique  du  faisceau  des  quatre  droites 
(rapport  anharmonique  des  quatre  points  que  ces  droites 
déterminent  sur  une  transversale  quelconque);  ce  rapport 

est  donc  égal  à  —  ,  c.  q.  F.  d. 

Théorème.  —  Quand  deux  faisceaux  de  quatre  droites  OA, 
OB,  OC,  OD,  et  O'A',  O'B',  O'CS  O'D',  ont  un  rapport  anhar- 
manique  égal  et  un  rayon  homologue  commwh  00'  les  trois  points 
d'intersection  b,  c,  d,  des  autres  rayons  homologues  pris  deux 
à  deux  sont  en  ligne  divite. 
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Nous  prendrons  pour  triangle  de  référence  le  triangle  OO'B 
formé  par  le  rayon  homologue  commun  00\  et  deux  autres 

rayons      homologues 
OB  et  OB'.  Soient  res- 
pectivement  a  =:  0, 
p  =  o,  Y  =  o  les  équa- 
tions do  00',  de  OB 
et  de  O'B'. 
Les  rayons  OC  et  OD 
^'    ont  des  équations  de 
la  forme  a+  ^P  ==  o, 
OL  -j.  X'p=  o,  et  le 
rapport     anharmoni- 
que      du        faisceau 


V 


(0,  ABGD)  c  pour  valeur 

De  même  les  rayons  O'C  et  O'U  ont  des  équations  de  la 
forme  a  +  î^y  =  o,  a  -{-  i^y  =  o,   le  rapport  anharmonique 

du  faisceau  (0',  A'B'G'D')  ayant  pour  valeur  — ?  .    Une  droite 

issue  du  sommet  b  du  triangle  de  référence  est  de  la  forme 
p  -}-  fcy  =  G. 

Si  cotte  droite  passe  par  le  point  c,  intersection  des  droites 
OC  et  O'C,  son  équation  est  vérifiée  quand  on  y  fait  à  la 
fois  a-f-^  =  oeta+}jLy=-o.   On   aura   donc   identique- 


ment 
d'oîi 


I     ,     k 


et 


A-  -—il 
A--__. 


o. 


L'cqualion  de  be  est  donc  p  —  V  Y  " 

A 

On  trouverait  de  môme  que  Tcquation  de  bd  est 


(1) 


u. 


P  —  Y  r  =  o. 


(2) 


Mais  los  rapports  auharmoniques  (0,  ÂBGD)  et  (0',  A'B'C' 
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D)  étant  égaux,  par  hypothèse,  on  ea  conclut 

X 


X' 


u. 


u 


ou 


(3) 


Donc  les  droites  (1)  et  (2)  se  confondent;  les  trois  points 
bf  c,  d  sont  donc  en  ligne  droite. 

Théorème  (corrélatif  du  précédent).  —  Si  deux  systèmes 
de  quatre  points  en  ligne  droite  ont  un  rapport  anhaimonique 
égal  et  un  point  homologue  commun,  les  trois  droites  qui  joignent 
les  autres  points  homologuées  pris  deux  à  deux  concourent  en  un 
même  point.  —  Celte  proposition  se  démontrerait  aisément 
par  Tabsurde,  comme  conséquence  de  la  précédente;  mais 
ce  mode  de  raisonnement  ne  remplirait  pas  notre  but,  et 
nous  préférons  établir  directement  le  théorème,  ce  qui  est 
d'ailleurs  très  facile,  et  ce  qui  fournira  en  mémo  temps  un 
nouvel  exemple  dos  avantages  que  présente  l'emploi  des 
coordonnées  trilinéaires  pour  Tétude  des  propriétés  descrip- 
tives des  figures  et  la  traduction  analytique  des  théorèmes 
do  la  géométrie  pure. 

Les  deux  systèmes  donnés  ayant  un  point  homologue 
commun,  soit  (A,A') 
ce  point;  ABGD étant 
le  premier  système, 
et  A'B'G'D' le  second, 
supposons  les  deux 
rapports  anharmo- 
niques  (ABGD), 
(A'BCD')égaux.Joi- 
gnons  deux  à  doux 
les  points  homolo- 
gues B,B'  etC,G';  les  droites  de  jonction  se  rencontreront  en 
un  point  0  ;  et  considérons  encore  la  droite  OA  qui  unit  ce 
point  0  au  point  homologue  commun  (A,  A'). 

Prenons  pour  triangle  de  référence  le  triangle  OAB,  et 
soient  a  =  o,  p  =  o,  y  =  o  les  équations  de  ses  côtés  OA. 
OB  et  AB.  Joignons  séparément  OD  et  OD'. 
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Les  quatre  droites  formant  le  faisceau  (0,CD)  ont  pour 
équations  : 

(OA)  a  =  o,  (OB)  p  =  o,  (OC)  a  +  ^?  =  o,  (OD)  a  +  V?  =  0, 
et  le  rapport  enharmonique  (O.ABCD),  qui  est  d'ailleurs  celui 

des  quatre  points  A,  B,  C,  D,  a  pour  valeur  -p  . 

Les  quatre  droites  formant  le  faisceau  (OjA'B'GT)')  ont  de 
même  pour  équations  : 

(OA')  a  =  o,(0B')  p  =  o,  (OC)  a  +  >p  =  o,  (OD')  a  +  a?  =0 
et  le  rapport  enharmonique  (0,A'B'C'D'),  qui  est  d'ailleurs 

celui  des  quatre  points  A',B',C',D',  a  pour  valeur — • 

Par  hypothèse  les  deux  rapports  enharmoniques  (ABCD)^ 

(A'B'C'D')  étant  égaux,  on  a  tt-  =  —  ;  donc  X  =  [x. 

La  droite  a  +  ap  =  o  est  donc  la  même  que  la  droite 
a  -|-  X'p  =  o,  c'est-à-dire  que  OD  et  OD'  se  confondent  ;  la 
droite  DD'  qui  joint  les  deux  derniers  points  homologues 
passe  donc  par  le  point  0,  comme  les  deux  autres  miroites 
analogues  BB'  et  GC;  c.  q.  f.  d. 

HiMAïQinE.  —  Il  faut  observer  que  cette  démonstration  et 
le  théorème  qu'elle  établit  signifient  précisément  que,  si  l'on 
coupe  un  faisceau  de  quatre  droites  par  une  sécante  quel- 
conque, le  rapport  enharmonique  des  quatre  points  d'inter* 
section  de  cette  sécante  avec  les  rayons  du  faisceau  est 
indépendant  de  la  position  de  la  sécante.  Il  ne  faudrait  pas 
croire  néanmoins  qu'il  y  a  là  un  cercle  vicieux;  car  la 

démonstration  qui  prouve  que  —  exprime  le  rapport  anhar^ 

monique  du  faisceau  des  quatre  droites 

a  =  o,  p  =  o,  a  -f-  ^P  =  o,  a  +  Î^P  ==  o 
no  suppose  pas  du  tout  que  l'on  connaisse  le  théorème  dont 
nous  venons  de  parler;  elle  peut  ne  s'appuyer  que  sur  la 
définition  du  rapport  enharmonique  d'un  faisceau  de  quatre 
droites  au  moyen  de  ses  angles,  définition  que  nous  avons 
toujours  le  droit  d'adopter  à  piiori. 
Quoi  qu'il  en  soit,  c'est-à-dire  quelque  point  de  départ  que 
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Ton  adoptO)  on  voit  que  toutes  ces  propriétés  géométriques 
intéressantes,  qui  découlent  de  la  considération  du  rapport 
anharmoniquO;  sont  indissolublement  liées  les  unes  aux 
autres,  et  rien  n'est  plus  propre  à  montrer  leur  étroite  liaison 
que  le  nouvel  instrument  analytique  fourni  par  l'emploi  des 
coordonnées  trilinéaires,  puisque  ces  coordonnées  laissent 

précisément  le  rapport  anliarmonique  —  en  pleine  évidence 

dans  les  équations. 

Autres  applications,  —  Eu  coordonnées  reclilignes,  on 
prend  souvent  des  axes  de  coordonnées  entièrement  indé- 
pendants des  éléments  de  la  figure  qu'on  étudie,  et  môme 
on  représente,  dans  un  grand  nombre  de  questions,  les 
droites  de  la  figure  par  des  équations  réduites  à  un  simple 
symbole  ;  c'est  ainsi  que  P  =  o,  par  exemple,  représente 
souvent,  pour  abréger,  une  équation  générale  telle  que 
Aoî  +  Bj/  +  G  =  o.  Il  est  des  cas,  d'ailleurs  assez  fréquents, 
dans  lesquels  il  y  a  avantage  à  faire  de  même  en  coordon- 
nées trilinéaires,  c'est-à-dire  à  laisser  le  triangle  de  réfé- 
rence indépendant  des  éléments  de  la  figure,  et  à  employer 
des  équations  symboliques.  Ainsi,  l'équation  d'une  droite 
du  plan,  par  rapport  à  un  triangle  de  référence  donné  quel- 
conque, étant  de  la  forme  générale  wa  +  ^P  +  PY  =  o>  nous 
représenterons  souvent,  pour  abréger,  son  premier  membre 
par  une  seule  lettre  a,  et  nous  raisonnerons  sur  de  simples 
symboles  do  cette  nature. 

Pour  mettre  complètement  en  lumière  cette  manière  4'o- 
pérer,  prenons  comme  exemple  l'intéressant  théorème  de 
Desargues  sur  les  triangles  homologiques. 

Théorème  de  Desargues  (sur  les  tmaivolss  homolo- 
giques). — «  Quand  deux  triangles  ont  leurs  sommets  situés  deux 
à  deux  sur  trois  droites  concourantes^  les  points  dlintersecHon 
des  côtés  pris  deux  à  deux  sont  en  ligne  droite. 

Soient  OA,  OB,  OG  les  trois  droites  concourantes,  et  ABC, 
A'B'C,  les  deux  triangles  considérés.  Le  triangle  de  réfé- 
rence restant  quelconque,  soient  a  =  o,  6  =  o  les  équations 
respectives  de  OA  et  do  OB,  et  de  môme  p  =  o,  g  =:  o  celles 
de  AB  et  do  A'B'. 
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L'iqaation  de  la  droite  AC,  qai  passe  par  le  point  de  ren- 
contre  ▲  des 
^'  deux     droites 

OA  et  AB  est 
de  la  forme 
p+Xa=o.  (1) 
Celle  de  la 
droite  BC,  qui 
passe  par  le 
point  B,  ren- 
contre de  OB 
aYec  AB,  est  de 
même 
p+|i6=o.  (2) 

On  peut  de 
même    repré- 
senter les  droi- 
tes A'C  et  B'C  par  les  équations  de  la  forme 

q^Xa  =  o    (3)         ç  +  ji'6  =  o.  (4) 

La  droite  OG  passant  par  le  point  G,  intersection  des 
deux  droites  (I)  et  (2),  son  équation  est  de  la  forme 

p  -f-  Xa  +  fc  (p  +  ijl6)  =  o. 

Gomme  elle  passe  aussi  par  le  point  0,  intersection  des 
deux  droites  a  =  o  et  6  =  o,  cette  équation  doit  être  yéri- 
fiée  quand  on  y  fait  à  la  fois  a  =  o  et  6  =  o,  ce  qui  donne 
p  (i  -{-  ^O  =  o,  d'oïl  k  =  —  I . 

L*équalion  de  OC  est  donc,  en  définitive, 

Xa  —  jiA  =  o  (5) 

que  Ton  aurait  pu  trouver  immédiatement  en  combinant  par 
voie  de  soustraction  les  deux  équations  (1)  et  (2). 

Do  même,  en  retranchant  (4)  de  (3)  on  trouve 

Xa  —  fA'6  =  o  (6) 

qui  représente  la  droite  O'C. 

Puisque,  par  hypothèse,  les  points  G  et  G'  sont  en  ligne 
droite  avec  le  point  0,  (S)  et  (h)  doivent  représenter  la  même 

droite.  On  est  donc  conduit  à  la  condition  —r  =  A-» 

A  U 
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Multiplions  (1)  par  X',  (3)  par  X,  et  retranchons  les  résul- 
tats ;  il  vient  Xp  —  Xq  =  o,  (7) 

Cette  équation  représente  une  droite  passant  au  point  de 
rencontre  P'  de  AG  avec  A'C,  en  raison  même  de  l'opération 
de  calcul  qui  l'a  fournie;  cette  droite  passe  d'ailleurs  au 
point  de  rencontre  P'  de  AB  (p  =  o)  avec  A'B'  {q  =  o), 
puisque  son  équation  est  rendue  identique  par  les  hypothèses 
simultanées  p  =  o  et  9  =  o  ;  (7)  est  donc  l'équation  de  la 
droite  P'  F. 

On  reconnaît  de  môme  que  la  droite  PP'  a  pour  équation 

jx'p  —  |xqf  =  o.  (8) 

Mais  puisque  —  =  —,  les  équations  (7)  et  (8;  n'en  font 

A  M» 

qu'une  seule  ;  les  droites  qu'elles  représentent  sont  confon- 
dues, et  par  suite  les  trois  points  P,  F,  P'  sont  en  ligne 
droite  ;  c.  q.  f.  n. 

—  Il  faut  observer  que  les  raisonnements  précédents  sont 
complètement  applicables  aux  coordonnées  rectilignes,  en 
employant  les  équations  sous  la  forme  symbolique  ;  mais  il 
n'y  a  là  rien  que  de  bien  naturel;  car  interpréter  la  démon- 
stration dans  le  système  des  coordonnées  rectilignes,  c'est 
en  réalité  faire  usage  des  coordonnées  trilinéaires  en  dégui- 
sant l'emploi  de  celles-ci  d'une  manière  plus  ou  moins  ingé- 
nieuse ;  aussi  pensons-nous  qu'il  y  a  lieu  de  proscrire  cette 
façon  de  s'exprimer,  qui  n'est  pas  naturelle,  et  de  restituer 
aux  coordonnées  trilinéaires  ce  qui  est  réellement  de  leur 
domaine  propre. 

Théorème  (régiproqus  ou  précédent).  —  Quand  les  côtés 
de  deux  triangles  se  coupent  de  deux  à  deux  en  trois  points  situés 
en  ligne  droite^  leurs  sommets  sont  situés  deux  à  deux  sur  trois 
droites  concourantes,  —  La  démonstration  que  nous  venons 
de  donner  pour  le  premier  théorème  offre  encore  un  exemple 
de  la  simplicité  introduite  dans  les  calculs  par  l'emploi  des 
coordonnées  trilinéaires  ;  en  effet,  il  suffit  de  renverser  la 
conclusion  pour  obtenir  le  théorème  réciproque.  Les  équa- 
tions des  droites  OG  et  OC  étant,  comme  nous  l'avons  établi, 
(OC)  Xa  —  |a6  =  0,         (OC)  Xa  —  {x6'  =  o, 
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et  celles  des  droites  PT'  et  PP'  étant  de  même 

(PT)  Xp  -  Xç  =  o,  (PP'')  fx'p  -  jxg  =  o, 

l'hypothèse  est  ici  que  les  trois  points  P,  P',  P*  sont  en 
ligne  droite,  et,  par  conséquent,  que  les  deux  droites  P'F  et 
PP'  se  confondent  ;  on  a  donc 

X'  u! 

d'où  il  résulte  que  les  équations  de  OG  et  de  OC  sont 
identiques  ;  ce  qui  montre  que  ces  deux  dernières  droites  se 
confondent,  et,  par  suite,  que  la  droite  qui  joint  les  deux 
derniers  sommets  G  et  G'  passe  par  le  point  0,  où  se  ren- 
contrent les  droites  qui  joignent  les  deux  autres  couples  de 
sommets,  AA'  et  BB\ 

^  On  i^éhse  qtië  les  à^ixx  théorèmes  précédents  ont  été 
énoncés  pbur  la  première  fois  par  Desargues  ;  ce  sont  eux 
que  Poticelet  H  pris  pour  base  de  sa  théorie  des  figures 
homologiques.  —  Deux  pareils  triangles  sont,  en  elTet, 
homologiqueSf  ainsi  que  nous  l'expliquerons  plus  loin  ;  le 
point  0  et  la  droite  PFP'  sent  le  centre  et  Vaxe  d'howiologie. 

—  Pour  donner  une  dernière  application  des  formules 
relatives  &  la  ligne  droite,  nous  démontrerons  encore  le  théo> 
rème  suivant,  très  connu  en  géométrie:  Chaque  diagonale  (f  un 
quadrilatère  complet  est  divisée  harmoniquement  par  les  deux 
autres. 

Nous  prendrons  ici,  pour  plus  de  âîmplicité,  un  triangle 
de  référence  particulier  ;  ce  sera  le  triangle  OAC  formé  par 
deux  côtés  adjacents  OA  et  OG  du  quadrilatère  considéré 
et  par  une  de  ses  diagonales  AG  ;  soient  oi  =  0|  ^  =  o, 
Y  as  o»  lés  équations  respectives  des  axes  de  référence  OB, 
OU  et  kQi 

La  diagonale  BD  a  une  équation  de  la  forme 

m*  +  •^P  +  Pï  =  o- 
La  droite  OO  passant  par  le  sommet  0  du  triangle  de 

référenee  a  une  équation  telle  que  a  -f-  fc^  =  o. 

Les  coordonnées  du  point  O,  intersection  de  AG  (y  s=  o) 
avec  BD,  satisfont  à  la  condition  thot  -j-  np  =  o. 

Ge  point  étant  sur  là  droite  OG,  l'équation  de  celle-ci  doit 
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être  vérifiée  par 

les  coordonnées  du  point  G;  on  a  donc 

•+*(--^'")=° 

c'est-à-dire 

•(■-*t)=»- 

On  en  déduit 

k    ^ 

m 

L'équation  de  OG  est  donc 

ma  -f-  np  =  o. 

De  même,  les  droites  AD  et  BG  ont  relativement  pour 
équations  i»a  -j-  Pï  =  o  et  n^  -|"  Pï  =  o- 

Si  on  retranche  ces  équations  membre  à  membre,  il  vient 

ma  —  np  =  o 
qui  représente  une  droite  passant  en  0  (a  =  o,  p  =  o)  et  au 
point  K  d'intersection  des  droites  AD  et  BG. 

G'est  donc  l'équation  do  OH. 

Les  quatre  droites  OA,  OG,  OG  et  OH  ont  donc  pour  équa- 
tions respectives 

a=:o,         P  =  o,        ma-j-w?  =  o,         ma — np  =  o. 

Sur  lesquelles  on  reconnaît  la  forme  du  faisceau  harmo- 
nique ;  car  ( —  i  '—)'( — )=  —  i  ;  la  transversale GDHB 
est  donc  divisée  harmoniquement  par  ce  faisceau  ;  c.  q.  f.  d. 


QUESTION  10 

Solution  par  M.  Finat,  du  Lycée  de  MouHds. 


Soit  AB  iine  corde  dans  une  parabole^  G  le  milieu  de  AB. 
On  projette  le  point  G  en  G'  sur  Vaxe^  et  on  mène  par  ce 
point  G  une  perpendiculaire  à  Afi  qui  rencontre  Paxe  au 
point  D.  Démontrer  çue,  quel  que  soit  AB,  CD  est  eonstûmment 
égal  à  p.  Déduire  de  ce  théorème  une  solution  du  problime  qui 
consisle  à  trouver  le  sommet  d^une  parabole  eonnaiismné  deux 
points  el  taxe  de  la  courbe. 

Déduire  aussi  de  la  pivpriété  précédente  ce  ihéorèthe  connu 
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que  les  normales  ketB  coupent  l'axe  en  des  points  équidistanU 
du  point  D.  (G.  L.) 

I.  —  Je  transporte  le  triangle  CCD  en  G|G\Di,  CG^  étant 
un  diamètre  de  la  parabole.  Le  théorème  connu  sur  la  sous- 
normale  donne  G'D  ==  C\  D^  =  p. 


IL    Première    Solution.   —  On  a  a:  = 


m' 


2C'D 


La  distance  de  P  au  sommet  s'obtiendra  par  une  troisième 
proportionnelle. 

Deuxième  Solution.  —  Le  coefficient  angulaire  de  la  tan- 
gente en  B  est  -—>  ;  d'oU  la  construction. 

ïSr 
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On  prend  PI  =  CD  ;  on  mène  BI  et  la  perpendiculaire  MB 
qui  coupe  Taxe  en  M.  Le  milieu  S  du  segment  MP  est  le 
sommet  de  la  parabole. 

IIÏ.  —  On  a        KR  =  CD  =  TL  =  p. 

On  en  déduit  en  retranchant  les  parties  communes 

RC  =  KD       G  T  =  DL. 

Or  RC  =  CT  comme  projection  sur  le  même  axe  de  seg- 
ments égaux  de  la  droite  AB. 

Donc  KD  =  DL. 

Nota.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Cortier,  à  Angoulême  ; 
Renaud,  à  Bordeaux  ;  Grifron,  à  Montpellier  ;  Thomas,  à  Bar-le-Duc;  Mettelal, 
à  Besançon  ;  Lapareillé,  lycée  Henri  IV;  Bonieux,  collège  RoUin. 


ECOLE  CENTRALE 


CONCOURS  DE  1882.  —  SECONDE  SESSION 
Géométrie  analytique. 

On  donne  dans  un  plan  deux  axes  de  coordonnées  rectan- 
gulaires, Occ,  Ot/,  et  deux  points  H  et  H',  le  premier  défini 
par  ses  coordonnées  a  et  6,  et  le  second  symétrique  du  pre- 
mier par  rapport  au  point  0.  Par  ce  dernier  point  0  on  mène 
une  droite  indéfinie  DOE,  formant  avec  Taxe  Ox  un  angle 
DOa;  =  6  ;  on  projette  les  points  H  et  H'  sur  cette  droite  en 
A,  h\  On  projette  le  point  h  en  u  sur  l'axe  Occ,  sur  le  point  u 
en  Ui  sur  la  droite  DOE  ;  on  projette  le  point  h  en  v  sur  Taxe 
Oy,  et  le  point  v  en  v^  sur  la  droite  DOE  ;  toutes  ces  projec- 
tions sont  orthogonales.  Enfin,  sur  la  longueur  u^  v^  comme 
hypothénuse,  on  construit  un  triangle  rectangle  u^  v^  S,  en 
menant  u^  S  parallèle  à  Oxy  et  t^i  S  parallèle  à  Oy.  Gela 
posé,  on  demande  : 

1®  De  trouver  les  coordonnées  du  point  S,  en  fonction  des 
trois  constantes  a,  6,  6  ; 

^  D'écrire  l'équation  d'une  parabole  ayant  le  point  S  pour 
sommet  et  la  droite  DOE  pour  directrice  ; 

3®   De  démontrer  que  le  lieu  des  foyers  de  toutes  les 
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paraboles,  en  faisant  varier  Tangle  6,  3e  compose  d'un  sys- 
tème de  deux  circonférences  de  cercle  ; 

4^  De  démontrer  que  toutes  ces  paraboles  sont  tangentes 
aux  axes  de  coordonnées  ; 

8^  De  démontrer  que  les  cordes  de  leurs  contacts  avec  ces 
axes  se  croisent  en  un  même  point. 

Trigononiétfl*. 

Soient  a  =  4546,723 

b  =  5678,304 

c  =  6246,549 
les  trois  côtés  d'uu  triangle  ;  calculer  les  angles  et  la  sur- 
face. 

Épixre. 

Intersection  de  deux  cônes. —  Les  cônes,  dont  les  sommets 
(«,  «'),  (/,  t')  ont  respectivement  pour  côtés  o",o5o  et  o",o8o, 
touchent  suivant  dçux  géi^érat^cçs  verticales,  distantes  de 
o%070,  un  même  plan  de  front,  dont  Téloignement  égale 
o™,o35.  Les  sections  de  ces  cônes  par  un  plan  horizontal  à  la 
cote  o'',090  sont  deux  cer^^lçs  égaux  (y,  y ),  (yi,  Yi)  dont  les 
Myensi  ont  0^,049  de  longueur. 

On  dematiide  de  OQnstruire  les  projections  4u  eorps  con- 
stitué par  la  partie  du  cône  de  aammet  («1,  s)  qui|  placée  de 
part  et  d'autre  de  ee  sommet,  et  à  Textèrieur  de  l'autre  eèae, 
le  trouve  comprise  eptre  :  i"*  un  plan  de  front,  dont  l'éloi- 
gnement  est  de  o'^yoao  ;  i^  un  plan  horizontal,  à  }a  cote  de 
o%23o,  et  d^  le  plan  horizontal  de  projection. 

On  indiquera  à  l'encre  rouge  les  couetrùctions  employées 
pour  déterminer  un  point  de  la  courbe  commune  aux  oônes 
et  la  tangente  en  oe  point. 

On  placera  la  droite  ss'  à  égale  distance  des  grands  eôtés 
du  cadre,  et  la  ligne  ôe  terre  à  o'",i7o  du  petit  côté  înté- 
Fieur. 
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QUESTIONS  PROPOSEES 


38.  —  On  considère  une  ellipse  E,  rapportée  à  ^os  axes 

X*    .    y* 

par  les  sommets  on  fait  passer  une  infinité  de  coniques  S,  et 
l'on  imagine  une  tangente  commune  à  B  et  à  S.  Le  point  de 
contact  de  cette  droite  avec  8  décrit  un  lieu  géométrique  ; 
on  construira  ce  lieu,  qui  est  une  courbe  du  quatrième  degré, 
et  Ton  indiquera  les  points  qui  proviennent  d'une  ellipse  S 
ou  d'une  hyperbole  S.  (G.  LA 

39*  —  On  considère  une  hyperbole  H  ayant  pour  asymp- 
totes les  droites  Ox^  Oy;  soit  M  un  point  de  cette  courbe  ; 
par  M  on  mène  une  droite  parallèle  à  Oo:,  qui  rencontre  Oy 
en  un  point  P.  Soit  Q  le  symétrique  de  P  par  rapport  à  M  ; 
par  le  point  Q,  on  mène  à  Oy  une  parallèle  qui  rencontre  H 
en  II;  enfin,  pi^r  R,  on  trace  une  parallèle  à  Oâc;  soil  D  cette 
dernière  droite.  On  propose  de  démontrer  que  toute  trans- 
versale D',menée  par  le  point  M  dans  le  plan  de  l'hyperbole, 
rencontre  QR  et  H  en  deux  points  également  distants 
deD. 

D'  rencontre  H  en  un  point  S,  et  la  tangente  en  ce  point 
coupe  Oy  au  point  T.  Démontrer  que  la  parallèle  à  D'  menée 
par  T,  et  la  droite  QR  se  coupent  sur  Go:.  (G,  L,) 

40.  —  On  considère  une  ellipse  A, 

rapportée  à  ses  axes  ;  par  les  sommets  on  fait  passer  une 
infinité  de  coniques  A'  et  Ton  imagine  une  tangente  commune 
à  A  et  à  A'.  Le  point  de  contact  de  cette  droite  avec  A 
décrit  un  lieu  géométrique. 

On  construira  ce  lieu  qui  est  une  courbe  du  quatrième 
degré  et  Ton  indiquera  sur  cette  courbe  les  points  qui  pro- 
viennent des  ellipses  A'  ou  des  hyperboles  A'.      (G.  L.) 
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41.  — On  considère  une  hyperbole  équilatère  H,  et  une 
des  asymptotes  D  de  cette  courbe;  soient  P  et  Q  deux  points 
fixes  de  H,  et  R  un  point  mobile  sur  Thyperbole.  1®  On 
demande  le  lieu  géométrique  des  centres  des  cercles  C 
circonscrits  au  triangle  formé  parles  droites  RP,  RQ  et  D; 
2®  Ayant  mené  par  R  une  perpendiculaire  à  D,  cette  droite 
rencontre  le  cercle  C  en  un  point  I,  autre  que  R.  Trouver  le 
lieu  de  ce  point  I.  (G,  L.) 

42.  —  On  considère  deux  droites  rectangulaires  Oac,  Oy 
sur  OXf  un  point  fixe  P  ;  sur  Oy,  un  autre  point  fixe  Q.  Du 
point  0  comme  centre,  avec  un  rayon  supposé  variable,  on 
décrit  un  cercle  C,  et  des  points  P  et  Q,  on  mène  des  tan- 
gentes au  cercle  G;  ces  tangentes  se  coupent  en  des  points 
dont  on  demande  le  lieu  géométrique.  (G,  L.) 

43.  —  On  donne  une  droite  terminée  aux  points  P  et  Q  ; 
soit  R  un  point  pris  sur  PQ  ;  du  point  P  comme  centre  avec 
PR  pour  rayon,  on  décrit  un  cercle,  et  du  point  Q  avec  QR, 
un  autre  cercle  ;  on  mène  une  tangente  commune  à  ces 
cercles,  et  l'on  demande  de  démontrer  que  le  lieu  décrit  par 
les  points  de  contact  est  l'ensemble  de  deux  quartiques. 

(G.  L.) 


Le  Rédacteur-Gérant, 
E.  YAZEILLK. 
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